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CapIiTtoLo XXV. 


ELEMENTI DI TEORIA DELL’ELASTICITÀ 
CON APPLICAZIONI 


577. Generalità. 


Le teorie elementari della Scienza delle costruzioni non sono atte allo 
Studio di molti problemi tecnici che interessano l’ingegnere progettista. 
Così, ad es., tali teorie non si prestano per determinare le tensioni in- 
terne nei corpi non assimilabili a una trave (come sono molti or- 
gani delle macchine). Inoltre esse cadono in difetto anche nel caso delle 
travi, quando queste si discostano troppo dalla trave prismatica, ossia 
quando presentano variazioni rapide o brusche di sezione o di direzione 
dell’asse geometrico. In ogni caso poi sono impotenti per la ricerca delle 
tensioni che si generano nelle regioni immediatamente prossime ai punti 
d’applicazione delle forze esterne, come pure delle concentrazioni o in- 
gorghi di tensione che si hanno nell’intorno delle strozzature e degli an- 
goli rientranti (luoghi nei quali di solito si manifestano le prime fenditure). 
Soltanto i mezzi d'indagine più acuti e generali della Teoria dell’elasti- 
cità sono in grado di affrontare, e spesso di risolvere, problemi di tale 
natura. 

Nel presente capitolo ci occuperemo soltanto dei primi elementi di 
questa teoria, per non allontanarci troppo dall’indirizzo di questo trat- 
tato. Scopo principale è di dare un'idea abbastanza chiara dei concetti 
e dei metodi più semplici che essa impiega, e di applicarli ad alcuni pro- 
blemi elementari, mentre d’altra parte le nozioni acquisite faciliteranno 
lo studio di alcuni dei capitoli seguenti. 

Pertanto ci limiteremo al caso particolare, ma abbastanza frequente 
nella pratica, dei sistemi piani, dando poi soltanto alcuni cenni dei si- 
stemi nello spazio. Supporremo costantemente che i corpi studiati siano 
omogenei (cioè aventi le stesse proprietà in tutti i punti) e isotropi (1) 
(cioè aventi le stesse caratteristiche elastiche in tutte le direzioni), ciò 


(*) Per il caso più generale dei corpì anisotropi si veda, ad es., F. GRASHOF: Theorie der 
Elasticittit und Festigkeit, sezione prima, C), Gaertner, 1878; A. E. H. Love: A treatise on the ma- 
thematical Theory ot elasticity, Cap. VI, Cambridge, University press, 1920; J. W. GECKELER: 
Elastizitiilstheorie anisotroper Kòrper, «Hand, d. Physik», vol. VI, Cap. 5, Berlino, Springer, 1928. 
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che nella quasi totalità dei casi si può ammettere con sufficiente appros- 
simazione. Per lo studio più approfondito, e per i più importanti fra i 
problemi più complessi, daremo le necessarie indicazioni bibliografiche. 
Dei metodi sperimentali di ricerca, che servono di controllo ai risultati 
della Teoria dell’elasticità e come ulteriore mezzo d’indagine per quei 
problemi che presentano gravi difficoltà analitiche, ci occuperemo nel 
Cap. XXXVIII. 


Mentre la Scienza delle costruzioni parte spesso da ipotesi semplificative (n. 8), 
che talvolta sono giustificate solo dal fatto che le conseguenze che se ne traggono 
sono in armonia coi risultati dell’esperienza, la Teoria dell’elasticità procede invece 
nel modo più generale, e basandosi inoltre sul minimo possibile di ipotesi fonda» 
mentali. Queste consistono nel supporre che gli spostamenti elastici dei vari punti 
siano infinitesimi, e nel fitenere valida la legge di Hooke; per cui i risultati sareb- 
bero esatti qualora tali ipotesi fossero rigorosamente verificate. Quindi essi sono 
tanto meglio approssimati quanto più gli spostamenti (che in realtà sono finiti) 
sono piccoli rispetto alle dimensioni del corpo, e quanto più il comportamento 
di questo si avvicina a quello dei corpi perfettamente elastici (n. 7). 

Si deve anche tener presente un’altra causa ben più importante, e assai 
frequente, di forti scostamenti della realtà dai risultati teorici, che si manifesta 
ogni volta che le condizioni al contorno non corrispondono a quelle supposte. 
Spesso si considera il corpo come se fosse esteso indefinitamente, ossia come 
se la legge trovata per le deformazioni potesse verificarsi in tutti i suoi punti; 
mentre in realtà nelle zone del contorno ove il corpo è vincolato al suolo o ad 
altri corpi, le deformazioni possono essere ostacolate, o modificate in modo 
sconosciuto, dal corpo vincolante, che ha dimensioni e proprietà elastiche di- 
verse da quelle del corpo che si studia. Questo fatto provoca anche un muta» 
mento dello stato di tensione, che, per il principio di Saint-Venant, è sensibile 
fino a una distanza circa uguale alle dimensioni della zona vincolata. Perciò lo 
scostamento suddetto è poco importante se la zona vincolata è piccola (come 
nel caso delle travi, n. 589), mentre può essere sostanziale se la zona vincolata 
è estesa (come nei casi studiati nel n. 597). 

Specialmente per il suddetto motivo, la Teoria dell’elasticità riesce a stu. 
diare in modo rigoroso soltanto i casi di corpi corrispondenti a schemi molto 
semplici. Tuttavia i risultati che se ne traggono possono essere utili ugualmente, 
se non altro perchè offrono il mezzo per controllare quelli che si ottengono 
con l’uso dei criteri semplificativi della Scienza delle costruzioni. 


578. Relazioni fra gli spostamenti e le deformazioni. 


a) Come già sappiamo, la deformazione elastica nell’intorno di un 
punto è caratterizzata dalle tre dilatazioni &,, €; €, (n. 105 a) secondo 
tre direzioni ortogonali €, y, 2, e dai tre scorrimenti mutui yy) Vary Vus 
di queste direzioni (n. 148 5). Tali componenti della deformazione sono 
legate agli spostamenti elastici da relazioni che servono a definirle nel 
caso il più generale. 
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Indichiamo con £, 7, £ le componenti secondo le tre direzioni ortogo- 
nali #, y, 2 dello spostamento di un punto generico di un corpo, dovuto 
alla deformazione elastica. Riterremo che È, 
n, È siano infinitamente piccole, e variabili 
con continuità da punto a punto (e quindi 
espresse da funzioni continue di x, y, 2). 

Consideriamo un elemento di volume dr 
dy de (fig. 1266 a). Se £, n, $ sono le com- 
ponenti dello spostamento del punto o, la 
componente secondo # dello spostamento del 
punto « distante de da o sarà 


#43 do, 


essendo (dÉ/dr)dx la parte principale (cioè a 
meno d’infinitesimi di ordine superiore) del- 
l’ineremento della funzione £ dovuto all’in- 
cremento de della variabile «. L'aumento di lunghezza del tratto da è 
dunque A4dx = (dÉ/dr)de; quindi l’allungamento per unità di lunghezza, 
ossia la dilatazione e, secondo la direzione , nell'intorno di o, risulta 


Fig. 1266. 


Analogamente, le dilatazioni nelle direzioni y e < risultano e, = d7/dY 
e, = dbfda. 

Determiniamo ora la variazione che subisce l’angolo retto formato 
dagli elementi 04 = de e ob = dy (fig. 1266 b). Lo spostamento del punto 
a secondo y e quello del punto d secondo « sono rispettivamente 


dn dE 
n+35 Et W- 


L’elemento 0a andando in 0,4, ruota dell’angolo infinitesimo a/a, 10,0" = 
= dn/dx, e l’elemento ob andando in 0,d, ruota di dé/dy. Quindi la dimi- 
nuzione che subisce l’angolo retto aob, diventando @,0,b;, ossia lo scorri- 
mento mutuo delle direzioni €, y, nell’intorno di o, risulta 


SE 
Va Ty dae 


In modo analogo si ottengono gli scorrimenti mutui y,, delie direzioni 
€, 2 © Yy, delle direzioni y, 2. 

Pertanto, le tre dilatazioni e i tre scorrimenti, ossia le sei componenti 
della deformazione in un punto, sono legate alle tre componenti dello 
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spostamento del punto dalle relazioni (che servono a definirle) 


dEÉ dn di . 
(897) E de? €, = dy €, = dz’ 
_dE dm _3E Il dm, 3 


(898) Vey dy “E da Vas =3z 1 do' Vus = 3a + dy ° 

Le variazioni dé, dn, di delle componenti È, 7, È sono piccolissime 
rispetto alle variazioni de, dy, dz, per cui le componenti della deforma- 
zione risultano piccolissime. In generale, esse sono variabili da punto a 
punto, cioè sono funzioni di CY, 

Il parallelepipedo rettangolo della fig. 1266 a) diventa obliquo; gli 
Spigoli de, dy, dz subiscono le dilatazioni e, €,, &» © gli angoli 2y, «2, 
yz subiscono gli scorrimenti Venr Vous Poe 

3) Per le (897), anche la dilatazione cubica e, ossia la variazione che 
subisce l’unità di volume (n. 120), è legata alle componenti £, 7, { dalla 
relazione (?) 


(899) Sap htatanoatot 


579. Relazioni fra le deformazioni e le tensioni (legge di Hooke). 


a) La dipendenza fra le sei componenti della deformazione e le sei 
componenti della tensione in un punto è regolata dalla legge di Hooke, 
che è espressa dalle relazioni (114) e (146), cioè 


(900) Fe,=o, +, Be,=o, +4, Be,=o,— 4%; 
(901) Gay = tar Oreste Cry ty 


Le dilatazioni e sono indipendenti dalle 7 (n. 162 a) e dipendono da 
tutte e tre le c; gli scorrimenti y sono indipendenti dalle o e dipendono 
soltanto dalla 7 corrispondente. E, m, G sono tre costanti elastiche del 
corpo, legate tra loro dalla relazione (189) 


(902) @G=3-°- 2; 


così che le proprietà elastiche di un corpo isotropo sono definite dai va- 
lori di due sole di dette costanti. 


(*) Sul valore di e influirebbero anche Slî scorrimenti y, se questi avessero valori finiti; 
ma essendo infinitesimi, e risulta indipendente da essi (perchè le altezze del parallelepipedo dee 
formato diminuiscono di infinitesimi del secondo ordine), ì 
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3) Sommando le (900), si ottiene la relazione fra la dilatazione 
cubica e la somma delle tre tensioni normali: 


m 


(903) Ee="=2 (5,4+0,+0). 

Il valore di e in un punto è indipendente dalle direzioni degli assi 
®, Y, &; quindi la somma 0, 4 0, + c, delle tensioni normali su tre cle- 
menti ortogonali qualsiansi per un punto è costante. 

Nel caso particolare di tre compressioni uguali o, =0,=0,=—p 
(pressione uniforme), si ha 


(904) =_3 92%. 


e) Le (900) si possono risolvere per le tensioni in funzione delle 
dilatazioni. Ad es., la prima si può scrivere 


mt 


m 


md 1 
m ‘aTm—=3% 


Fe, =" a, (0,40,+0)= 


da cui 


Quindi, tenendo conto della (902), si ottiene 


(908) 0,=26(2+7%3), o,=20(+ 7)» 0,=26(+75). 


Nel caso frequente in cui sia 0, = 0 (tensioni piane, n. 580 a), le (905) 
diventano 


mE mE 
(905,) %= MI (men +e); = Fi (me, + ca). 


d) Il lavoro di deformazione si può esprimere sia in funzione delle 
tensioni e delle deformazioni, sia in funzione delle sole tensioni, sia in 
funzione delle sole deformazioni, rispettivamente mediante le (483), (484), 
(484,). Per ulteriori considerazioni si veda il Cap. XXXI. 


580. Sistemi piani, 


Lo studio dei problemi elastici è notevolmente semplificato quando 
accade che le tensioni (n. 580 a), oppure gli spostamenti e le deforma- 
zioni (n. 580 d), siano tutte parallele a un dato piano, e nello stesso 
tempo siano distribuite in modo identico in tutti i piani paralleli a 
questo. Alla prima o alla seconda di queste situazioni si possono ricon- 
durre, con buona approssimazione, molti casi della pratica. 
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a) Sistemi piani di tensioni. Consideriamo un corpo avente la forma 
di una lastra piana, di spessore costante e melto piccolo rispetto alle 
altre due dimensioni (fig. 1267); e soggetto a forze soltanto sul contorno, 

parallele al piano medio della lastra, unifor- 

memente distribuite sullo spessore (*), ed 

equilibrate nel loro complesso (*). Assunti gli 

assi x, y nel piano medio, e l’asse 2 normale a 

| z questo, le componenti 0, T:2 = Tx} Ty = Tw 

(0) sono nulle sulle due facce della lastra (non 

i essendovi forze esterne). Quindi si può rite- 

nere che siano nulle anche nei piani interni pa- 

ralleli, con un errore tanto minore quanto più 

piccolo è lo spessore; per cui si ha un sistema 

di tensioni piane. Inoltre, sempre se lo spessore è piccolo, la distribuzione 

delle tensioni G., 0y, 72, si può ritenere identica in tutti i piani paralleli, 
ossia in tutto lo spessore (5); per cui 0., cy, t.y sono indipendenti da 2. 

In generale la deformazione non è piana, poichè si hanno dilatazioni 

e, e spostamenti £, di solito variabili da punto a punto, dovuti alla con- 

trazione laterale. Però il piano medio rimane piano, per ragioni di sim- 

metria. Per la terza delle (900), e, in ogni punto dipende dal valore di 

0a + 0y; quindi e, è costante oppure nulla solo in quei casi in cui 0, + 0, 

è costante o nulla (n. 593 b, c). 

b) Sistemi piani di deformazioni. Consideriamo invece un corpo ci- 
lindrico o prismatico, di lunghezza molto grande rispetto alle altre due 
dimensioni, avente le estremità fisse; e soggetto a forze sulla superficie 
laterale, normali all’asse longitudinale 2, distribuite nello stesso modo 
in tutta la lunghezza, ed equilibrate nel loro complesso (*). In questo 


Fig. 1267. 


(*) Se non sono uniformemente distribuite, ma la loro risultante è nel piano medio, per il 
principio di Saint-Venant i risultati sono gli stessi, salvo in prossimità del contorno. 

(*) Le lastre in questione possono avere un contorno qualsiasi, circolare (dischi), poligo« 
nalo, ecc., o anche due contorni, uno esterno e uno interno (lastre con uno o più fori). Vi sono 
dunque comprese anche le travi di sezione rettangolare (nn. 588-591, 596, 597), purchè lo spessore 
(o larghezza della sezione) sia costante e moito piccolo rispetto all’altezza (costante o variabile) 
e alla lunghezza della trave. 

Queste lastre differiscono sostanzialmente dalle vere lastre clie studieremo nel Cap. XXVI; 
perchè queste ultime sono invece soggette a forze esterne normali al loro piano. Inoltre nel caso 
presente le tensioni interne sono dello stesso ordine di grandezza delle forze esterne applicate al 
contorno, mentre nelle vere lastre le tensioni sono di gran lunga maggiori del carico agente nore 
malmente al loro piunv. 

(5) Ad es., nel caso del n. 167 (che rientra nel caso qui considerato) la t,,, è pressochè costante 
In tutta la larghezza o spessore d solo se questo è piccolo rispetto all’altezza %. Altrimenti, come 
si disse allora, t,y può variare notevolmente nello spessore, ossia può dipendere da z. 

(5) Ad es., i tubi soggetti a pressione costante o variabile lungo il contorno, le condotte in- 
terrate per acquedotto o per fognatura, le dighe rettilinee di sezione costante, le volte di note- 
vole larghezza, i rulli soggetti a compressione lungo due generatrici opposte (o lungo più gene- 
ratrici), ecc. 
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caso le sezioni estreme non si spostano, e lo stesso fanno le sezioni rette 
intermedie, che rimangono piane, e si deformano nel loro piano tutte nello 
stesso modo, almeno a partire da una certa distanza dalle estremità (1); 
per cui si ha Z=0, e,=0, y.+4=yy=0, Ossia il sistema di deforma- 
zioni è piano; mentre É, 7, £2, &,, Y=y sono indipendenti da 2. Quindi (901) 
anche 7.., t,, sono nulle (*), € 0., 0,, T., Sono indipendenti da 2. 

Oltre alle tensioni 0., 0y, ty, Si ha anche una o,, di valore tale da ren- 
dere e, = 0, e quindi generalmente variabile da punto a punto della se- 
zione. Per la terza delle (900), si ha dunque 0, = (0. + 0,):m; per cui 
anche o, non dipende da 2, ed è costante oppure nulla solo in quei casi in 
cui 0,--0, è costante o nulla (n. 593 b, c). La o, è una tensione principale, 
poichè si ha 7, = 7., = 0. Ciascuna delle due sezioni estreme, essendo fig- 
sata, è soggetta alla reazione del vincolo, che è l’insieme delle stesse 0, 

Se invece le sezioni estreme sono libere, esse possono spostarsi e an- 
che diventare gobbe. Tuttavia le sezioni che sono abbastanza lontane 
dalle estremità si spostano, ma rimangono piane. Infatti, si passa dal 
caso in cui le sezioni estreme sono fisse al caso in cui sono libere soppri- 
mendo la reazione suddetta, ossia aggiungendo alle sezioni estreme le 
forze — 0,, il cui insieme, in casi particolari simmetrici, equivale a una 
forza assiale N. Quindi il corpo varierà di lunghezza, ma le sezioni, che 
erano piane, rimangono piane (n. 104 ©), almeno a partire da una certa 
distanza dalle estremità (*). Dunque anche in questo caso la deforma- 
zione è piana, salvo che a essa si sovrappone uno spostamento longi- 
tudinale delle varie sezioni, con e, costante. 

Anche in questo caso 02, 0,, Ty sono indipendenti da #, e si ha 7,, = 
Ty = 0. Le o, scompaiono nelle sezioni estreme, mentre nelle altre se- 
zioni rimangono delle o, variabili da punto a punto della sezione (ma 
di risultante nulla), capaci di conservare piane le sezioni (si ha 0, =0 


(*) Anche quelle dei tratti estremi, se le sezioni di estremità, pur essendo impedite di spo- 
starsi longitudinalmente, sono libere di deformarsi nel loro piano come quelle intermedio. 

(*) Ciò risulta anche dal fatto che due fette vicine del corpo si deformano nello stesso modo, 
come fossero indipendenti, e quindi non si trasmettono tensioni tangenziali t,, e Ty attraverso 
la faccia comune. 

Ma si deduce anche analiticamente dall’essere t = 0 e 5 ed n indipendenti da z; per cui (898) 

dt, dE di di 
tre nda ta 0 nda 
e quindi (901) t,, = t,y=0. 

(*) Se le reazioni 0, alle estremità fissate sono uniformemente ripartite, lo sezioni si cone 
servano piane anche nei tratti estremi del corpo reso libero. Se invece le c, (che dipendono 
da c,+ cy) sono variabili, il loro insieme può ancora equivalere a una N assiale, ma le sezioni 
nei tratti estremi diventano gobbe, mentre per il principio di Saint-Venant (n. 104 d) rimangono 
piane da una certa distanza in poi. (Se in tutte le fette del corpo, anche lontane dalle estremità, 
si avessero delle e, sensibilmente diverse da punto a punto della sezione, il loro effetto si accu- 
mulerebbe per tutta la lunghezza del corpo e si avrebbe un ingobbimento fortissimo delle sezioni 
estreme; ciò che non è possibile), 
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Be 0. + 0, è costante in tutti i punti della sezione, oppure, come ora 
vedremo, se è variabile linearmente). Ad eccezione dei tratti estremi, la 
Cc, è indipendente da 2. 

Nel caso generale, l'insieme delle 0, alle estremità può invece equivalere a una 
forza assiale N e a una coppia flettente M (1°). Quindi l'aggiunta delle — 0,, che 
equivale a rendere libere le estremità, fa variare la lunghezza del corpo e ne incurva 
lo fibre longitudinali secondo archi circolari. Per cui la deformazione delle sezioni 
è ancora piana (n. 125 c) (almeno a partire da una certa distanza dalle estremità (13), 
ma a essa si sovrappone uno spostamento rigido delle varie sezioni, costituito 
da una traslazione longitudinale e da una rotazione. Anche questo caso si può 
comprendere nei due precedenti, perchè si ha ancora T,, = T.,, = 0 (n. 125d) e 
Cer Oy» Try SONO indipendenti da 2. 

c) Riassumendo, sia nei sistemi piani di tensioni che in quelli di 
deformazioni le 0., 0y, t.y Sono indipendenti da 2. Nei primi si ha 0, = 0, 
mentre e, e { esistono e sono generalmente variabili da punto a punto. 
Nei secondi si ha { = 0, e, = 0 se le estremità sono fisse; se invece sono 
libere, alla deformazione piana delle sezioni si sovrappone un moto rigido 
delle sezioni stesse. La 0, esiste ed è generalmente variabile da punto a 
punto, ma è indipendente da 2; essa è dovuta all’impedita variazione di 
lunghezza nel primo caso, e alla distribuzione non uniforme nò lineare di 
6» + oc, nel secondo (però in questo caso il sistema delle o, è equilibrato). 

Nei sistemi piani di tensione la e, è meno importante di &, ed £,, perchè è 
dovuta soltanto alla contrazione laterale. Per lo stesso motivo, nei sistemi piani 
di deformazioni la 0, è meno importante di 0, e Gy; è G1 = (62.+ Gy): m se le 
estremità sono fisse, ed è assai minore se sono libere (in questo caso è nulla se 
02 + 0y è costante o se varia linearmente nella sezione; v. ad es. il n. 593 d). 

d) Nei casi più frequenti, lo studio dei sistemi piani consiste prin- 
cipalmente (n. 586 a) nella determinazione delle tre funzioni che rappre- 
sentano le tensioni cs, cy, t,,, Se le forze di massa X e Y (nota 17) sono 
nulle o costanti, lo studio è uguale per i sistemi piani sia di tensioni che 
di deformazioni (nn. 584 c, d, 587 a). 

Nei sistemi piani di tensioni, la lastra si può considerare di spessore 
8 = 1; nei sistemi piani di deformazioni si può studiare una fetta del 
corpo pure di lunghezza, o spessore, s = 1 (computando naturalmente 
le forze esterne corrispondenti). 


(**) Ad es., nel caso di una trave soggetta a forze laterali che ne comprimono soltanto la 
parte inferiore, le fibre longitudinali inferiori si allungano (se le estremità sono libere) o tendono 
ad allungarsi (se invece sono fisse), e quelle superiori no (analogamente a ciò che avverrebbe so 
si riscaldasso la parte inferiore della trave). Quindi, se le estremità sono fisse, esistono delle c, 
che equivalgono a una forza assiale N e a una coppia fieitente M, ma la trave rimane rettilinea 
(cs. 97); se invece sono libere, la trave si allunga c s’incurva secondo un arco circolare. 

(*) Anche nei tratti estremi, se la 0, (ossia c, + cy) è variabile linearmente (n. 125 c). 
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581. Le tensioni intorno a un punto. 


In un sistema piano la tensione normale c e la tensione tangenziale 
t su di un elemento superficiale parallelo all’asse # variano intorno a un 
punto al variare dell’elemento. Le proprietà relative furono trovate nei 
nn, 180-182, e ci limitiamo a richiamarle, aggiungendo alcuni complementi. 
a) Riassunto di risultati già noti. Assumiamo nel piano delle ten- 
sioni due assi 2 e y ortogonali qualsiansi. Quando siano note le tensioni 
02, Oy. Ty Sui due elementi normali agli assi, le tensioni o e 7 su di un 
elemento generico, appartenente a un fascio di piani che ha per asse 
una retta parallela a 2, e formante l’angolo a con l’ele- 
mento normale a « (figg. 232, 1268 a), si ottengono 
(n. 180) considerando l’equilibrio di un prisma elemen- 
tare, e sono espresse (204), (n. 182 «) da (*2) 


lo=0,c08°a + o,sen? a + 27.,sena cosa = 


9 Ci Ca— 0; 
| = È +7 c0s 2a + 72, sen 2a 
2 2 
(906) { ; 
T= (0, —0,)senacos a+ 7, (sen a— cos? a) = 
Ga — Gy 
=" sen 2a — t., 008 2a. Fig. 1268, 


Se invece si vogliono le componenti secondo x e y della tensione to- 
tale 0 agente sull’elemento generico, indicando con a’ l’angolo che 0 fa 
con ® si ottiene (fig. 1268 b) 

(907) 0a=0 080" = 0,080 + t.,sen a, 

Ù (0, =gsena' =o,sena + 7,, c08a. 

Per ogni punto esistono (n. 181) due elementi del fascio normali tra 
loro, ossia due valori di a differenti di 90°, definiti da (205) 


Zi 
(908) tg 2a = Sd) 
per i quali si ha 7 = 0, mentre la o assume valori 0; e c, (tensioni prin- 
cipali), che sono uno massimo e uno minimo rispetto agli altri valori. 
Conoscendo 02, Gy, t:y, le tensioni principali sono date (208) da 


viali accasa 
(009) spp lazvinantaa. 


(**) Nelle (906) e (907) non figurano le forze di massa perchè esse sono infinitesime del secondo 
ordine come il volume del prisma, mentre le forze agenti sulla sua superficie sono infinitesime del 
primo ordine. Invece nelle (918) figurano, perchè i termini del primo ordine si eliminano e restano 
solo quelli del secondo ordine dipendenti dalle variazioni delle tensioni. 
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Quando sono noti i valori di 0:, 0, e le direzioni principali £, 7 per 
un punto (!), e si assumono queste come assi di riferimento, le (906), 
(907) diventano 
(910) o =0: 008° a+ 0, sen a, t=(c:—0,)senacosa; 

(911) Q=Q0C080'=0:0080) @,=gsena =0c,sena. 

La 7 è massima sugli elementi a 45° con quelli principali, 3 si ha (207) 
GEO; 

ani 

Dalfe (910) si deduce la nota rappresentazione della variazione di e 
e di 7 mediante il cireolo di Mohr (n. 182). 


b) Ellisse delle tensioni e conica delle direzioni. Ricavando cosa e sen a 
dalle (911) e facendone la somma dei quadrati, si ottiene 


(912) Tmas = 


ei. di 
(913) dts” Dia 


La (913) è l'equazione di un’ellisse avente il centro nel punto o considerato, e 

di semiassi ge, 0, distesi sulle direzioni principali £, n per o. Quindi, se per ogni 

elemento piano passante per o si conosce la direzione della tensione totale o, la 

grandezza delle varie 0 è data dai raggi vettori di tale ellisse (ellisse delle tensioni). 
Consideriamo ora l’equazione 


e 


(914) - 


Uil 
+ pra +1. 
Se G; e 0, sono dello stesso segno, e si assume + 1 0 — 1 secondo che sono posi. 
tive o negative, la (914) rappresenta un’ellisse di centro o e di semiassi Vos 
V 0) distesi su È, N; se sono di segno contrario, rappresenta due iperboli coniu- 
gate (cioò aventi gli assintoti comuni), pure di semiassi vos VG; (0; € o, in va- 
lore assoluto). Dalle (911) si ricava 


cosa= di, sna= 21; cosa = 28, sna = 21; 
{i n 0 


e se a” è 90°— a”, ossia l'angolo che e fa con l’asse 7, 


sna”= 2€, cosa = L1, 
e 
Si ha così i 
_- QMn.0t sn _ LE indi n ce 
tga= .-€, tga”= 3, e quindi tgatga”"=—-è, 
de °° To, bi e 


(**) SI sono usati gli stessi simboli &, n, t sia per indicare le tre componenti dello spostamento 
di un punto secondo le direzioni x, Y, 2 (n. 578 e primo volume), sia per indicare le direzioni prin- 
cipali per un punto. Non si deve naturalmente confondere l’una cosa con l’altra. 
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Questa relazione dice (n. 89%) che la tensione totale Q agente su un dato ele- 
mento piano per o ha la direzione del diametro coniugato alla traccia dell’elemento 
stesso rispetto alla conica (914) (conica delle direzioni) (14). 

Pertanto, quando siano tracciate per un punto o l’ellisse delle tensioni e la 
conica delle direzioni (15), la seconda dà la direzione di 0 agente sopra un dato 
elemento superficiale per 0, e la prima dà poi la grandezza di o. Si ha così 
un’altra rappresentazione grafica delle tensioni intorno a un punto. Tuttavia il 
circolo di Mobr riesce più comodo. 

e) Casi particolari. Il caso in cui 0, = 0 fu esaminato nei nn. 106, 
182 d). 

Se in un punto o si ha o: = 0,, tutti gli elementi del fascio per 0 
hanno (910) la stessa 0, e 7 = 0; per cui si dice che nell’intorno di o si 
ha una tensione uniforme. Il circolo di Mohr si riduce al solo centro (n. 182 d). 
Questo caso può verificarsi soltanto nell’intorno di un punto, oppure in 
tutto il corpo. Così se una lastra rettangolare è soggetta sui quattro lati 
a trazione o compressione esterna p costante, si ha evidentemente in 
ogni punto o; = o, = p; quindi la tensione è uniforme e dello stesso 
valore in ogni punto e in qualunque direzione, mentre 7 = 0. Lo stesso 
si ha anche nel caso di una lastra di forma qualunque, soggetta a p nor- 
male e costante su tutto il contorno, poichè essa si può pensare ricavata 
dalla lastra rettangolare suddetta. 

Se in un punto si ha o, = — ce, sugli elementi definiti da a = + 450 
si ha (910) c=0, 7 = ce; per cui questo caso non differisce da quello 
della tensione tangenziale semplice (in armonia coi nn. 162 a,b, 182 d). 
Se una lastra rettangolare è soggetta a forze esterne p, su due lati op- 
posti e pa = — p; Sugli altri due, il caso suddetto si verifica in tutti 
i punti della lastra e con 7 costante. 

Si riconosce facilmente che qualunque stato di tensione, con c; e O, qual. 
siansi, si può decomporre in una tensione uniforme di valore (0:+ 0,):2 (per 
la quale il circolo di Mohr si riduce al solo centro del circolo valido per il caso 
dato) e in una tensione tangenziale semplice 7 = (c:— 0,):2 (per la quale il 
circolo di Mohr è quello del caso dato, ma con l’origine nel centro). 

d) Composizione di più stati di tensione sovrapposti (dovuti a diverse cause). 
Se di ciascuno stato si conoscono 0,, Gy, T.y riferito agli stessi assi x, y, basta 
sommare i valori singoli. Se invece si conoscono Gy, 07, Try; Gx", 0y”, Tally!’ ca 


(**) Se questa è un’ellisse (c£ e 6, dello stesso segno), la direzione di o non giace mai nel piano 
dell’elemento; se invece sono due iperboli coniugate (cg e c, di segni contrari), gli elementi che 
hanno per traccia gli assintoti hanno o giacente nel loro piano. Ossia nel primo caso non esiste 
alcun elemento superficiale per o soggetto a sola tensione tangenziale; nel secondo sono tali i 
due elementi che hanno per traccia gli assintoti, i quali separano gli elementi soggetti a 6 posi- 
tiva da quelli soggetti a o negativa (in armonia col n. 182 d). 

(3) Nei sistemi nello spazio si hanno invece l’ellissoide delle tensioni o di Lamè e la quadrica 
delle direzioni (n. 603 a). Le coniche (913), (914) sono le intersezioni di queste quadriche col 
piano xy. 
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riferite-ad assi diversi 2°, y°; x”, y”..., si assumono due assi arbitrari 2,, y1, © si 
calcolano mediante le (906) le tensioni Oz,> Gyyo Ta corrispondenti a ciascuno 
stato; quindi si sommano i valori singoli. 

Esercizio 1129. — Un disco metallico di raggio r e di spessore # è soggetto a 
forze radiali di trazione uniformemente ripartite lungo il contorno (fig. 1269), 
di valore q per unità di lunghezza. Calcolare l'aumento del raggio e determi. 
nare la condizione di resistenza. 

Soluzione. Per quanto si è detto nel n. 581 c), in ogni punto si ha g= cE= 

=0,=g/s,t=0,0,=0. 
q La dilatazione in ogni direzione risulta (900) 


> (0-2) m_l,gc_m_-l qQ 2,3. 
E m m E m Es 33 Es 


Il disco rimane evidentemente circolare, e il raggio aumenta di 
Fig. 1269. (915) Ar=re= —<.4L, 
m 


Se si adotta il criterio di limitare la dilatazione (n. 122 e Cap. XL), la 
condizione di resistenza è (119) 


o A m A m 
ca da cui osi: ossia a<7Z:;. 


Esereizio 1180. - Il disco dell’esercizio 1129 ha il contorno fissato rigidamente, 
ed è soggetto a una variazione termica uniforme 4. Calcolare la reazione del 
vincolo. 

Soluzione. Se il contorno fosse libero, il raggio varierebbe di art. Essendo 
fisso, nasce lungo il contorno una reazione q capace d’impedire tale variazione 
Perciò, avendo presente la (915), dev'essere 


o m 
arAt+ ZA ‘553% da cui de _asAt» 
Esercizio 1131. — Intorno a un disco di rame di 30 em di raggio e di 1cm 
di spessore si è montato a caldo un anello d’acciaio di sezione rettangolare di 
2x 3 em (3 cm nella direzione del raggio), avente il raggio interno minore di 
mezzo millimetro del raggio del disco. Determinare lo stato di tensione nel disco 
e nell’anello. 
Soluzione. Se interessa conoscere di quanto si deve riscaldare l’anello, occorre 
almeno una /t tale che sia 
p 0,05 
arsAdt = 0,05, da cui dt= 9,000012 - 29,55 


Sia g la forza mutua incognita per unità di lunghezza che si esercita fra 
l'anello e il disco dopo il raffreddamento. La diminuzione del raggio del disco 
{ 915) e l'aumento del raggio dell’anello (93) (considerato a piccola curvatura) 


= 1390, 
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sono rispettivamente espressi da (sezione dell'anello A = 2-3 = 6 cmq) 


ele = gm 
de m Es 4dr=pa' 


La somma dei valori assoluti dei Ar dev’essero 0,05 cm: 


met. i SE vos 
m 138 * EAT 0,05; 
da cui 
0,05 = 0,05 
Tanzi #°3% 31,63 SRO gioni, 


m Det Ei 33 12 I0it 2,15 -10°-6 


Lo spessore del disco è 1 cm, per cui q è anche la pressione p sul contorno. 
Quindi il disco è soggetto in ogni punto e in tutte le direzioni alla compressione 
o =— 530 kg/cmq. 

La forza q sul contorno interno dell’anello equivale alla pressione p = 530/2 = 
= 265 kg/emq; quindi (92) (es. 7365) la sezione dell’anello è soggetta media 
mento alla trazione G = 265 - 31,5/3 = 2782 kg/emq. 


Esercizio 1132. - Un disco di raggio r e di spessore s è soggetto a due forze 
di compressione P uguali e contrarie, agenti nel centro delle due facce. Deter- 
minare l’aumento Ar che subisce il raggio. 

Soluzione. È questo un problema abbastanza complesso di Teoria dell’ ela- 
sticità; tuttavia si può risolvere immediatamente usando il teorema di Betti. 

Nelle condizioni dell’esercizio 1129 la dilatazione €; nella direzione 2 normale 
alle facce è (114) 


È -F(-C19)--£- 4; 
ca molo mEs’ 
quindi la diminuzione dello spessore risulta As=g,s=— 2q/mE. 
Applicando il teorema di Betti a tale condizione e a quella del presente 
esercizio, si ottiene 


P- |As|=g-2ar-Ar, da cui Ar= P/mEnr. 


Essendo /s costante, il risultato vale anche se le forze P sono comunque 
distribuite intorno al centro con simmetria radiale. 


582. La deformazione intorno a un punto. 


a) Come le tre componenti G., cy, t,, della tensione piana individuano 
lo stato di tensione nell'intorno di un punto 0, e consentono (n. 581 4) di calco- 
lare o e 7 su qualunque elemento superficiale per o, così le tre componenti &,, 
Ey> Yzy della deformazione piana individuano lo stato di deformazione, e consen- 
tono di calcolare e secondo qualunque direzione por 0 e y di due direzioni orto» 
gonali qualunque per 0, contenute nel piano 2, y della deformazione. 
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Consideriamo un elemento qualsiasi op = ds uscente da 0 e contenuto nel 
piano x, y. Se e è la dilatazione incognita secondo op, ds diventa (14 e)ds. Se 
È, n sono le componenti dello spostamento di 0, e £+ dé, 7+ dy quelle di p, 
le proiezioni de, dy di ds diventano dr + dé, dy+ dn. Quindi si ha 


= (14 e)?ds® = (dx + dé} + (dy+ dn). 


Sviluppando e trascurando i termini che contengono i quadrati di eds, dé, dy, 
si ottiene 
ds" + 2eds® = da" + dy* + 240 dE+ 2dy dn, 


ossia, essendo ds? = da* + dyf, 
do dé  dy dy an 


ds? “ds * 
I differenziali delle funzioni £(2, y), N(x, y) sono espressi da 


dé DE _ dI dn 

Pt% vi Ma 

Quindi sostituendo, e ponendo dr/ds = cos a, dy/ds = sen a, dove a è l’angolo 
di ds con dx, si ottiene (897), (898) 


dÉ 


(916) slCoadat TI sent a+ (SÈ 31) sen a cosa = 
de dy 


de 
= E, 008° a+ e, sen 1 + ya, sen a cos a ; 


relazione analoga alla prima delle (906). 
Anche lo scorrimento mutuo di due direzioni ortogonali qualsiansi per o e 
contenute nel piano %, y si può esprimere in funzione di &,, &,, Yz © di a. 
Procedendo come nel n. 181, si trova che de/da si annulla per due valori di 
a che differiscono di 90°; quindi secondo tali direzioni É ed 7) (nota 13) la e assume 
un valore massimo e; e un valore minimo £, (dilatazioni principali). Lo scorri. 
mento mutuo y;, delle direzioni £, 7 risulta nullo. Se il corpo è isotropo, le di. 
rezioni principali È, 7 per un punto sono le stesse sia per le tensioni che per 
le dilatazioni. 
Un circolo piccolissimo di centro o e contenuto nel piano x, y diventa un’el- 
lisse, con gli assi aventi le direzioni £, 7 
b) Casi particolari. Nel caso in cui 0; = 0, (tensione uniforme, n. 581 c), 
si ha anche e; = &,, © la e è costante in tutte le direzioni contenute nel piano 
x, y. Un circolo piccolissimo si trasforma in un altro circolo. 
Nel caso in cui o, = — 0g (tensione tangenziale sem- 


a 
D plice), un quadrato piccolissimo come abed (fig. 1270) si 
ZN trasforma in un rettangolo; lo scorrimento mutuo delle 
% 9g due diagonali è quello massimo. Un quadrato come efgh 
N g VÀ 


si trasforma in un rombo; le sue diagonali rimangono 

normali tra loro. Un prisma avente per base quest’ultimo 

quadrato ha le quattro facce laterali soggette a sola tene 
Fi. 1270, sione tangenziale (n. 581 c). 
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583. Variazioni delle tensioni da punto a punto. 


a) In un sistema piano le tensioni Oz, Ty, Ty variano generalmente 
da punto a punto, ossia sono funzioni di x e di ; e le loro variazioni sono 
legate da relazioni che si deducono dall’equilibrio di un parallelepipedo ret- 
tangolo elementare di spigoli de, dy, 1 (fig. 1271). 
Assumiamo per le tensioni i versi positivi indi- 
cati nella figura (!). Se c, è il valore della ten- 
sione normale nel centro della faccia ob di ascissa 
x, sulla faccia opposta ac, di ascissa + de, si 
avrà 05 = 0x + (d0-/dx)dx, con un incremento 
(d02/d0)dx dovuto all’ineremento de della varia- 
bile x. Lo stesso dicasi delle altre tensioni. 

Oltre alle tensioni che vengono trasmesse al 
parallelepipedo attraverso le sue facce dalla ma- 
teria che lo circonda, esso è soggetto in gene- 
rale anche a una forza di massa, che agisce sul suo volume (!). Indichiamo 
con X e Y le componenti di tale forza secondo gli assi 2 e y, per unità 
di volume. 

Essendo de e dy infinitesimi, si può trascurare la variazione delle ten- 
sioni lungo la faccia, e ammettere che siano uniformi sulla faccia stessa. 
Perciò le forze agenti sulle facce del parallelepipedo si ottengono mol- 
tiplicando le tensioni per le aree delle facce, che sono 1-dx 0 1- dy. 
Le componenti della forza di massa valgono Xdxdy, Ydrdy, essendo 
1-da*dy il volume del parallelepipedo. 

b) Equilibrio alla rotazione. Per l’equilibrio del parallelepipedo alla 
rotazione intorno all’asse passante per il suo centro e normale al piano 
della figura, la somma dei momenti rispetto a tale asse di tutte le forze 
che non lo incontrano dev'essere nulla: 


diva .U da dTay da ; 
dy ay)to D) — Taydy D) —(ta + da da)iy “5 =0; 


ud 4 (1,4 


da cui, trascurando gli infinitesimi del terzo ordine, 
(RIV) mati e analogamente Tra = Tai) Tag = Tio 


È lo stesso risultato (156), che del resto si è ottenuto nello stesso modo, 
salvo che qui si è supposto de = 1. 


(!*) Se Ia faccia ha la normale esterna di verso opposto a quello positivo dell’asse © 0 Y (facce 
% e 0a), il verso positivo delle tensioni è contrario a quello degli assi; se la faccia ha la normale 
esterna dello stesso verso dell’asse 2 0 Y (facce ac e de), il verso positivo delle tensioni è quello 
degli assi (v. anche la fig. 196). 

() Sul volume del corpo agisce la gravità (peso del corpo), e può agire una forza centri- 
fuga se il corpo ruota, o una forza magnetica. 
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0) Equilibrio alla traslazione. Per l'equilibrio del parallelepipedo alla 

traslazione nella direzione ® dev'essere 
dT; 
PLA dira cs =0. 
(0. sa da)ay — o.dy + (ce Asgy dy)ta Tyado 4 Xdedy = 0 

Per l’equilibrio alla traslazione nella direzione y si ha un’equazione ana- 
loga. Quindi si ottengono le due equazioni differenziali di equilibrio che 
legano le variazioni delle tensioni, ossia le loro derivate: 


de 


| {Dos | dra Da 
de + dy pupi Ù 
(918) da da 


Da g FI =0. 


L’eventuale presenza di una o, indipendente da : (come nei sistemi 
piani di deformazioni, n. 580 5) non modifica queste equazioni (che sa- 
rebbero modificate se esistessero le 7,,, 7., ele loro variazioni, n. 603 c). 
Quindi esse valgono sia per i sistemi piani di tensioni che per quelli di 
deformazioni. 

Spesso l’unica forza di massa è il peso del corpo. In tal caso, se y è 
il suo peso specifico, assumendo l’asse y verticale e positivo verso il basso 
si ha X=0, Y=y. 


584. Equazione di congruenza o di compatibilità. 


a) Se si studiasse la deformazione di un elemento rettangolare dx 
dy isolato, alle es, ey, yy Si potrebbero assegnare tre valori arbitrari e 
indipendenti. Ma poichè esso fa parte di un corpo, occorre che i vari 
elementi deformati risultino ancora connessi (ossia combacianti) tra 
loro, senza di che si avrebbero fra essi dei distacchi o delle compene- 
trazioni. In altri termini, la deformazione dei vari elementi dev'essere 
tale da rispettare la continuità del corpo. Ciò richiede che &,, ey, 7», fun- 
zioni di @ e di y, non siano indipendenti tra loro, ma siano legate da 
una certa relazione. 
Alla stessa conclusiene si giunge considerando che e., Eu, Yey SODO 
definite (897), (898) mediante due soli spostamenti £ ed 7: 


_dé _ dm 777 _ de, 
(a) € = de? E dwy Vasi dy dr) 


Perciò, se si dessero ad arbitrio-le tre funzioni ex; &, Yey, sarebbe gene- 
ralmente impossibile risolvere le tre equazioni differenziali (a) per le due 
funzioni £ ed 7. Quindi deve esistere fra le tre funzioni suddette una re- 
lazione. 
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Un'altra conferma si ha dal fatto che il problema statico risulterebbe 
indeterminato, poichè le tre tensioni incognite 0., 0y, t., sono legate da 
due sole equazioni differenziali di equilibrio (918). Quindi è necessaria 
una terza relazione, che può essere soltanto di natura elastica, che leghi 
le tre funzioni 6, 0y, tey, Oppure le tre funzioni €) Eu) Yzy dalle quali 
esse dipendono. 

b) La relazione cercata si ottiene eliminando £ ed n dalle (a). De- 
rivando la prima due volte rispetto a Y, la seconda due volte rispetto 
a x, e la terza rispetto a 2 e rispetto a y, si ha 


de, _ _dE de, _ _d d'Yan _ _dE dn 
dy dad’ de dy da de dy  dy?de | datdy® 
Dal confronto, si ottiene L, 
de 2, ty, nu È tag 
(919) dîez | Die _ da i Ò 


dg de dad 


È. questa l'equazione di congruenza o di compatibilità per i sistemi piani, 
che dev'essere soddisfatta per assicurare l’esistenza delle due funzioni 
continue £ ed 7, legate alle e., &y, y., mediante le (a). 
©) Per la risoluzione della maggior parte dei problemi che interes- 
sano l’ingegnere è più utile l’equazione di congruenza espressa mediante 
le tensioni, che si ottiene utilizzando la legge di Hooke. 
Nel caso delle tensioni piane le (900), (901) si riducono a 


i 5A 1 0, mHt1 
0 «= p(t), enplont), sentina. 


Sostituendo nella (919), essa diventa 


7 di %y d* o:\_,M+1 dry 
(920) sile) + E (0, ce) 27 ‘ dedy * 


A questa si può dare una forma più semplice tenendo conto delle 
equazioni (918) di equilibrio. Se le forze di massa X e Y sono nulle op- 
pure costanti (ad es. nel caso del solo peso), derivando la prima rispetto 
a x, la seconda rispetto a y, e sommando, si ottiene 


Sostituendo nella (920), essa diventa (19) 


do, | do. | d°G, | d0y (— di 


ou tatontà (+e tao. 


(**) Si noti che se X e Y sono costanti, l'equazione (921) di compatibilità non contiene la 
costante elastica 2 (mentre la contiene se X e Y sono qualsiansi, n. 584 d). Perciò, per date forze 
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» 
Se si indica con V? l’operatore di Laplace — = i LAN Di la (921) si può 

scrivere brevemente 

(921,) V*(0.+0,) = 0; 


ossia la somma 0, + 0, dev'essere una funzione armonica. 


La (921) vale anche nel caso delle deformazioni piane (n. 584 d). se 


X e Y sono costanti. 
d) Nel caso di forze di massa qualsiansi (!°), il secondo membro della (921) 


non è nullo, ma è uguale rispettivamente a 
dX , d 
i ( > 3 i 


_mtl 1 i+ d) of 
m D 
secondo che si tratta di un sistema piano di tensioni o di deformazioni. 
Quindi, se ©.X/dr + dY/dy=0, la (921) è valida anche per le deformazioni piane. 


585. Condizioni al contorno. 


La soluzione di ogni problema elastico deve soddisfare non solo le 
equazioni di equilibrio e l'equazione di congruenza, ma anche alle con- 
dizioni al contorno o ai limiti (n. 585 5). Nella maggior parte dei casi 
sono appunto queste ultime che rendono difficile lo studio dei vari pro- 
blemi. 

a) Le tensioni interne, che generalmente variano da punto a punto 

del corpo, devono acquistare in prossimità della sua superficie esterna 

valori tali da equilibrare le forze esterne che agiscono 

Sy sfn su questa. Ogni prisma elementare come quello della 

T\o-£ fig. 1268, ma avente la faccia ab sul contorno del 

fà corpo (fig. 1272), dev'essere in equilibrio per effetto 

delle tensioni 0., cy, ty agenti sulle facce ob e 0a e 

delle forze esterne agenti sulla faccia esterna ab. 

Queste ultime sostituiscono le tensioni o e 7 o la loro 

risultante o che si hanno sugli elementi interni, e ne 
costituiscono come la continuazione all’esterno. 

Perciò, se si conoscono le componenti p, e p: della forza esterna se- 
condo la normale e la tangente al contorno, per unità di superficie di 


Fig. 1272. 


esterne, le tensioni e le deformazioni sono distribuite nello stesso modo qualunque sia il corpo 
isotropo. Questo fatto consente di studiare sperimentalmente le tensioni su di un corpo di mate- 
riale diverso da quello dato, usando ad es. il vetro (Cap. XXXVIII). 

Invece la dilatazione e, nelle tensioni piane e la tensione c, nelle deformazioni piane dipen- 
dono dal valore di m. 

(1°) V., ad es., S. TIMOSHENKO: Theory of elasticity, New York, MacGraw-Hill, 1934; YAéorie 
de l’élasticité, ediz. francese, Parigi, Béranger, 1936, n. 12. 
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questo (Pn = fn/8, P:= fi/8), per le (906) si deve avere 


02 C05° a + o, sen? a + 27., sen a cosa = Pa 


(922) (0, — 0,) sen a cos a + 7., (sen?a— cos* a) = pi. 


Se invece si conoscono le componenti p, e p, della forza esterna 
(pa = f2/8, Py = fy/8), per le (907) si deve avere 


(923) 0,080 + Ty Sena = Pa} cysena + 7,, 0080 = Py. 


Nel caso frequente in cui l’elemento esterno ab sia parallelo all’asse 
© o all’asse y, le (923) si riducono rispettivamente alle 


(924) 0,=+tPv; tw= tPsj  0:=4+Ps) ta=tPDv, 


col segno + o — secondo che la normale esterna ha il verso positivo o 
negativo dell’asse y o dell’asse 2. 

6) È evidente a priori l’insufficienza delle tre equazioni (918) e 
(920) o (921). Infatti, esse sono le stesse per qualsiasi problema elastico, 
e rappresentano soltanto delle generiche relazioni alle quali devono sod- 
disfare in ogni caso le derivate delle tensioni; mentre d’altra parte non 
contengono nè le forze esterne agenti sul corpo (contengono soltanto le 
forze di massa, che spesso sono trascurabili), nò la forma e le dimensioni 
di questo. Invece le condizioni al contorno (922) o (923) o (924) conten- 
gono appunto le forze esterne, che sono diverse per i vari problemi, e 
tengono conto della forma del corpo; per cui sono esse che differenziano 
e determinano la soluzione. 

c) Se invece il corpo ha qualche zona della superficie esterna vin- 
colata, ivi le condizioni al contorno riguardano gli spostamenti elastici 
anzichè le tensioni. Infatti, le componenti dello spostamento, variabili 
da punto a punto nell’interno del corpo, nei punti di tali zone devono 
soddisfare a determinate condizioni (ad es. essere nulle). In molti casi 
però non si commette un errore notevole (nelle zone abbastanza lontane 
dai vincoli) se si trascura questa condizione. 


586. I metodi di risoluzione dei problemi elastici. 


I problemi della Teoria dell’elasticità si possono studiare secondo 
due impostazioni sostanzialmente diverse, che presentano una certa ana- 
logia col metodo delle forze e con quello delle deformazioni (nn. 445, 
452) che si usano nello studio delle strutture iperstatiche. 

a) Nei casi più frequenti per l’ingegnere, nei quali le condizioni al 
contorno riguardano principalmente le tensioni (n. 585 a), si usa di so- 
lito il metodo seguente. Si assumono come incognite le tre tensioni 0%, 
Oy; T:y; Che sono funzioni di x e di y. Le tre funzioni incognite sono legate 
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da un sistema di tre equazioni alle derivate parziali, e cioè dalle due equa- 
zioni di equilibrio (918) e dall’equazione di congruenza (920) o (921); 
inoltre devono soddisfare alle condizioni al contorno. Se si fa uso di una 
opportuna funzione delle tensioni (n. 587), è facile ottenere molte soluzioni 
soddisfacenti le prime tre equazioni, evitando l’integrazione diretta del 
sistema. La difficoltà consiste nel trovare quella soluzione (unica, n. 586 c) 
che soddisfa anche alle condizioni al contorno in ogni punto di questo. 

Quando le forze di massa sono nulle o costanti, la distribuzione delle 
tensioni risulta la stessa sia nel caso delle tensioni piane che in quello 
delle deformazioni piane (nn. 584 c, d, 587 a). 

Se poi si vogliono determinare anche gli spostamenti elastici dei vari 
punti del corpo, ottenute le tensioni si deducono anzitutto le espressioni 
delle deformazioni, usando la legge di Hooke. Queste non sono le stesse 
nei due casi: Se si tratta di un sistema piano di tensioni (0, = 0), si ha 
per le (900), (901) 


8,3 (0, v0y); E, ey=(0,—v0:))E,  vy=tw9:G. (v=1/m) 


Se invece si tratta di un sistema piano di deformazioni, e se il corpo ha 
le estremità fisse, si ha (n. 580 d) c, = »(0,. + 0,); per cui le (900) di- 
ventano 


e,=l(1—r9)0,—»(1+v)o,]:P,  e,=[(1_9)0y,—>1+r)o]: E. 
Quindi si calcolano gli spostamenti É ed 7 integrando le equazioni (897), 
(898), che per i sistemi piani si riducono alle 


dE d dÉ , d 
Sp i = Sly, 


dy de 

b) Il secondo metodo per la risoluzione dei problemi elastici è di solito 
più laborioso, richiedendo l’integrazione di un sistema di equazioni alle derivate 
parziali. Tuttavia può essere preferibile quando le condizioni al contorno riguar- 

dano gli spostamenti dei punti di qualche zona vincolata. 
Si assumono come incognite gli spostamenti É, 7, che sono funzioni di x e 
di y. Si scrivono le due equazioni di equilibrio (918) facendo figurare gli sposta- 
menti £, 7 invece delle tensioni 02; Gy, T.y; ciò che si ottiene (n. 601 a) sostituendo 
nelle (918) le prime due delle (905) e la prima delle (901), nelle quali si esprimono 
le deformazioni per gli spostamenti mediante le (a) del n. 584. Le due equazioni 
di equilibrio alle derivate parziali così trasformate bastano per determinare È ed 
n (la congruenza è senz'altro soddisfatta, perchè si opera sugli spostamenti, che 
si determinano sotto forma di funzioni continue). Integrato il sistema di equazioni 
alle derivate parziali, le condizioni al contorno determinano le funzioni arbitrarie 
che figurano nella soluzione generale. Con questo metodo non si ha l’ausilio della 
funzione delle tensioni (n. 587), che col metodo precedente fa evitare l’integra- 
zione suddetta. Tuttavia l’integrazione è facilitata dall’impiego delle funzioni di 
variabile complessa (n. 601). Per contro, la successiva deduzione delle tensioni 
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dagli spostamenti è molto più semplice della deduzione degli spostamenti dalle 
tensioni nell’altro metodo, perchè non richiede che derivazioni. 

e) Dato il corpo elastico e le forze esterne, se queste non variano sensi- 
bilmente nè d’intensità nè di retta d’azione in seguito alla deformazione del 
corpo (come invece accade ad es. nel caso delle travi caricate parallelamente 
all’asse, n. 270 a), il problema ammette sempre una soluzione, e determinata, 
cioè unica (n. 332 f) (fatta astrazione delle tensioni eventualmente preesistenti, 
ossia dalle autotensioni: n. 338 a). Perciò qualunque sia la via seguita o gli ar- 
tifici escogitati per ottenere la soluzione, se questa soddisfa le equazioni di 
equilibrio, quella di congruenza e alle condizioni al contorno, è certamente 
la vera soluzione del problema che si studia. 


537. La funzione delle tensioni o di Airy. 


Nella quasi totalità dei problemi piani che interessano l’ingegnere si 
usa il metodo indicato nel n. 586 a), assumendo come incognite le tre 
funzioni Gy, 0y; t,y, Esse devono soddisfare le due equazioni di equilibrio 


fi sa sa dt , dOy 
(a) + +35=% GgtgtT=% 


l'equazione di congruenza e alle condizioni al contorno. 

a) Consideriamo da prima il caso in cui le forze di massa X e Y 
siano costanti. Come osservò Airy (?), e come si verifica facilmente, le 
tre tensioni soddisfano le (4) se, assunta una funzione qualsiasi F(2, 9), 
si pone 

d°F dF d°F 
(925) Ca=zg Lot, o,= Fa IL IYy Tav = — 3ody 
Ma la soluzione deve soddisfare anche l’equazione di congruenza, che 
in questo caso è la (921): 


(8) V*(0, + 0,) = (È+ CAICA +0,)=0. 


Introducendo in essa le espressioni (925) di 0, e di 0,, risulta che la fun- 
zione F(x, y) (funzione delle tensioni 0 di Airy) deve soddisfare l'equazione 


VP VF\ WF VP» 
(926) È a + DIE a + n = dad +? ig tag = 0 


La (926) si può scrivere in forma abbreviata (n. 584 c) 
(926,) VIVIP=VIF=0; 


ossia la funzione Y(x, y) dev'essere biarmonica. 


(**) G. B. Amy: On the strains in the interior of beams, « Brit. Assoc. Rept. », 1862: « Phil, 
Trans. Roy. Soc. », 1863, pagg. 49-30. 
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Qualunque funzione F(€, y) soddisfacente la (926) può servire per ri- 
cavare, mediante le (925), tre funzioni 0,, 0,, 7, che soddisfano le (a) 
e la (5), e che possono quindi costituire la soluzione di un problema piano, 
quando X e Y sono costanti. La vera soluzione di un dato problema si 
ottiene dunque cercando quella funzione Y per la quale 0,, yy Try) OSSÎ® 
(925) le derivate seconde di 7, soddisfano anche alle condizioni al con- 
torno (*), Tale ricerca si eseguisce caso per caso usando procedimenti 
adatti e accorgimenti opportuni, nella scelta dei quali ha gran parte 
l’intuito matematico e fisico del ricercatore (es. 1133) (22). 

Se le forze di massa X e Y sono nulle, le (925) si riducono alle 


°F dF d°F 


dg Td 


(925,) CA = — iogg* 


Se X e Y sono costanti, oppure se d3X/d7x + 3Y/dy=0, la condi- 
zione (926) è la stessa per i sistemi piani di tensioni o di deformazioni, 
perchè la (921) vale in entrambi i casi (n. 584 d). 

b) Se invece le forze di massa sono variabili, ma tali da derivare da un 
potenziale D(x, y), ossia tali cho X = — dD/dx, PF = — dD/dY, le (a) diventano 


ITay 
dy 


dta 


Da =0. 


d d 
(a) Sa (Ca D)+ =0, 3 (D+ 
Queste equazioni hanno la stessa forma delle (a) per X = 0, Y = 0; quindi sono 
soddisfatte se si pone 


d°F dè 
dal * Tay de dy », 


(925) co,-D= 


essendo ancora F(x, y) la funzione delle tensioni (**). Sostituendo nell'equazione 
di congruenza (921) modificata come si è detto nel n. 584 d), si trova che la F, 
nel caso delle tensioni piane, deve soddisfare l'equazione 


dF di diF m_1(d°D, db 
dat +? 3a agi t dv m (TE A 24] 


(926,) 


Nel caso delle deformazioni piane, il coefficiente del secondo membro diventa 
— (m_-2):(m_1) 


ce) Quando per un dato corpo si conoscono le soluzioni particolari 
corrispondenti a diversi sistemi di forze esterne, all’insieme di tutte que- 


(*) Maggiori particolari sulle condizioni al contorno espresse mediante la funzione di Airy 
si trovano, ad es., in A. ed L. FòPPL: Drarng und Zwang, 1° vol., $ 40, Miinchen, Oldenbourg, 1924, 

(**) Se la (x, y) soddisfa la (926) e se lo tensioni che da essa si ricavano mediante le (925) 
0 le (925) soddisfano alle condizioni al contorno, la soluzione trovata è certamente la vera, qua- 
lunque sia îl modo o gli artifici usati per ottenere la Y°; poichè sappiamo (nn. 332 f, 586 c) che 
la soluzione è unica. 

(*) Se X e F sono costanti, si ha ® = — Xr — Fy +. Quindi si ricade nelle (925), nelle 
quali la costante c può provenire dalle derivate di 7. 
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ste forze corrisponde la somma delle soluzioni particolari. Ciò è vero per 
il principio della sovrapposizione degli effetti, il quale trova qui un’altra 
conferma nel fatto che l’equazione differenziale (926) è lineare, e quindi 
la somma di più soluzioni di essa è ancora una soluzione. 

La sovrapposizione si effettua come si è indicato nel n. 581 d). 

d) L'impiego della funzione di Airy nello studio dei problemi piani ci con- 
ferma che la soluzione esiste ed è unica. Infatti, si può facilmente mostrare 
che dare le forze esterne equivale ad assegnare i valori della 7 e della sua 
derivata d7/èn normale al contorno. Ed è noto che questi dati bastano per 
determinare univocamente una funzione biarmonica F in tutto il campo rag. 
chiuso dal contorno stesso, e che la 7° esiste (se il contorno è regolare). 


588. Casi semplici di lastre rettangolari. 


Come primi esempi molto semplici dell'impiego della funzione di 
Airy (n. 587), studiamo alcuni casi relativi alla lastra rettangolare, di 
lunghezza 7, di altezza 2%, e di spessore costante, che si può supporre 
uguale a uno, n. 580 d). Usiamo qui un procedimento inverso: invece di 
dare le forze agenti sul contorno del corpo, assumiamo per la funzione 
F(c, y) dei polinomi arbitrari, soddisfacenti alla condizione (926) 


ds di dF 
(a) ddt? toy =0, 


e cerchiamo quali sono le forze cui essi danno origine sul contorno, ossia 
ticonosciamo a posteriori quale problema si è risolto. Le soluzioni che 
risultano sono interessanti non solo per sò stesse, ma sopra tutto perchè 
sovrapponendole (n. 587 c) in modi opportuni si ottengono le soluzioni 
di numerosi problemi pratici riguardanti le travi (nn. 589, 590) (?). 

a) Assumiamo il polinomio di secondo grado 


P(2, y) = axt® + boy +e, 


che soddisfa evidentemente alla condizione (a). Se le forze di massa sono 
nulle, le tensioni risultano (925,) 


(0) Ig =203, 0y=20,, tyg=—Da, 


e sono costanti, ossia indipendenti dal punto considerato. Per soddisfare 
alle condizioni al contorno, sui lati della lastra devono agire le forze nor- 
mali 9, = 0, = 202, Py = 0, = 24, e le forze tangenziali p; = Tg =— ba 


(*) A. MESNAGER: Sur l’application de la théorie de l'élasticité au calcul des pièces rectangu- 
laîres fléchies, « Comptes rendus », 1901, pag. 1475; A. TImPE: Probleme der Spannungsverteilung 
în ebenen Systemen ecc., « Zs. f. Math. u. Phys. », 1905, pag. 348. Si veda anche il Cap. II del 
volume di S. TIMosHENKO citato nella nota 19. 
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Se i coefficienti @,, ds, €: sono positivi, queste 
forze hanno i versi indicati nella fig. 1273 
(nota 16). 

Se uno solo dei tre coefficienti è diverso da 
zero, si ha una tensione normale semplice nella 
direzione «, oppure nella direzione Y, oppure 
una tensione tangenziale semplice, secondo che 

Fig. 1273. è diverso da zero €32, 0 43, 0 dz. Se sono di- 
versi da zero due di essi o tutti e tre, si ha la 
sovrapposizione di due di tali stati di tensione o di tutti e tre. 
») Assumiamo il polinomio di terzo grado 


Fey) = a, + bs0®y + cswy. + day? , 


che soddisfa alla (a). Le tensioni risultano (925,) 


(c) o, = 200 + 6d,y, o, = 64,0 + 2by, Tra = — 2bst — 2cxy . 


Consideriamo alcuni casi particolari. Se è diverso da zero soltanto ds, 
si ha la sola tensione 9, = 6dsy, che corrisponde a una flessione semplice 
(fig. 1274) (*). Se è diverso da zero soltanto 
bs, le tensioni sono ced 


(ci) 0=0,  0,=24, ty=— 2h. 


Le forze esterne corrispondenti sono quelle della 
fig. 1274 b) (se ds è positivo), ossia forze normali 
uniformi + 25h e forze tangenziali variabili 
linearmente sui lati paralleli a x, e forze tan- 
genziali uniformi — 25,7 sul lato e =1. 

e) Assumiamo il polinomio di quarto grado 


Te, y) = ag + ba®y + Caly + dey + eg. 


In questo caso i coefficienti non sono tutti arbi- 
trari (come nei casi in cui il polinomio è di secon- 
do o di terzo grado), poichè la (a) è soddisfatta 
soltanto se essi sono legati dalla relazione 240, 4 8c4 + 24e, = 0, ossia 
seu=—a,— 3. Tralasciamo di scrivere le espressioni generali delle 
tensioni, che si ottengono mediante le (9251). 


Fig. 1274. 


(*) La variazione lineare delle tensioni nel caso della flessione semp'ice, trovata nel n. 125 c) 
ammettendo che le sezioni si conservino Piane, è dunque esatta (a condizione però che anche le 
forze esterne varino nello stesso modo, n. 588 DI 

Se è dato il momento M applicato a ciascuna estremità, dall'uguaglianza 

+ 
Sosvay= MM si deduco d;= 
pe‘ 


IM 
4° 
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Consideriamo soltanto il caso particolare in 
cui i coefficienti sono nulli ad eccezione di d,. 
Le tensioni risultano 


(4) o, = 6d,ty , c,=0, Try =—-3dy?. 


Le forze esterne corrispondenti sono quelle della 
fig. 1275, ossia forze tangenziali uniformi p, = 
=— 34h? sui lati paralleli a , forze tangenziali variabili con legge pa- 
rabolica sui lati paralleli a y e forze normali variabili con legge lineare 
sul lato @ = /. Le forze tangenziali costituiscono due coppie di momento 
complessivo 


Fig. 1275. 


34,48 12h — (1/3)34,h2 2h +1= 441, 


equilibrate dalla coppia costituita dalle forze normali, il cui momento 
vale 
—(1/2)64,lh « h - 4h/3 = — 441. 


d) Infine, assumiamo il polinomio di quinto grado 
Fx, y) = @gnt + byoty + ogg + deg + eseyt + fa, 


fl quale soddisfa la (a), purchè si abbia eg = — Sas— cs, fi == — (b5+ ds) : 5. 
Le espressioni generali delle tensioni si ottengono me= 
diante le (925,). 

Consideriamo soltanto il caso particolare in cui i 
coefficienti sono nulli ad eccezione di dy ed fs, tali che 
is = — d;/5. Le tensioni risultano 


(e) o,=d;(6x°y—4y°), G,=2d, ty=— 6dy. 


Le forze esterne corrispondenti sono quelle rappresen. 
tate nelle figg. 1276 a, b, c), ossia forze normali uniformi 
Py= + 2d;h8 e forze tangenziali variabili linearmente sui 
lati paralleli a x, forze normali variabili linearmente sul 
lato x =, forze normali variabili con legge cubica sui 
lati paralleli a y, e forze tangenziali variabili con legge 
parabolica sul lato 2 = LL 

e) Le soluzioni ottenute soddisfano le equa- 
zioni di equilibrio (918) e l'equazione di congruen- 
za (926); tuttavia esse sono esatte soltanto se 
sono soddisfatte anche le condizioni al contorno, ossia se le forze esterne 
hanno le distribuzioni trovate. Ad es., nel caso della trazione semplice 
nella direzione # (n. 588 a) occorre che le p, esterne siano uniformemente 
ripartite come le 0,; e nel caso della flessione semplice (n. 588 d) occor- 
rono delle p, di trazione e di compressione variabili con la legge lineare 
Pa = 6d,y. In pratica però questa condizione è raramente soddisfatta; 


vi tà, 
Fig. 1276. 
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perchè di solito si applicano delle forze staticamente equivalenti a quelle 
suddette, ossia aventi la stessa risultante, ma distribuite in modo scono- 
Sciuto e che può essere notevolmente diverso da quello richiesto. Si può 
cioè soltanto far in modo che le p, abbiano la risultante coincidente con 
l’asse 2 nel caso della trazione, o che equivalgano a una coppia agente 
nel piano xy nel caso della flessione. 

Tuttavia le soluzioni trovate sono ugualmente utili, in virtù del prin- 
cipio di Saint-Venant (n. 104 3). Esso ci assicura che se le forze esterne 
agenti sopra una zona abbastanza piccola della superficie di un corpo 
vengono sostituite da altre equivalenti, agenti sulla stessa zona, si mo- 
dificano soltanto le tensioni locali nell’intorno di essa, mentre restano 
pressochè inalterate quelle che si hanno a distanze almeno uguali alle 
dimensioni della zona suddetta. Perciò, se la lunghezza 7 della lastra è 
molto grande rispetto all’altezza 2%, ossia se la lastra è una trave (nn. 589, 
590), le tensioni dipendono dall’effettiva distribuzione delle forze esterne 
soltanto nei tratti estremi, mentre in tutto il resto della trave esse sono 
praticamente uguali alle soluzioni trovate. 


589. La trave a mensola di sezione rettangolare. 


Consideriamo una trave di sezione rettangolare molto stretta, ossia 
una lastra di spessore piccolo (che si può supporre uguale a uno) 
rispetto all’altezza costante 2% e alla lun- 
ghezza l. La trave è incastrata a un estre- 
mo ed è caricata da una forza P all’estremo 
libero (fig. 1277). 

Per le condizioni al contorno, le tensioni 
Oy @ ty, devono annullarsi per y= + %; 

Fig. 1277. mentre per 2 = 0 dev'essere o, = 0 e le o 

devono avere la risultante uguale a P. Si 

soddisfa a queste condizioni sovrapponendo alle tensioni (4) del n. 588 c) 

una tensione tangenziale semplice 7,, = — da (n. 588 a) opportunamente 
dosata (?). Si ha così 


0, = 6dty, 0,=0, Tr = — dba — 3dy®. 
La 7,, si annulla ai bordi superiore e inferiore della trave se si ha 
—bi-3dh* =0, ossia se bi =—34h; per cui Try = 3d(h°—y?). 


La risultante delle 7,, all’estremo libero dev'essere uguale a P, per cui 


(*) La soluzione (4) contiene una 1,, che non è nulla ai bordi longitudinali, ossia per y = + 4. 
La tensione tangenziale semplice si aggiunge per annullare la Tyz lungo tali bordi. 


S wr Lx 
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(- ©, perchè la 7 è negativa, nota 16) 


+ + » 
P si — 1,14 = ‘he sa —y)dy =— ddl, di -g. 
Risultano così le tensioni 
3P 3P 
(997) c:= api, 0=0, = pl; 
ossia, essendo 27/3 = J, 
— Pa-y_M —P h_y TS 
ela eli fap 


Si ritrovano così i risultati (121) e (190), i quali sono dunque esatti 
(nei limiti di approssimazione dei sistemi piani, n. 580 a): il primo 
perchè T' è costante (n. 201 a) e il secondo perchè la sezione è molto 
stretta (n. 167). 

La soluzione è esatta solo a patto che la forza P esterna sia ripartita 
nell’altezza 2% con legge parabolica, come la 7,,. Anche nella sezione 
incastrata la reazione verticale dev'essere ripartita nello stesso modo 
(ciò che accade solo se l’incastro consente alla sezione estrema di diven- 
tare gobba, n. 175); mentre il momento d’incastro dev'essere costituito 
da reazioni p, variabili linearmente, come la c,. Se queste condizioni 
non sono soddisfatte in una o in entrambe le estremità, la soluzione non 
cessa per questo di essere pressochè esatta a partire da una certa distanza 
dall’estremità stessa, in virtù del principio di Saint-Venant. 

Note le tensioni, è facile (n. 586 a) determinare anche la deformazione 
della trave, ossia gli spostamenti £, 7 dei vari punti (?°). 

Nell'esercizio 1133 vedremo come si determina invece la funzione delle 
tensioni (x, y), dalla quale si deducono poi direttamente le (927); ciò 
che costituirebbe il procedimento generale, qualora non si disponesse 
delle soluzioni elementari del n. 588. 


Esercizio 1188. - Determinare la funzione delle tensioni F(2, Y) nel caso della 
trave a mensola del n. 589. 

Soluzione. Anzitutto è presumibile che la 0, sia proporzionale in ogni sezione 
al momento flettente M = — Pr, ossia a — x, e che dipenda da y mediante una 
funzione che conviene indicare con d*Y/dy", essendo Y una funzione incognita 
della sola y. Invece non c’è ragione che esista la o,. Perciò si avrà (925,) 

der BI °F 
(a) dg TT da I de 


(#) Si veda, ad es., il n. 17 del volume di S. TIMmosmenzO citato nella nota 19, nel quale fl 
problema della deformazione è discusso in modo esauriente, tenendo conto dell’infineaza del 
l’estremità incastrata, 
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Integrando la prima, si ottiene 
F=—-Yx+Xy+%., 


essendo .Y, e X, due funzioni incognite della sola x. 
Per la seconda delle (a) dev'essere 
DPI, CI _ 
de de IT de 7 
la quale è verificata per ogni valore di y soltanto se d?-X,/dx® = 0, d°X,/dx* = 0; 
per cui X, e _X, non possono essere che funzioni lineari. Quindi, tralasciando 
nella Y i termini di primo grado, che scomparirebbero quando (925,) si deriva 
due volte, si trova 


0, 


F=—- Yxr+ cry. 


Per determinare la funzione Y, osserviamo che la risultante delle 0, dov'es- 
sere nulla in una sezione qualsiasi; per cui dev'essere 


fo PARE CI 


Ciò è possibile solo se 47 /dy è una funzione di grado pari; quindi Y è una funzione 
di grado dispari. Ma dovendo soddisfare la (926), la 7 non può contenere y° (altri- 
menti nella (926) figurerebbe un solo termine d47/dy4 non nullo); per cui sarà 
Y = cy? (è inutile che Y contenga anche un termine in y, perchè la Y contiene 
già c.cy). Quindi la F diventa 
FP=—- cyx+ cy. 
La tensione 7, è data da 


Tay si DE = 3ey°—c,. 


Ma dev'essere 7,,=0 per y= +; per cui cy= 3ch?, e quindi 
Try = — 30(h°— y°). 


Il coefficiente 0 si determina come si è fatto per d, nel n. 589, e risulta 
o= P/4h8. 
Pertanto, la funzione cercata risulta 


P 3P Ps, 
‘b) Fry) =— ga Vo+ qev = a (by ay). 


Applicando alla (b) le (925,), si ottengono le (927). 


590. La trave appoggiata di sezione rettangolare. 


a) Si abbia una trave di sezione rettangolare molto stretta, appoggiata 
agli estremi (fig. 1278) e soggetta a un carico uniforme q = py = p (lo spessore 
è uguale a uno). Le tensioni si ottengono nel modo più semplice combinando 
opportunamente alcune delle soluzioni elementari trovate nel n. 588. 
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Consideriamo da prima le condizioni ai bordi orizzontali, espresse da 


(a) (Oy)yzn = 0, (Oy)zmn = Pò (Tualymta = 0. 


Partiamo dalla soluzione (e) (fig. 1276), poichè in essa si ha il carico sul bordo 
superiore. Per far scomparire la p, al bordo inferiore e la 7,3 ai bordi superiore 
e inferiore, aggiungiamo una compressione semplice 0, = — 24, del caso (8) e 
la soluzione (c,) con dz negativo. Si ha così 
Ga = ds(60°y— 44°) 
(5) Oy = 2d;4° — 2a, — 2bay 
Try = — 6d,ry° + 2be. 


[pe sy mih 
Per le condizioni (a), si deve avere Fig. 12/8, 


24h — 2a, — 26h = 0 — 2d;h—2a,+ 29h =—p, — 6484 28,=0, 
da cui si ricava 
3 7 
a=D, b=— 2 deg 


Quindi le (8) diventano 


| 0, = -h (3284 — 29) 
(bi) 0, =— da (208 — 3h°y + y°) 


n= DA 2(h°— y°). 

Consideriamo ora le condizioni alle estremità x = F 1, senza pretendere però 
che le 0, siano nulle, ma richiedendo soltanto che si annullino la loro risultante 
e il loro momento risultante: 


+ +A + 
frady= 91, fody=0, fowdy=0. 
—h —h -h 


Le (b,) soddisfano alle prime due condizioni, ma non alla terza. Aggiungiamo per- 
ciò una flessione semplice c, = 6d3y (n. 588 d), tale che per a = F/si abbia 


+ + P 
f csdy i Jl- & (34 — 243) + 6a] dy=— 4 D+ dd = 0; 
—h —h 


da cui dy = (p/4028)\(5 — 2%?). 
Quindi l’espressione di 0, risulta 


(928) d,=— + (3224 — 299) + ai (5>— 209)y. 


La soluzione è dunque rappresentata dalla (928) e dalle espressioni (d;) di 
Gy © Tay 
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5) Pera = +/si ha 
6 
(Ca) t1= Bse 5 n) . 


Perciò la soluzione trovata sarebbe esatta soltanto se alle estremità della trave 
agissero delle forze esterne p, = 0.. Tuttavia, siccome esso hanno la risultante 
e il momento risultante nulli (n. 590 a), il principio di Saint-Venant ci assicura 
che la mancanza delle p, ha un’influenza trascurabile a una certa distanza dalle 
estremità. Tanto più che le tensioni suddette sono di solito molto piccole (n. 590 c). 
Quindi la soluzione è pressochè esatta, ad eccezione dei tratti estremi. 

0) Lo espressioni di 0, e di 7., si possono scrivere 


3p(?_ a y? n) 3po hi y? 
%a pa 7)Y +5 (£ 5jY* Ta" 38° a * 


Osservando che si ha M= pil+ x)—p(l+2)?:2=p(l"—2°):2, T=pl— 
—p(1+ x)=— pa, J= 2h/3, si riconosce che il primo termine di 0, è My/J, 
come nella teoria elementare delle travi (n. 201 a). Il secondo è un termine di 
correzione, indipendente da x, dovuto alla presenza della 0, (che in tale teoria 
non si considera). Esso è molto piccolo rispetto al primo, specialmente verso il 
mezzo della trave, se l’altezza di questa è abbastanza piccola rispetto alla 
lunghezza (n. 203 a). La Gc, si annulla a metà altezza. L'espressione di ty è 
T$;/J +1, ossia coincide con la (190). Quindi la teoria elementare è accettabile. 

d) La funzione delle tensioni si può determinare in modo analogo a quello 
indicato nell’esercizio 1133, e risulta 


(929) Fx, y) = ip [_ 10%%2° + 15h°x%y — 52% + (51° — 20°) + 4). 
Da essa, mediante le (9253), si ottiene la stessa soluzione già trovata. 

e) Nel caso di un carico triangolare sull’intera trave (fig. 255), la soluzione 
si può ottenere considerando quella che si deduce da una Yz, y) espressa da un 
polinomio di sesto grado, e combinandola con alcune soluzioni del n. 588. 

Se invece si cerca direttamente la funzione Y(x, y), si trova 


(930) F(x,y) = sno, [ 108%? — 15%%0%y + 5099" + 


+ (15224? — 3h')xy — (51° — 6h°)xy° — 3ry], 


dove l è la lunghezza dell’intera trave. Dalla (930) si deducono le tensioni me- 
diante le (925). 


591. Ulteriori soluzioni in coordinate cartesiane (?5). 


a) Quando le forze agenti sul contorno della lastra rettangolare conside- 
rata nei nn. 588, 590 sono irregolari, discontinue, o concentrate, la soluzione si 
ottiene facendo uso delle serie di Fourier. 


(35) V., ad es., ll volumo già citato (nota 19) di S. TIMoSHENKO, n. 20, 
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Supponiamo da prima che i due lati paralleli a x siano soggetti alle forze 


Ù I 


dove n è un numero intero qualsiasi. La fig. 1279 rappresenta il caso di n = 4. 
Le tensioni si ricavano da una funzione di Airy della forma 


(a) Posen SE — psn aa, pusen ST — p sen ae, ( =") 


(0) Fx, 9) = Ya(v) sen E — F,(y) sen ans, 


dove Y,(y) è una funzione della sola y. La (b) 
soddisfa la (926) se la Y,(y) soddisfa la seguente 
equazione, che risulta sostituendo la (6) nella (926): 


YIV(y) — 2aîYa"(y) + atY,(y) = 0. Fig. 1279. 
L’integrale generale di questa è 


Yn(y) = 4 Senh any + B, cosh ay + 0,y senh @ny + DnY cosh any ; 
per cui la funzione delle tensioni diventa 
(0) Ple, y) = (A, senì any + B, cosh any + Oy senh any + D,y cosh ay) sen Un0. 


Dalla F(, y) si deducono le tensioni 0., cy, t., mediante le (925). Quindi si de- 
terminano le quattro costanti 4, ... D, imponendo che siano soddisfatte le con- 
dizioni al contorno: 


per y=—h Oy= — Po Sen Ant, Tyi= 0, 
per y=+% Gy = —PySeN AE, Tai 0, 


Le espressioni che si ottengono per le tensioni (?*) sono tali che sui lati c=+1/2 
la 0, è nulla, mentre il complesso delle 7,, fa equilibrio alle forze esterne. 
Se le forze esterne hanno le espressioni p, cos Ant © Py c08 apt, la soluzione 
gi ottiene da quelle indicate cambiando sen a,r in cos Ant. 
3) Nel caso particolare in cui p, = py = p, la tensione O, a metà altezza 
della lastra, ossia per y= 0, risulta 


2(senh a,h + a,h cosh ah) 
PT senh2a,h+ 2a, SP 


Cy= 


Se ah = nsh/l è un numero molto piccolo, ossia se 7 è molto piccola rispetto 
a lese n non è grande, sviluppando in serie senh al e cosh ah e trascurando 
le potenze di ay} superiori alla quinta si ottiene 


LA 
p(1- 22) cen ne =— psen c,r. 


Oy 


Ciò significa che in una lastra abbastanza stretta, soggetta a forze esterne uguali 
e contrarie sui due lati lunghi, e non variabili rapidamente, queste forze si tra- 
smettono pressochè invariate in tutta l'altezza della lastra. 
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c) Nel caso di forze qualsiansi p(x) © pu(2) (fig. 1280), 
esse si possono sempre rappresentare mediante serie di seni 
e di coseni (serie di Fourier (?°)): 


i Ù 

PA) = pay + Tipo, sen TE 4 Xpj, cos IE 
pr ge l 10% Ù 

Fig. 1280. (d) 


“ DI 
Pul®) = Pan t ZPun sen SF + Zi, cos SP . 
Quindi le tensioni c., 0,, T:y sono espresse da serie i cui termini sono le espres- 
sioni che esse hanno nel caso elementare considerato in a). Perciò la questione 
è risolta in generale, qualunque siano le forze agenti sui due lati orizzontali. 

Se entrambi i carichi p,(x) e p,(x) sono simmetrici rispetto all’asse y (cioè 
se hanno gli stessi valori per + x), sono nulli i termini contenenti sen ant. 

d) Il caso di due forze P concentrate, uguali e contrarie, agenti sui due lati 
lunghi (fig. 1281 a), si studia considerando da prima due forze p + 2a ripartite 
su tratti molto corti 2a (fig. 1281 Db), e facendo poi tendere a zero a. In questo 
caso la teoria delle serie di Fourier dà per i coefficienti delle (d) (i coefficienti Pon 
© Pun Sono nulli, n. 591 c) 


+a 
a P 1 nata sen nsra/l 
Pa = Pa = HT PI,=P= + fpeos PE an — opSennnali, 
-a 


Nel caso in cui la lunghezza 27 sia infinita (ossia 2% molto piccola rispetto 
a 21), si trova (°°) che nel piano medio y = 0 la 0, diminusice molto rapidamente 
al crescere di x; ciò che è intuitivo e in armonia col principio di Saint-Venant. 
Per 27 = + 0,675 - 2h essa si annulla, poi diventa trazione, 


Fig. 12810 Fig, 1282, 


e) Un altro caso interessante è quello opposto, in cui 2% è molto grande 
rispetto a 22 (barra piatta, tesa o compressa da due forze assiali concentrate) 
(fig. 1282 a). Se si calcola la 0, in alcune sezioni orizzontali poco distanti dalle 


(2?) Si vedano, ad es., L. TONELLI: Serie lrigonometriche, Capp. IV, V, VI, Bologna, Zani- 
chelli, 1928; E. T. WHITTAKER-G, N. WATSON: A cours of modern Analysis, Cap. IX, Cambridge, 
University press, 1935; H. BOUASSE: Cours de Mathématiques générales, 8$ 265-272, Parigi, De- 
lagrave, 1927. V. anche la nota 22 del Cap. X. 

(**) L. N. Q. FiLon: On an approrimale solution for the bending of a beam of rectangular 
cross-section ecc., « Phil. Trans. Roy. Soc. », Londra, 1903, pag. 63. 

Altri casi sono studiati nelle memorie di 'T. v. KÀRMAN e di F. SEEWALD citate nella nota 57. 
Si veda anche G. Supino: La teoria della resistenza dei materiali in confronto con vicuni risuliati 
della statica elastica, « Annali d. Lav. Pubbl. +, 1926, n. 4. 
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estremità, si trovano (*) le distribuzioni rappresentate 
nelle figg. 1282 Db, c, d). A una distanza uguale alla lar- 
ghezza 21, la Gg, è già ripartita in modo praticamente uni. 
forme; ciò che costituisce una conferma diretta del prin. P p 
cipio di Saint-Venant. 

j) Altri casi di lastre rettangolari tese 0 compresse Fig. 1283, 
su due lati opposti da forze non uniformemente ripar- 
tite (fig. 1283) si possono anche studiare determinando la funzione di Airy con 
procedimento di successive approssimazioni (*), mediante il secondo teorema del 
minimo lavoro (di Menabrea, n. 343). 


592. Le equazioni generali in coordinato polari. 


Lo studio di numerosi problemi, relativi a lastre o sistemi piani di forme 
diverse dalla rettangolare, è molto semplificato se si usano le coordinate 
polari. Perciò, assunta un’origine 0 e un asse x di riferimento, misuriamo 
le coordinate r e 0 di un punto a partire da 0 
e da © (fig. 1284). 

Ricaviamo da prima le equazioni generali 
che sostituiscono le (218), (925,), (926). 

a) Equazioni di equilibrio. Isoliamo un 
elemento infinitesimo della lastra (di spessore 
uno), mediante due sezioni cilindriche di raggi 
redr+dr e due sezioni radiali di angoli 0 e 
04 d0 (fig. 1284). Indichiamo con o, e con 0, 
le tensioni normali agenti sulle facce ab e ac e 
con ts la tensione tangenziale agente su entrambe (tor = t,9). I loro 
versi positivi sono quelli indicati nella figura. 

Le forze agenti sulla faccia ab, di area rd0, sono 0,740 e t,rd0; quelle 
agenti sulla faccia cd, di area (r + dr)d0, sono o;(r + dr)d0 = [o, + 
+ (d0,/dr)dr](r + dr)d0 è tro(r + dr)d0 = [t,0 + (d7,3/dr)dr](r + dr)d0. Lo 
forze agenti sulla faccia ac, di area dr, sono 0;dr e trydr; quelle agenti 
sulla faccia dd sono 0;dr = [03 +- (d01/39)d0)dr e tisdr = [1,9 + (d7,5/20)A0]dr. 

Supponiamo poi che esista una forza di massa avente la direzione 
radiale, di valore & per unità di volume. Quindi sull’elemento conside- 
rato la forza è Rrd0dr. 

Trascurando gli infinitesimi del terzo ordine rispetto a quelli del secondo, 
la differenza delle forze normali su cd e ab è 0,4rd0 + (d0,/dr)drr d0, e la 


Fig. 1284. 


() F. BLEICH: Der gerade Stab mit Rechteckquerschnitt als chenes Problem, «Der Bauingo- 
nicur », 1923, pag. 255; un riassunto si trova nel volume dello stesso: Teorie und Berechnung 
der eisernen Bricken, Berlino, Springer, 1924, pagg. 324-330. 

(**) A. ed L. FòPPL, volume citato nella nota 21, $ 53; S. TIMosmENKO, volume citato nelle 
nota 19, n. 43. 
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risultante delle forze normali su ac e dd (*), rivolta verso 0, è cdr d0. 
Inoltre la differenza delle tensioni tangenziali su 54 e ac è (dr,990)d0 dr. 
Quindi, per l’equilibrio dell’elemento in direzione radiale, dev'essere 


adr d0 + 3% der do — osdr di +-È72 db ar + Rradar = 0. 


Analogamente, per l’equilibrio in direzione normale al raggio, dev’es- 
sere 
209 dTr9 


SY dè dr + 2r,sdr dI #3 


> Wrrdd=0. 


Perciò le equazioni di equilibrio risultano 


d 1 dI 

F+7 g+E+R=0 
(931) 

i do) Re Lg, 


b) Se la forza di massa R è nulla, le tensioni 0,, 09, tg SÌ possono 
ricavare da una funzione delle tensioni F(r, 0) mediante le espressioni 


1,234 1.%P = =1.2E_1, DPF 
rd Ta dg? E ZI 7 dd 
Infatti, le (932) soddisfano le (931), come si verifica facilmente. 
c) L'equazione di congruenza (926) si trasforma (*) nella 
ei FP 1 dF dd 
(933) ++ $ È oi È) dr? +7 dr ta 


Tutte le soluzioni della (933) sono possibili soluzioni di problemi piani 
in coordinate polari. La vera soluzione di un dato problema è determi- 
nata dalle condizioni al contorno. 


(932) 0, = 


=0, 


(**) La componente di ciascuna di queste due forze f secondo la congiungente Vo è } sen (06/2) = 
- /d?/2. 
(*) Le relazioni fra le coordinate cartesiane e quelle polari sono 


re Vr +v, 6 = arctg lt; x=rcosì, y=rsen?; 
dalle quali si deduce 
dr dr _v do v sen? dI _ £ _cosd 
39 sli dj a 0% - Visa "an 7 Spata 


È facile ora esprimere le derivate della F' rispetto a x e y mediante le derivate rispetto ar 
e 0. Per la derivata prima si ottiene 
dr _dFdr  dFdi _dF dF sen? ( d seno è) 
= = cos = [cos 0 . Fi 
da " dr da | dI da dr dr dr rd 
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@) Talvolta le condizioni del problema sono tali (nn. 593, 596) che 
le tensioni devono risultare simmetriche rispetto al centro 0, ossia indi- 
pendenti dall’angolo 0; per cui le tensioni c,, 03 e la 7 sono funzioni sol- 
tanto di r, mentre la 7,3 è evidentemente nulla. 

In questo caso manca la seconda delle equazioni di equilibrio (931), 
mentre la prima diventa 
do, 


dr + 


o, — Ga 
r 


(931,) +E=0. 
Se la forza di massa E è nulla, le tensioni 0, e cy si possono ricavare 
da una funzione delle tensioni F(r) mediante le 


1 dr &F 
(932,) Or Fr” pd %= TA (tre = 0) 


L'equazione di congruenza (933) si semplifica e diventa 


de 1 d\(@P, 1 dF 
(09%) (tratt 


VP, 2 dF 1 dP 1 dF 


drs rds 1 de Pa 


L’integrale generale dell'equazione differenziale ordinaria (933,) è 
dato da 
(934) P(r) = Cr? + Calogr + Cyr?logr + C,. 
La costante C, si può tralasciare, perchò non ha influenza sulle tensioni 
(932,). 


Ripetendo sulla derivata prima l’operazione indicata dalla parentesi, si ottiene la derivata se- 
conda: 


dr ( d seno Òd ) dF sen? dF 
- e . e t; - 
d2* 0825, rd (coe dr r 53) 
FL dF_sent6 d'Fsen0cos@ dF sen0cos0 , d'F sento 
- È) È a A 22. - ‘a 
Pansa "lr 20 r dog rn dA 
In modo analogo si trova 
dr_èF dF cost 8, , d'F sen0cos8 ,dF sendcos?, d'F costo 
FW ae = #85 3 dis via ni +98 e 


Sommando le derivate seconde, risulta 

DFP dF_èF 1 de. 1 dF (2 1,ìÌ 
de ta de rar td dtd 

Se si scrive la (926) nella forma 
aa d >) è dF 
FPal—+)(—+4C)=0, 
vw (ta) (a+ de) 

sì riconosce che basta ripetere su Vr l’operazione indicata dalla parentesi della (a); ciò che con- 
duce appunto alia (933). 


(a) Va + 


sl 
co 
è 
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Mediante le (932,) si ottiene 


o,= 2 + 20,10gr + 20 + 0, 
(935) c 
(7) =—# + 203logr +20, + 303. 


Questa soluzione corrisponde al caso in cui le tensioni sono indipen- 
denti da 0, ma non lo sono gli spostamenti (*) (come accade nella trave 
curva del n. 596). 

e) Quando siano indipendenti da 0 anche gli spostamenti, e siano 
soltanto radiali (n. 593), dev’essere C; = 0, come si riconosce studiando 
gli spostamenti (*). Perciò in questo caso si ha 


(9341) Fr) = Cr + Calogr; 


€ 
(935,) 0,=52 +20, = +20. 


593. I tubi grossi. 


a) Consideriamo una corona circolare (disco con foro) di spessore 
5 unitario, oppure un tubo di lunghezza qualsiasi 
(fig. 1285). I contorni interno ed esterno siano 
soggetti a forze radiali uniformi p; © p,, che as- 
sumiamo positive se di trazione (di solito saranno 
di compressione, e quindi negative) (*). 

È evidente che le tensioni 0, © 03 e gli sposta- 
menti sono indipendenti da 0, e che z4=0. 
Perciò vale la soluzione (935,), e si ha 


B B 
9, da G=A # 


Fig. 1285. 


Le costanti A e B sono determinate dalle condizioni al contorno 


B B 
(a) (A+ (A+ 
i Cl 
da cui 


psi = i pariri 
Acido 53 a-a 


. 


(*) V. ad es. J. PRESCOTT: Applied elasticity, nn. 233, 231, Londra, Longmans-Green, 1924; 
8. TIMOSAENKO, volume citato nella nota 19, n. 25. 

(**) Per il caso del foro circolare eccentrico si veda G. B. JEFFERY, « Phil. Trans. Roy. Soc. », 
Londra, 1921, pag. 265. 
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Quindi le tensioni risultano (formule di Lamò (?)) 


pot-pri pori. L - ARL 

(936) tea Poca O TA 2° 
oi = PDA _ porri 1 A-Bal 

7 nor vado RT n° 


Negli esercizi che seguono ricaveremo la stessa soluzione usando il 
metodo indicato nel n. 586 5) (es. 1134), nonchè con un procedimento 
elementare (es. 1135). 

3) Osserviamo che qualunque sia il valore di r si ha 0, + 05 = co- 
stante, come risulta dalle (936). Perciò, sia nel caso del disco che in 
quello del tubo con le estremità libere (n. 580 a, b), la contrazione e, = 
=— (0, + 04) : mE è la stessa in ogni punto dello spessore; quindi le sezioni 
normali all’asse restano piane anche nel caso del disco, e si ha 0, =0 
anche nel caso del tubo. Se invece il tubo ha le estremità fisse (n. 580 5), 
si ha una o, costante in tutti i punti e uguale a (0, + og): m. 

e) Nel caso frequente della sola pressione interna (p, = 0), le (936) 
diventano (p, è negativa) 

2 pa 
(937) 0, = ali (1 1), 


O) (7a 
RI 


Per qualunque valore di r, la 0, ha lo stesso segno di », e la cy ha il 
segno contrario, ossia o, è di compressione e 0g è di trazione. Il massimo 
valore di o, si ha al contorno interno e vale (2) 


2 ni 
(938) max o, =— Pi te + Li] È 

ri-riì 
Essa è maggiore di —p,, e tende a —p; solo se T, +09; oppure se 7, +0. 
Perciò quando p; è molto elevata (ad es. nei cannoni), per rendere 05 
minore di — p, non vale aumentare lo spessore. Si raggiunge questo 
scopo solo usando una cerchiatura forzata (n. 594). 

Le tensioni 0) e 0, di segno contrario sollecitano il materiale nel modo 
più sfavorevole (n. 122 a). Si può adottare il criterio di sicurezza fondato 
sulle tensioni ideali (n. 122 d), o meglio (Cap. XL) quello che considera 
la massima tensione tangenziale (n. 162 c). Quest'ultima vale (912), (938) 


st a 
(939) marr= 27% _p,3°%, 


(‘’) G. LAMf-B. P. E. CraPEYRON: Mémotre sur l'équilibre intérieur des corps solides homo- 
gènes, « Mémoires présentés par divers savants», 1833, pagg. 465-562; G. Lamb: Lecons sur la 
théorie mathématique de l'elasticità des corps solides, Parigi, 1852. 

(**) La 09 è minima al contorno esterno, e vale — p;2rf : (2 — r3). Il rapporto fra max cg 
e min oy vale (r2 + r7) : 2r}. Esso è notevolmente maggiore di 1 se lo spessore è grande, ma tende 
a 1 se lo spessore è piccolo; ciò che conferma quanto si disse' nella nota 10 del Cap. V. 
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Se r, + 00, le (937) diventano 


PI o 73 
(937) grin: 


cioè si ha in ogni punto una tensione tangenziale semplice (n. 581 c). Inoltre in 
ogni punto si ha 0,+ 09 = 0, per cui sono nulle sia la £, che la 0, (n. 580). 
Per r abbastanza grande rispetto a r, le tensioni sono trascurabili; ciò che è 
in armonia col principio di Saint-Venant. 
d) Nel caso della sola pressione esterna (p;= 0), si ha 
2 2 
(040) sup (1 dI da ei (14 dI. 
È fg 


CI 2 
fo 


Entrambe le tensioni sono di compressione, e si ha |gg] > |0,|. Il massimo 
di |og| si ha al contorno interno e vale 
73 
(941) (C8)rar, = 2Ps alan . 
Se 7, > 00, 0 ge r, > 0, essa diventa 2p,. 

e) Se p, = pi = P le (936) danno 0, = 0) = p. Le 0 sono dunque costanti 
in ogni punto e in ogni direzione (tensione uniforme), in armonia con quanto si 
è detto nel n. 581c). 

}) Determiniamo ora la deformazione, ossia lo spostamento radiale « di un 
punto generico. A tal fine, basta sostituire nella (d) dell’esercizio 1134 le espres- 


sioni (e) dei coefficienti c,, ea: __, È i = ai 
ml papa),  m+1 rr 1 _omet 
(942) *= ne Giant as (er ala) AN 


Quando esiste la sola pressione interna p, o la sola pressione esterna p,, lo 
spostamento al contorno interno o al contorno esterno è rispettivamente (p; e 
P, sono negative se sono pressioni) 


petti, 1 
(943) u=— 20 (i 1), 


Esercizio 1184. — Determinare le tensioni nel caso del n. 593 a) usando il metodo 
indicato nel n. 5865). 

Soluzione. In questo caso tale metodo è semplice, perchè si ha una sola equa- 
zione di equilibrio, mentre l’unica incognita è lo spostamento radiale u. 

Si ha dunque la sola equazione di equilibrio (931,) 


do, , Or—- 0% 
(a) at 


per cui, avendosi le due incognite 0, © 09, il problema è determinato soltanto se 
si considerano anche le deformazioni. 

Sia v lo spostamento radiale di un punto generico distante 7 dal centro; quello 
del punto distante r+ dr sarà u+ du=w + (du/dr)dr. La lunghezza dr aumenta 
di (du/dr)dr, per cui la dilatazione , risulta e, = du/dr (bastava usare la prima 
delle (897). 


= 0; 


m 
LL ian 


Eh, | 
a] 
TEO 
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La circonferenza 27r diventa 2r(r+ «), e aumenta di 27, per cui la dila- 
tazione sy risulta e, = u/r. 


Si ha dunque 
(0) bio gg 
(A) Leek 
Le (905), tenendo conto anche della eventuale &, secondo l’asse (che poi scome 
pare perchè è indipendente da 7), diventano 


e) Et c0+ e 26 _n ] 
de 20(54+ m_ ) 5 (0 Datzt® 


2 
(e) 
di 
Cri 26/(e, Ù EST “) #5 [mn “ h F+ al. 


Sostituendo queste espressioni di 0, e 03 nella (4), si ottiene l'equazione differen» 
ziale ordinaria 
du, 1.du_% 0 
dr" r dr 7a 
(anzichò un sistema di equazioni alle derivate parziali, come nel caso generale). 
L'’integrale generale è 


sa pei i San 
(d) u=ort 7» da cui = 
Per determinare le costanti c,, c, d'integrazione si sostituiscono « e du/dr nella 


prima delle (c), e si tiene conto delle condizioni al contorno (le (a) del n. 593). 
In tal modo si ricava 


(e) = m_2 Pio—Pmi _& eee, Uniti 
' 1° 22m r_-r m' i 20 rr 


Sostituendo nelle (0), si ottengono le (936). 
È evidente tuttavia la maggiore semplicità del procedimento del n. 593 a), 
dovuta all'impiego della funzione delle tensioni. 


Esercizio 1135. — Ricavare la soluzione del n. 593 a) 
coi procedimenti elementari della Scienza delle costru- 
zioni. 

Soluzione. Isolata una mezza corona circolare di lar- 
ghezza dr (fig. 1286 a, b), la tensione radiale sia g, nella 
parte interna di raggio r, e 0, + do, nella parte esterna 
di raggio r + dr. Per la (91), alla c, corrisponde nella 
corona una forza periferica — gr, e alla 0, + do, una 
forza periferica +4 (0,+ do,)(r+ dr). Perciò la forza 
periferica nella corona risulta (°°) 


(0,+ do,)(r+ dr)— o, = 0,d1+ rdo,. Fig. 1286. 


ande = Oedr 


{®*) Questo risultato non è altro che d(c,7), e si poteva scrivere direttamente come varia» 
zione di (0,7). 


40 CAPITOLO VENTICINQUESIMO 


Si ha dunque (in armonia con la (931,)) 


{a} Gedr = 0,dr+ rdo,, ossia 


= =? 


Osserviamo ora che nel caso di un tubo lungo, ‘con le estremità libere, la dila- 
tazione e, dev'essere la stessa in tutti i punti della sezione (‘°). Per cui, ammet- 
tendo che sia 0, = 0, si ottiene (114) 


(5) e,=— (0,+ 03) :mE = cost, e quindi Gr+ 08 = cost = 0. 


Per le (a) e (b) si ha 


do, $ 
ott =%=0—-0r, ossia re 20, ; 
do, _ dr 9 do, = 
e-20, 7°’ o 20, r° 
che si può scrivere 

d(c — 20,) dr 

Sironi gli, 

eT_ 20, r 


L’integrale è 
log (e— 2G,) =— 2logr-+ logo, = log (c;/r?) ; 


da cui risulta 
e; È e 1/2 
e_20,= > ossia o= 5-47. 
Quindi per la (è) si ha anche 
e €1/2 
co=0-0,= +02, 


Si è dunque trovato, come nel n. 593 a) (c/2= A, c;/2=B,=— B), 
o,= 4A—Bilrt, c6=A4+ Br. 


Poi si determinano le costanti A e B, come nel n. 593 a) (41). 


Esercizio 1136. — Ricavare le tensioni in un disco circolare pieno soggetto a 
una p radiale uniforme, mediante la funzione delle tensioni. 

Soluzione. Le tensioni e gli spostamenti sono evidentemente simmetrici ri- 
spetto al centro; per cui valgono le (935,). Ma la costante C, dev'essere nulla, 
altrimenti nel centro (r = 0) le tensioni risulterebbero infinite. Perciò si ottiene 
O, = 6, = 20, = costante. Per le condizioni al contorno, questa costante de- 
v'essere uguale a p, per cui 0, = 03 = p (in armonia con quanto si è detto nel 
n. 581c). 

Lo stesso risultato si ottiene dalle (940) per r, = 0. 


(‘*) La condizione di congruenza è introdotta mediante questa condizione E, »= costante. 
Inoltre si ammette che sia 0, = 0, ciò che è vero effettivamente (n. 593 d). 

(‘) Nello stesso modo si possono determinare le tensioni anche in un disco rotante 
(Cap. XXXYV). 
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Esercizio 1137. - Un tubo di ferro di raggi 7, = 40 cm, r, = 20 em è soggetto 
alla pressione interna p; = 1200 kg/emq. Calcolare la tensione Gy in vari punti 
dello spessore e l’aumento del raggio interno. 

Soluzione. La massima 09 si ha al contorno interno e vale (938) 

40° + 20% 


=— Pi gg oa = — 1.667 pi= + 2000 kg/cmq. 


o 40°— 20 


1 
Al contorno esterno si ha (937) 


Ci 20? 
daje 2aza =—2Pizg 5g = — 0.907 pi = + 800 kg/emq . 


Per r= 25-30-35 cm si trova rispettivamente 0 = 1424-1111-922 kg/emq. La 
variazione della cy è rappresentata dalla linea a tratti della fig. 1287 Db). 
La (92) dà 0 = 1809 kg/cmq, con l’errore in difetto del 10 % (es. 737 db). 
L’aumento del raggio interno risulta (943) 
— 1200 -20 (i 20? 


U=_ ai io \1_ 90 + 0,3) = 0,0225 em. 
Esercizio 1138. — Determinare con procedimento energetico l'aumento del rag- 
gio interno di un tubo molto grosso soggetto a pressione interna. 
Soluzione. Le tensioni sono date (937,) da or =—03= pirifr®. 
Il lavoro di deformazione per unità di lunghezza del tubo risulta (118) 


Cel Col 
LF 1 
L= ss) (07 + 02)dA + 1-3 / cod -la 
Le St 
1 .r 1 fr +1 dh) +1 
af Le m v_m 
= =) 2pî ni 2rrdr + saf? ni 2ardr = E 2rpirt | 33 Gp min. 
"i Ù Ti 


Se dr, è l'aumento cercato del raggio 7,, il lavoro esterno compiuto dalla 
pressione p; vale L, = (1/2)p;27r + Ar; (p; in valore assoluto). 
Dall’uguaglianza L; = L, si ricava, in armonia con la (943), 


‘ _mt+1 pr 
(949) A n pr 


594. I tubi cerchiati. 


a) In un tubo soggetto a pressione interna p; la 03 di trazione al contorno 
interno è sempre maggiore (n. 593 c) di |p,|, qualunque sia lo spessore (diventa 
uguale a |p;| se rn, +0). Quando la p, è molto elevata (come nei cannoni), la gg 
può superare il valore ammissibile per il materiale. Per ridurla, si dispone sul 
tubo una cerchiatura forzata, cioè un secondo tubo esterno montato a caldo. 
Questo genera una pressione mutua p sulla superficie di contatto, la quale pro- 
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voca al contorno interno del primo tubo una cy di compressione (maggiore di 
2p (941)). Per cui la trazione 03 dovuta a p; risulta diminuita (*°). 

Per studiare lo stato di autotensione (n. 338) nei due tubi solidali, determi- 
niamo da prima il valore della p mutua quando p; = 0. Indichiamo con x, 71, 
r, i raggi dei due tubi (fig. 1287 a). Però nei tubi separati e a temperatura nor- 
male il raggio esterno r, del tubo piccolo supera di una piccola quantità ò il rag- 
gio interno r, del tubo grande. La p dev'essere tale da provocare un aumento di 
r, del tubo grande e una diminuzione di rj del tubo piccolo aventi per somma ò. 

Quindi, per le (943), si ha l'equazione 


pri (124 rî pri i+ sr} 1 

E (a_ at 2)+ (FS x) ò, 
da cui 
(944) fi pi Girls) 


Ti zaini) © 


Noto p, si calcolano le autotensioni nel tubo grande mediante le (937) e nel 
tubo piccolo mediante le (940) (es. 1139). 

Quando poi si assoggetta l'insieme a una pressione interna p;, nascono delle 
tensioni che sono le stesse che si avrebbero in un tubo unico di raggi r; ed ,. 
Queste si sommano con le autotensioni suddette. 

Il valore di ò si sceglie in modo che le tensioni complessive risultino le più 
convenienti. 

b) Il procedimento si può applicare anche nel caso di un manicotto mon- 
tato a caldo sopra nn albero pieno (‘°). Basta porre 7, = 0 nella (944), che diventa 


ra 


ò 
(945) rio 


Esercizio 1189. — Un tubo cerchiato è costituito da due tubi aventi r, = 40 em, 
t,= 30cm, r, = 20c0m, d= 0,15 mm. Studiare lo stato di autotensione, e cal- 
colare le tensioni complessive quando p; = 1200 kg/emq. 

Soluzione. La pressione mutua quando p, = 0 vale (944) 


0,015 BH 20°)(40° — 302) 


Ù La 
p=2,1 109 "80 3 > 30(40*— 202) 170 kg/omq. 
Le autotensioni provocate da p (negativa) risultano nel tubo interno (940) 
ri nt + 


o, 2p3 
Oro = <P ri ir 


ST aulin 612 kg/emq, on = P- ge 442 kg/cmq ; 


(‘) Lo stesso risultato si ottiene anche provocando una deformazione permanente nello 
strato interno mediante una forte pressione. Sopprimendo poi questa, lo strato interno rimane 
compresso e quello esterno teso. Si veda, ad es., L.JACOB: Résistance et construction des bouches 
è feu. Autofrettage, Parigi, Doin, 1920. V. anche il Cap. XXXI. 

(‘) Il ragionamento precedente suppone che i due tubi abbiano la stessa lunghezza. Invece 
l'albero è di solito più lungo del manicotto, per cui le parti dell’albero esterne al manicotto e pros* 
sime a questo ostacolano la diminuzione del raggio dell’albero. Ne segue che la p non è uniforme, 
ma è maggiore presso le due estremità del manicotto. 
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e nel tubo esterno (937) 


ri 
= + 437 kg/cmq . 


n a T 
te-t 


c_plitt 
eli Ci Ci 
i Ta "ti 


=+ 607 kg/emq, © co, =—2P 


La pressione p; = 1200 kg/cmq provoca le stesse tensioni calcolate nell’eser- 
cizio 1137. Perciò le tensioni complessive risultano 


tubo interno o», = 2000 — 612 = 1388 kg/cmq 
Cox, = 1111 —442= 669» 
tubo esterno 0», = 11114 607 = 1718 . 


Go, = 800+437=1237 + 


È evidente il beneficio prodotto dalla cerchiatura. Nella fig. 1287 b) il dia» 
gramma delle gg è tracciato con linea continua (con linea a tratti quello relativo 
al tubo unico). 


595. I recipienti sferici grossi. 


Le tensioni che si hanno in un recipiente sferico soggetto a pressione interna 
ed esterna uniformi non costituiscono un sistema piano; tuttavia studiamo qui 
questo problema per la sua analogia con quello dei tubi grossi (n. 593). Il proce- 
dimento è analogo a quello dell’esercizio 1134. 

a) Esistono una tensione normale 0, in direzione radiale e una tensione 
normale o, agente in tutte le direzioni normali al raggio. La 
tensione 7, è evidentemente nulla. Le tensioni 0, e 09 sono 
funzioni soltanto di r. 

Isoliamo un elemento di volume mediante un cono di aper- 
tura d0 col vertice nel centro O e due superficie sferiche di raggi 
r ed r+4- dr (fig. 1288). La faccia interna di raggio r ha l’area 
(740)? :4 ed è soggetta alla forza (7/4)(r°c,)d0%. La forza che 
agisce sulla faccia esterna ha la stessa espressione, con (r°G,) + 
+ d(r°0,) al posto di (r°c,). Quindi la differenza delle due forze è 


1 dro)ao = T (ero, +r dei Jara. 


Fig. 1288. 


Il contorno dell’elemento considerato, soggetto alla tensione 05, ha l’area zrd0 + dr. 
Le forze agenti sul contorno hanno la risultante diretta verso il centro, che si 
ottiene (nota 33) moltiplicando per d0/2 l'insieme di tali forze. Supponiamo nulle 
le forze di massa. Pertanto, l'equilibrio dell’elemento in direzione radiale richiede 
che sia 


do, dI 
(210,4 # dr db cmd a = 0, 
cioò 
do, Or 
(a) r+at 0. 
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Le deformazioni e,, e hanno anche qui le espressioni (b) dell’esercizio 1134, 
mentre in luogo delle (c) si ha 


{ Ert s0+ 80) 26 du “ 
(a) Sr 20/(e,4 Sa fa fe + 
Coi 
Et sot 89 2G u , du 
00 = 26(05+ m_ 2 ) al r +9) 


Sostituendo le (c;) nella (a,), si ottiene l’equazione 


d'u 2. du U 
at’ dar i risi De 
L’integrale generale è 


© 2 du 0 
(4) u=ortg, dacci 537239 


Le costanti c,, ca si determinano sostituendo le espressioni (4,) di u e di du/dr 
nella prima delle (c,) e ponendo Or = Pio Or, = Pa In tal modo si ricava 


__m_2_ papa o= 1. 
fer) 5 mine ser 716° ar 


Infine, sostituondo le (e,) nelle (c,), si ottiene (formule di Lamé, nota 37) 


go = Pi pii (pri, 1 
(946) 


ni fda-i 
_ pas—Pri (pi periri , 1 


(Tati To 


b) Nel caso frequente della sola pressione interna (p, = 0), le (946) diven- 
tano (p; è negativa) 


= PA (fi ) LI (i ). 
(947) or= (5 1) = lat 1 
c) Se 7, +0, le (947) si riducono a 
tri Uri 
(948) o=P = Ppa- 


Esse rappresentano le tensioni in un corpo provocate da una cavità sferica, molto 
piccola rispetto al corpo, soggetta-a pressione p;. 
d) Nel caso della sola pressione esterna (p; = 0), si ha al contorno interno 


__3parì 


(949) = sn) 


e) Sostituendo le (e) nell’espressione (d,) di u e ponendo p,=0, r=",, 
si ottiene l’aumento del raggio interno provocato dalla pressione interna: 


(950) ubi a Ti [2(m rt + (m+ 1]. 
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Esercizio 1140. — Un recipiente sferico di ferro di raggi r, = 40 em, r,= 20cm 
è soggetto alla pressione interna Pi = 1200 kg/emq. Calcolare la tensione o, in 
vari punti dello spessore e l’aumento del raggio interno. 

Soluzione. Per r = 20-25-30-35-40 cm si trova (947) rispettivamente oo= 
= 857-522-374-299-257 kg/emq. La massima 05 è minore della metà di quella 
trovata (es. 1137) in un tubo avente gli stessi raggi. 

La (950) dà 


Di 1200, 20. rsmiza.di 
Ve 37g8-2,1 108° 40 — pos (2 ‘18 + 20°+ 4,3 - 40) = 0,00915 em, 


596. La flessione nelle travi ad arco circolare. 


a) Consideriamo una trave di sezione rettangolare stretta, avente la forma 
di un settore di corona circolare (*), soggetta a flessione semplice (fig. 1289 a). 
Il momento flettente è lo stesso in tutte le 
sezioni radiali, per cui anche la distribuzione delle 
tensioni sarà la stessa in tutte queste sezioni. Quindi, 
usando le coordinate polari col centro in O, le 
tensioni sono indipendenti da 0. Invece gli spo- 
stamenti dei vari punti non avvengono nella dire- 
zione del raggio, ma anche in direzione normale 
a questo. Pertanto (n. 592 d), la soluzione è data 
dalle (935). 
Le costanti 0,, 02, 03 sono determinate dalle condizioni al contorno (lo spes- 
sore si suppone uguale a 1): 


Uri Te 
(07m = 0, (07), =0,  fowdr=0, fowar= a. 
ui ui 
Eseguendo i calcoli (4), si trova che la terza è soddisfatta se lo sono le prime due; 
per cui restano le tre equazioni prima, seconda e quarta. Risolvendole per le tro 
costanti e sostituendo queste nelle (935), si ottiene (T,9= 0). 


2,2 
or= 42 (rlog L+ rilogie "iti og le 
(951) 8 \ Ti r 1 Ti 
(e) a rilog D+ r2log 24 tiTi 10, Terr 
0] BN gt Tetra Ex, t% e]» 
dove 


r,\3 
S= (19) — dr; (tog s) 5 
Ti 


La soluzione (951) è esatta purchè le due coppie M siano realizzate mediante 
delle forze esterne ps distribuite sulle sezioni estreme con la stessa legge della 


(4) La soluzione vale (nn. 580 d, 584 c, 587 a) anche per una volta a botte di spessore costante. 
In essa è piano il sistema delle deformazioni, mentre le tensioni comprendono anche delle 0,. 

(4) V. ad es. il $ 49 del primo volume dell’opera di A. ed L. FOPPL citata nella nota 21, 
oppure il n. 23 del volume di S. Th:osHENTO citato nella nota 19. 
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Gy. Altrimenti, se la trave è abbastanza lunga, le (951) rappresentano con buona 
approssimazione lo stato di tensione soltanto a una certa distanza dalle estre- 
mità (uguale almeno all’altezza della trave; principio di Saint-Venant). 

b) Se l’altezza h = r,—r; della trave è molto piccola rispetto ai raggi, la 
os differisce pochissimo dalla distribuzione lineare (121) che si ha nella trave 
rettilinea, mentre la o, diventa trascurabile (4°). Se l'altezza è paragonabile ai 
raggi, la differenza è considerevole. Invece è abbastanza buona l’approssimazione 
data dalla teoria delle travi a grande curvatura (Cap. X1X, B; v. es. 1141). 

La tensione o, è dappertutto positiva o negativa secondo che M è positivo 
o negativo. Ciò è evidente anche osservando che la 0, è dovuta al fatto che le 
o, agenti su due sezioni vicine non sono allineate, per cui hanno delle risul. 
tanti radiali (fig. 1289 b), rivolte dovunque dalla parte opposta all’asse neutro 
(se M è positivo), e quindi tendenti ad allontanare tra loro le fibre longitudinali. 
Il valore della 0, è tanto maggiore quanto più considerevole è l’altezza della trave 
rispetto ai raggi; tuttavia il suo massimo valore è sempre assa iminore del mas» 
simo di 0g (es. 1141). 

c) Dallo studio degli spostamenti dei vari punti (‘) si deduce che le sezioni 
radiali ruotano e si spostano, ma rimangono piane (**). Ciò risulta anche osser- 
vando che la sezione equidistante dalle estremità rimane piana per ragioni di 
simmetria, e che perciò rimangono piane anche le altre, perchè si trovano nelle 
stesse condizioni (se le forze esterne py sono distribuite come si detto in a). 

d) Nel caso della fig. 1290 a) il momento flettente M è proporzionale a 
sen 0; ed è verosimile che la 04 sia proporzionale a M, e quindi a sen 0. Avendo 
presente la seconda delle (932), ciò suggerisce per la funzione delle tensioni l’espres» 
sione (7, 0) = j(r) sen 0. Sostituendola nella (933), si trova che questa è soddi. 
sfatta, e ne risulta un’equazione differenziale ordinaria che determina la fun- 
zione f(r). Quindi, applicando le (932) e imponendo le evidenti 
condizioni al contorno, si trova (*) 


P sen? 1+r3, rir3 

Li 7 (- DELI, 1) 

_ Psen0(,, tit rin 

(952) = TG (8r url ti) 

D) P così 17413, 1313 
i 


dove 


= 24 72 Te 
Fig. 1290. S= ri r2+ (i+ ro) log Ti” 
Combinando opportunamente questa soluzione con quella del n. 596), si 
ottiene la soluzione del caso della fig. 1290 b). 


(‘) V. ad es. il $ 49 del volume di A. ed L. FUPPL citato nella nota 21. 

(4°) V. ad cs. îl n. 25 del volume citato (nota 19) di S. TIMosBENKO, oppure il n. 234 del 
volume citato (nota 35) di J. PRESCOTT. 

(**) È questa l’ipotesi posta a fondamento della teoria delle travi a grande curvatura. Ciò 
nonostante, i risultati di questa teoria non sono esatti, per il fatto che in essa si trascura l’in- 
fiuenza delle tensioni radiali c, 0 cy (Cap. XIX, nota 112). 

(‘*) V. ad es. il $ 50 oppure il n. 27 delle opere citate nella nota 45. 
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Esercizio 1141. - In una trave curva avente r, = 2r;, soggetta a flessione 
semplice (fig. 1289 a), calcolare le tensioni 0g ai bordi interno ed esterno, e con- 
frontarle con quelle date dalla teoria elementare delle travi rettilinee e da quella 
delle travi a grande curvatura. Calcolare il valore massimo di g,. 

Soluzione. Essendo h=7r,—r;= r; l'altezza della sezione, si ha S = 9%t— 
— 16 h4log® 2 = 1,3127524, e quindi (951) 


-_ 4 a LI ala Eee 

0 = 131275 p(s log 24 4h? log 2— 3h ) + 7,755 7 
4M 2 2 ?) = — 

C9,= Tali log 2 + 4h? log 2— 3h?) = — 4,917 Ri° 


La teoria delle travi rettilinee dd o; = —0, = M/W = 6M/h°. Quella delle 
travi a grande curvatura ((609) ed es. 732) dà o, = 7,725 M/h?, 0, = — 4,863 M/hA. 
Questi ultimi valori sono errati in difetto soltanto di 0,4% e di 1,1%. 

Ponendo 0) = 0, si trova che l’asse neutro è definito da 7, = 1,443 4; risul. 
tato che coincide con quello (es. 732) dato dalla teoria delle travi a grande cur- 
vatura. 

La o, diventa massima per r = = 1,35 4, e vale Trax 1,07031/h8 = 0,1380602" 
Quindi la c, è assai meno importante della Gy. 


597. La trave a cuneo caricata nel vertice. 


Si abbia una lastra avente la forma di un cuneo (fig. 1291), di lun- 
ghezza illimitata e di spessore costante che supponiamo uguale a uno. 
Si vuol trovare lo stato di tensione provocato da una forza P agente 
nel vertice del cuneo (5°) e uniformemente ripartita nello spessore. 

a) La forza P agisca da prima secondo l’asse del cuneo (fig. 1291). 
Assumiamo il centro delle coordinate polari nel 


vertice e misuriamo gli angoli dall'asse # di 0 P DI 
simmetria (retta d’azione di P). 
Usiamo la seguente funzione delle tensioni / 


(a) F(r,0) = CPr0 sen0, 1 
che soddisfa l’equazione di congruenza (933). 
Mediante le (932), dalla (a) si deduce 


cos 0 #9 SII 
@)  0o,=2CPT7, %=0, to=0. i Fig. 1291, x 


(@&) J. H. MIOHELL, «Proc. London Math. Soc.», pag. 134, 1902. 

Per il caso di un carico uniforme su uno dei bordi del cuneo, si vedano ad es. i $$ 25-28 del 
volume di A. MIURA: Spannungskurven in rechteckigen und keiljòrmigen Trigern, Berlino, Sprine 
ger, 1928. Per il caso di un carico triangolare (problema della diga), si vedano la memoria di K. 
WoLF: Zur Integration der Gleichung AAF =0 durch Polynome im Falle des Staumauernproblems, 
Vienna, Holder, 1914; e il Cap. 19 del volume di F. TOLKE: Wasserkraftanlagen, Berlino, Sprin- 
ger, 1938, dove sono anche poste in rilievo (n. 15 del Cap. 19) le profonde alterazioni del regime 
teorico dovute al vincolo col terreno. 
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Le (a) soddisfano spontaneamente (qualunque sia C) alle condizioni al 
contorno, che richiedono l’annullarsi di 0) e di 7,9 sui due fianchi del 
cuneo. Per determinare il coefficiente C, consideriamo una superficie 
cilindrica di raggio r e teniamo conto dell’equilibrio fra la forza P e la 
somma delle componenti verticali 0,7 d0 - cos 9 delle forze agenti su ogni 
elemento 740 (2a angolo di apertura del cuneo): 


a a 
P=2./ 0; 0080 d0 = 40P f cos 0 à0 = CP(2a + sen 2a), 
0 0 


da cui 

RA 
a 2a + sen 2a” 
Quindi si ottiene (in armonia con quanto fu indicato nel n. 114 a) 


_ 2P 008 0 
% S 2a + sen Za (AR 


(953) 0=0, Ta =0. 

Si ha dunque uno stato di tensione molto semplice, costituito da sole 
trazioni (se P è di trazione) radiali 0, concorrenti nel 
vertice del cuneo. Le o, sono massime sull’asse 
(9 = 0), e sono inversamente proporzionali alla di- 
stanza r. 

b) La forza P agisca ora in direzione normale 
all’asse del cuneo (fig. 1292). Se si misura 0, dalla 
retta d’azione di P, valgono ancora le (a) e (5), con 
0, in luogo di 0. Per determinare €, teniamo conto 
dell’equilibrio fra la forza P e la somma delle com- 
ponenti orizzontali 0,7 d0,-cos 0, delle forze agenti 
sulla superficie cilindrica di raggio r: 


Fig. 1292, 


90%+a 90%4a 
P= (0,0080940, =20P | cost 0, d0, = CP(2a— sen 2a), 
90°-a 90°-a 
da cui 
i 1 
— 2a— sen 2a° 


(0) 


Quindi, misurando 0 dall’asse del cuneo, si ottiene (in armonia con 
quanto fu indicato nel n. 204 a) 


2P sen @ 


(954) OZ da—sen 2a 7 ? 


o=0, TGe='0). 


Anche in questo caso si hanno sele tensioni radiali 0,, di trazione per 
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0>0, di compressione per 0 <0, nulle sull’asse del cuneo, e inversa- 
mente proporzionali alla distanza r (5). 

0) Nel caso di una forza P avente una direzione qualsiasi (5) 
(fig. 1293), si decompone P in P' = Pcosf e P"=Psenf. Quindi în 
un punto generico si ha (953), (954) 


4 a pa 2P cosf__cos0 , 2Psenf_ sen@ 
(955)  o,=01+0r “2a +sen2a r ©‘ 2a—senda 7 ? 


=0, Tg=0. 


x 
r 


El 
Tr 


Fig. 1293. Fig. 1294. Fig. 1295. 


d) Se nel vertice del cuneo agisce una coppia 2 (fig. 1294), si trova (5%) 
2M sen 20 


(059) 93 sonda 2a cos da 75 * 930 
= — M __, 608 20— cos 2a 
107 sen 2a — 2a cos da to) c 


e) Di uso più frequente è il cuneo tronco (figg. 1297, 1296) (5°). 
Se la forza P agisco secondo l’asse (fig. 1295 a), le tensioni a una certa distanza 
dall’estremità sono circa le stesse (953) che si avrebbero 


nel cuneo completato (fig. 1295 b), con la forza P agente P 

nel vertice. Invece nell’intorno del punto caricato O, si o a) 
hanno delle tensioni locali poco diverse dalle (957) del a 

n. 598 a). 


Se la forza P agisce normalmente all’asse (fig. 1296 a), 
le tensioni a una certa distanza dall’estremità sono circa 
le stesse che si avrebbero nel cuneo completato (figura 
1296 b), soggetto alla forza P trasportata nel vertice e alla 
coppia M = Pd dovuta al trasporto di P (n. 34). Quindi 
tali tensioni si ottengono sovrapponendo le (954) e le (956). 
Invece nell’intorno dello spigolo caricato 0, si hanno delle 
tensioni locali circa uguali a quelle (955) che si avrebbero 
in un cuneo indefinito di apertura «0,0. Fi;. 1296. 


(5) Invece nelle mensole di altezza costante la c è direttamente proporzionale alla distanza 
r o x dall’estremo caricato. 

(**) A. MIURA (nota 50), $ 19. Considera vari casi particolari. 

(#) A. MiuRA (nota 50), $ 30. Idem, $$ 29-36, 
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Nel caso più frequente di una mensola soggetta a P normale a una faccia 
(fig. 1296 c), si procede nello stesso modo, e si sovrappongono poi le tensioni 
(955) e le (956) (es. 1146). 

f) Non si deve dimenticare che il regime di tensioni trovato nei 
vari casi corrisponderebbe alla realtà solo se il corpo cuneiforme fosse 
esteso indefinitamente. Invece esso è limitato, ed è vincolato al suolo 
oppure ad altro corpo; ciò che modifica e aggrava profondamente il 
regime teorico (nota 50), almeno in vicinanza del vincolo; e spesso anche 
a notevoli distanze, causa le grandi dimensioni della zona vincolata. 


Esercizio 1142. —- Nella mensola della fig. 1297, avente lo spessore di 50 cm, 
calcolare le tensioni provocate alla distanza r = 1m dal vertice da un carico 
complessivo di 20 t. 

Soluzione. Il carico per unità dello spessore è P = — 20000/50 = — 400 kg/em, 
Inoltre si ha 2a = 40°=0,69813, sen 2a = 0,64279, 2a— sen 2a = 0,05534. 
Quindi per r = 100 cm la (954) dà 


4 _—-2:400 sen0@ 

" 0,05534 100 

Per 0 = 0°, F 5°, F 10°, F 15°, F 20° risulta o_= 0, + 12,6, + 25,1, + 37,4, 

+ 49,4 kg/emq. 


= — 144,56 sen 0. 


Fig. 1297. Fig. 1298. Fig. 1299. 


Esercizio 1143. — Idem, nel caso della mensola della fig. 1298. 
Soluzione. Si ha (n. 597 c) f = 70°, P'=— 137 kg/em, P"=— 376 kg/em, 
20 + sen 2a = 1,34092. Quindi per r = 100 cm la (955) dà 


— 2.137 così, —2-376 sen@ 
LA 134002 © 100 + 9,05534 © 100 = 7 2,043 cos 0 — 135,89 sen 0. 
Per 0 = 0°, — 5°, — 10°, — 15°, — 20° risulta o, =— 2,0, + 9,8, + 21,6, 


+ 33,2, + 44,6 kg/emq. Per 0 = + 59, + 10°, + 15°, + 20° risulta 0, = — 13,9, 
— 25,6, — 37,1, — 48,4kg/cmq. Si ha o,=0 per 0=—— 52, 


Esercizio 1144. —- Sul bordo del masso di calcestruzzo della 
fig. 1299 grava un carico di 50 + per metro. Calcolare le tensioni 


alla distanza r = 1 m dal vertice (%). P 
an IP 3 
(5) Si può essere tentati di semplificare il problema ragionando nel modo 


seguente: Nel caso della fig. 1300 a) (n. 598 a), nella sezione media x non si Fig. 1300, 
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Soluzione. Il carico per unità dello spessore è P = 50000/100 = 500 kg/em, 
cui corrisponde (n. 597c) P'=-—354kg/cm, P”= 354 kg/em. Inoltre si ha 
2a = 90° = 1,57080, sen 2a = 1, 2a + sen 2a = 2,57080, 2a — sen 2a = 0,57080. 
Quindi per r = 100 cin la (955) dà 


2.354 così, 2-354 sen@ 
2,57080 100 0,57080 100° 


Per 0 = 0°, + 15°, + 309, + 45° risulta o, = — 2,75, + 0,55, + 3,82, + 6,82 
kg/cmq. Per 0 = — 15°, — 30°, — 45° risulta 0, = — 5,87, — 8,59, — 10,72 kg/emq. 
La o, si annulla per tg@00= (x— 2) :(7+ 2)= 1,1416/5,1416= 
= 0,222, ossia per Oo = — + 12°30” P 


Ir — 2,754 cos? + 12,404 sen0?. 


Esercizio 1145. - Idem, nel caso di un muro di larghezza limi- 
tata (fig. 1301). 

Soluzione. In questo caso si ha il regime di tensioni radiali 
trovato nel n. 597 a, b, c) soltanto in prossimità dello spigolo O. 
Poi le tensioni deviano gradatamente, finchè nelle sezioni distanti 
dall’estremità superiore si ritrovano le tensioni rappresentate dal 
diagramma o (nn. 262, 265 c). 

Pertanto, nella quasi totalità del muro le tensioni sono quelle del Cap. XIII, 4), 
salvo tener conto delle tensioni radiali locali in prossimità di 0. 


Fig. 1301. 


Esercizio 1146. - Uno sperone di cemento armato 
(fig. 1202 a), avente lo spessore di 60 em, sorreggo 
un arco impostato in O, (fig. 1302 Db), che trasmette 
una forza di 24t inclinata di 45°. Studiare lo stato 
di tensione, trascurando il peso proprio. 

Soluzione. La forza per unità dello spessore è 
P=— 24000/60 = — 400 kg/em. Il vertice 0 del cu- 
neo completato è 1,732 m più alto di 0,. Traspor- 
tando P in O si ha un momento di trasporto M= 
= (P/y/2)173,2 = 48990 kgem/em (JI è dovuto alla 
componente orizzontale PI 2 di P). Decomponia- 
mo (fig. 1302b) P nella P’ secondo l’asse del 
cuneo e nella P” normale all’asse, che valgono 
P'= P cos 30° = — 346.4 kg/em, P = P cos 60° = 
Fig. 1302. =— 200 kg/em. 


hanno tensioni (6g = 1,9 = 0). Perciò si possono separare senz'altro le due metà (fig. 1300 b), 
ciascuna delle quali è nelle condizioni della fig. 1299. Quindi le tensioni c, si possono calcolare 
più semplicemente mediante la (957), per la forza 2P. 

Ma i risultati sono sostanzialmente diversi, poichè mentre nel caso della fig. 1299 la 0, dev’es- 
sere di trazione per le direzioni poco inclinate e di compressione per quelle molto inclinate 
(n. 597 b, c), nel caso delle figg. 1300 a), 1303 la c, è sempre di compressione, e si annulla nella 
direzione orizzontale prossima al bordo libero. 

L'errore è dovuto al fatto che le due metà, pur non trasmettendosi delle tensioni 09 0 t,9, SÌ 
trasmettono però nel punto O una forza concentrata Pi orizzontale di compressione (note 56 
e 58, es. 1148). 
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Nelle zone sufficientemente distanti dalla sommità dello sperone si hanno le 
tensioni radiali 0;, 07°, 0,’ dovute rispettivamente a P', P”, M, , ela tensione tan- 
genziale 7,) dovuta a M. Esse sono date dalle (953), (954), (956), nelle quali si 
pone 2a = 30° = 0,52360, sen 2a = 0,5, cos 2a = 0,86603, 2a + sen 2a = 1,02360, 
2a— sen 2a = 0,02360, sen 2a — 2a cos 2a = 0,04655. 

Ad es., nella sezione cilindrica 8 di centro O a metà dell'altezza (f=4+ 
+ 1,73 = 5,73 m) si ha 


, _ 2(— 846,4) così 


= "1,09360 ‘ 573 = 1181050 


2(— 200) sen 0@ 

Ò 200); BODW 

700236 | 573 2050000 
sr 2° 48990, sen 20 _ 6,411 sen 20 


" 0,04655 573” 
SRO — 48990 _ cos 20 — cos 2a 
"0 7 0,04655 573? 


3,205 cos 20 + 2,776. 


Per i diversi valori di 0 risulta (in kg/emaq) 


0 = 00 — 5o — 10° — 150 + 50 + 100 + 150 
Gi = — 118 — 1,18 — 116 —14 — 1,18 — 116 — 1,14 
o'= 0 + 2,58 + 5,14 + 7,66 — 2,58 — 5.4  — 7,66 
ol'= 0 — Ll — 2,19 —321 + LlI + 2,19 + 321 
o, = — 1,18 + 0,29 +1,79 +331 — 2,65 —4ll1 — 5,59 
ta = — 0,43 — 0,38. — 0,24 O) — 0,38. — 0,24 0 


Nella fig. 1302 c) sono indicate le linee isostatiche (n. 187 c), trascurando la 
debole tensione 7 (si disporranno le armature metalliche secondo quelle corri. 
spondenti a o, di trazione). 

b) Se invece si usasse il procedimento elementare, nella sezione orizzon- 
tale 8, distante 4m da O, si avrebbe (fig. 1302 d) N= 7= P//2= 283 kg/em, 
M = 283 - 2,345 = 663,6 kgm/m = 663,6kgem/em. Quindi lo formule (374) e 
(191) delle travi prismatiche darebbero o =+ 2,78 kg/emq, o” =— 4,49 kg/emq, 
Tmax = 1,28 kg/cmq; valori che sono notevolmente diversi da quelli trovati (la 
differenza è ancora maggiore quando il paramento esterno è più inclinato). 


598. La lastra semi indefinita (5). 


a) Si abbia una lastra verticale limitata da una sezione orizzon- 
tale, al di sotto della quale supponiamo che essa sia illimitata in ogni 


(#) Per uno studio più esteso si vedano i nn. 29, 30 del volume citato (nota 19) di S. Trmos 
SHENKO. Si sono usati gli stessi procedimenti semplificativi. 

Nello spazio si ha un problema analogo nel caso dello spazio semi indefinito (cioè limitato da 
un piano e illimitato in ogni direzione da una parte di questo), soggetto a una forza P in un punto 
del piano limite. Di esso ci occuperemo nel Cap. XXXII. 
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direzione (fig. 1303). Sul bordo agisca una forza verticale concentrata 
P, ma uniformemente ripartita nello spessore, che supponiamo unitario 
(se lo spessore è qualunque, P è la forza per unità di spessore). 
Questo non è altro che un caso particolare del cuneo studiato nel 
n. 597 a), avente l’apertura 2a = x. Quindi la soluzione si ottiene po- 
nendo 2a = nella (953), e risulta (qui P è positiva se comprime) (5) 


2P così 
Hi r 


(957) o, = , c=0, ta =0. 
b) La o, diminuisce al crescere della distanza r da 0. 

Nell’immediata vicinanza di P, essendo r= 0, risulterebbe 0, = co, 
Tuttavia in pratica la forza P non è mai rigorosamente concentrata, 
bensì agisce su di un’area piccola ma finita; per cui la o, ha valori 
elevati ma finiti. Tali valori possono non essere dannosi, perchè sono 
locali, ossia limitati a una zona piccolissima, nella quale il materiale è 
aiutato da quello circostante (v. anche il n. 605 c). 


Fig. 1303. Fig. 1304, 


e) Consideriamo una sezione orizzontale mm distante a dal bordo della 
lastra (fig. 1304). In un punto generico B di essa le tensioni Tx, Oy Tey SÌ dedu- 
cono dalla o, mediante le (910), e si ha 


3 
0s= 0, 00889 =— SP. 00 __2P ost), 
x r na 
2P 5 
(958) cy = 0, sen?0 = — — sen? 0 cos?9, 
na 
Ta= 6, sen 0 cos = — 2P sen 0 cost). 
na 


Nella figura è rappresentata la variazione lungo mm della 0, provocata da P 
agente in 0. 


(**) Attraverso la sezione media Or le duo metà della lastra non si trasmettono tensioni, 
perchè 03 = 1, = 0. Però si trasmettono nel punto O una forza mutua concentrata orizzontale 
Pi di compressione, la cui presenza è resa necessaria da quanto si è detto nella nota 54. Questa 
forza non è in contrasto con la soluzione (957), poichè per 8 = + 2/2edr=01a ©, assume la 
forina indeterminata 0/0, e quindi può avere un valore qualsiasi. Tale valore è infinito, per cui 
su un’arca verticale infini'esima per O la forza P, risulta finita, Il valore di P, si determina fa- 
cilmente (es. 1148 e notu 53). 
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La curva 0, sia rappresentata per P = 1. L’ordinata 7 in un punto 0 gene- 
rico rappresenta la 0, in 0 provocata da P = 1 agente in 0. Ma poichè la posi- 
zione del punto A rispetto a 0, non differisce dalla posizione di C rispetto a 0, 
la stessa 7 rappresenta anche la 0, provocata in A da P= 1 agente in O; (in ar- 
monia col n. 264 c). Perciò la curva è anche la linea d’influenza della o, nel punto 
A (n. 370). Mediante tale linea si può dunque calcolare la 
0, in A dovuta a una distribuzione qualsiasi di forze verticali 
(n. 371). Così se agiscono P,, Ps...in punti 0,, 0..., la 03 
in A vale P,}1+ Paifo +. 

Analogamente si ottengono le linee d’influenza di 0, e 
di Tay 

d) Osserviamo che se si considera un circolo di dia- 
metro d qualsiasi, avente il centro sull'asse 2 e passante per 0 
(fig. 1305), in ogni suo punto si ha r=dcos0. Perciò si 
ottiene (957) o,=— 2P/nd, ossia la 0, è costante in tutti 
i punti della circonferenza (proprietà di cui faremo uso nel 
n. 599). 

e) Se in 0 agisce una forza P orizzontale (fig. 1306 a), 
la soluzione si ottiene dalla (954) per 2a =, e risulta 


Figo 13050 


_ 2P send 


È Pa) 0=0, Tra= 0. 


(959) LA 
La o, è di trazione per 0>0 e di compressione per 0 < 0. 
Se si usa l'angolo 0, misurato a partire dalla forza P, es- 
sendo sen 0 = sen (0, — 90°) = — sen (90°— 0,) = — cos 0, 
vale ancora la (957) con 0; in posto di 0. 

Siamo così in grado di calcolare le tensioni anche nel caso di una forza P 
obliqua (fig. 1306 b). Se f è l’angolo che essa fa con l’asse 2, le sue componenti 
sono P'= P cosf e P”= Psenf. Entrambe provocano soltanto tensioni ra- 
diali, e si ha 


Fig. 1306. 


2P cos f} 2P sen f 
Gra — 2 0089— —_ = 008104 90°), 


ossia (09,= +0, fig. 1306 b) 


2P così) 
(960) 0-7 Pi 0=0, ta=0. 


La (960) è la generalizzazione della (957), e vale per qualunque direzione 
della P, purchè 0, si misuri a partire dal prolungamento della P. Per 0, > 90° 
la 0, è di trazione. 

}) Molto più complesso è il caso di una lastra non indefinita verso il basso, 
bensì limitata da un secondo piano orizzontale; ossia di una striscia di lastra di 
altezza costante. Questo caso corrisponde alla trave di sezione rettangolare, sog- 
getta a un carico concentrato P (n. 203 5). In un tratto della trave prossimo al 
carico si hanno delle tensioni locali (5°) che si sovrappongono a quelle (121) della 


() Si vedano le memorie di T. v. KARMAN: Veber die Grundlagen der Balkentheorie; F. 
SEEWALD: Die Spannurgen und Forminderungen von Ballien mit rechteckigem Querschnitt, in 
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teoria elementare, e che diventano trascurabili nelle sezioni aventi da P una 
distanza almeno uguale all’altezza della trave. Osserviamo soltanto che esse sono 
costituite da tensioni 0, (qui y è verticale) che non sono molto diverse dalle 0, 
delle (958), almeno nella parte superiore della trave (dove sono più importanti), 
e da tensioni 0, che però sono molto più piccole delle (121), specie se l’altezza 
della trave è piccola rispetto alla lunghezza. Perciò, quando sia il caso, basta 
tener conto delle c,, che si possono dunque calcolare mediante la prima delle 
(958), mentre le 0, date dalla (121) sono sufficientemente approssimate. 


Esercizio 1147. — Una lastra semi indefinita è soggetta a un carico uniforme 
p esteso a una metà del bordo (fig. 1307). Calcolare la 0, in un punto A situato 
sotto il termine del carico. 

Soluzione. Si ha 


D) pi 1 > a ) n fa 
tg 0 73 cost 0 = 7770 app! È: 
per cui la prima delle (958) si può scrivere (P = 1) i 
Fig. 1307. 


VINSE: CONE SSA 
Ta + 
Avendo presente quanto si è detto nel n. 598 c), la 0, nel punto A risulta 
(552,) 


% % 
2p a*dy 2p(1 Y ay 
ve rf nigi e: @+ ya È areig a + aai4g)) 
LI 
PE __L 
o E 


Questo risultato si poteva prevedere osservando che se si dimezza il carico 
p e se ne porta una metà alla sinistra di O, la 0, in A non cambia per ragioni di 
simmetria. Ma in tal modo l’intero bordo risulta caricato da p/2, e quindi si ha 
evidentemente 0, = — p/2 in ogni punto. 


Esercizio 1148. —- Determinare la forza P, orizzontale che 
le due metà della lastra del n. 598 a) si trasmettono nel 
punto O (note 54, 56). 

Soluzione. Considerata una metà della lastra (fig. 1308 a), 
la forza P, è determinata dalla condizione che, insieme con 
la P/2, dia o,= 0 in ogni punto a del bordo orizzontale 
(come risulta dalla (957)). Le due forze P/2 e P, equival- 
gono a due forze P' e P”' (fig. 1308 b) secondo la bisettrice 
Fig. 1308. e la normale a questa, che valgono P'= (P/2+ P,): v2, 


sAbhandlungen aus dem Aerod. Inst. Aachen », Berlino, Springer, 1927. I risultati sono riassunti 
nel n. 52 del volume già citato (nota 19) di S. TIMOsHENKO, nel quale sono indicate anche le ri- 
cerche che precedettero quelle suddette. 
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P"=(P/2—P,):y/2. Quindi dev'essere (953), (954), (0 = + 459) 


-__ V2(2/2+P;) 1/V2  v2P2—-P)) UVE 
(a) Cra 3 n/2+1 È 7 + n/2—1 7 0 


da cui P, = P/a (58). 

Come verifica, se si sostituiscono P’ e P (con P,= P/n) nell’espressione di 0, 
risultante dalla somma delle (953), (954), è facile trasformare tale espressione 
nella (957). 


599. Il rullo compresso secondo due generatrici opposte. 


a) Consideriamo un disco circolare di diametro d e di spessore 1, soggetto 
a due forze P uguali e contrarie agenti secondo un diametro 0,0; (fig. 1309 a) (99). 
Lo stato di tensione si può ottenere per sovrap- 
posizione di casi già noti, mediante il seguente 
artificio. 

Aggiungiamo al contorno del disco una pres- 
sione uniforme p,=— 2P/rd. Essa genera (n. 581 c) 
una compressione uniforme o = p,; per cui in ogni 
punto 4 del contorno si ha una 0,, = — 2P/rd nella 
Dir Po direzione 40, (fig. 1209b) e una 0y,=— 2P/ad 
nella direzione 40; (fig. 1309 c). Per quanto si è 
osservato nel n. 598 d), il disco della fig. 1309 b) 
è nelle stesse condizioni del disco punteggiato 
della fig. 1305, e quindi è soggetto a uno stato 
di tensioni radiali uscenti da 0, espresso dalla 
(957); e il disco della fig. 1309 c) è soggetto a 
uno stato di tensioni radiali uscenti da O,, pure espresse dalla (957). Per annul- 
lare poi la p, = — 2P/rd, che si è aggiunta arbitrariamente, aggiungiamo infine 
una trazione uniforme p, = + 2P/rd (fig. 1309 d). Sovrapponendo i tre stati Db), 
e), d), si ritrovano le sole forze P in O, e in O, (fig. 1309 a); per cui le tensioni 
cercate si ottengono sovrapponendo i tre stati di tensione corrispondenti. 

b) La sovrapposizione delle tensioni è semplice nei punti del diametro BO. 
Avendo presenti le (957), (910) e il n. 581 c), in un punto D (fig. 1309 a) si ha 
__g 2P 0080 
n r 
g 2P 0080 
x r 


Fig. 1309. 


2P 
2 
= c08°9 + 7 


sen?0 + si, ty = 0. 


(*') Questo valore di Py si poteva anche dedurre direttamente utilizzando la proprietà del 
n 264c). Infatti, sappiamo (es. 1144) che per una forza verticale (passante per b) si ha o 0 
nel punto c definito da tg? = (t—2):(x +2). Quindi per una forza passante per c si ha 
9, = 0 in d. Dovendo invece essere o, = 0 in a, occorre che la risultante P di P/2 e P, (fig. 1208 a) 
passi per il simmetrico cy di c. Perciò risulta P, = (P/2)tg y = (P/2)tg (45°— n) = P/a. 

(**) Condizioni di carico più complesse sono considerate nel n. 33 del volume di S. Trto- 
SHENKO citato nella nota 19. 

Per il caso della corona circolare si vedano le memorie di S. TIMOSHENKO: On the distribue 
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Essendo 
ole sta, sn 
V d+ 453 V d+ 453 
si ha anche 
2P 4d' 2P 16d°x? 
Iy ( Sr) da 1 @ ra) - 
nd\ (+ 48f xd (P+ 473) 


Nel centro si ha 0, = — 6P/md. 
La 0, è però assai maggiore in altri punti, specialmente del diametro 0,0,, 
più vicini a 0, o a 0, (nn. 5985, 6055, c). 
In un punto qualsiasi la sovrapposizione si effettua come si è detto nel n. 581 d). 
c) La soluzione vale anche nel caso di un rullo di lunghezza qualsiasi, com- 
presso secondo due generatrici opposte; con la sola differenza che nel disco sot- 
tile è piano lo stato di tensione (0. = 0, e. #0, £' #0), 
mentre nel rullo è piano lo stato di deformazione. 


600. La lastra forata, 


Consideriamo una lastra tesa o compressa in due dire- 
zioni ortogonali da forze uniformi p, e py (fig. 1310 a). Se 
in essa pratichiamo un foro circolare, lo stato di tensione 
si modifica, specialmente in vicinanza del foro. Invece a 
una distanza abbastanza grande rispetto al raggio ro del 
foro le tensioni rimangono praticamente inalterate (9). 

Lo studio delle nuove tensioni, fondato sull'ipotesi 
che il foro sia molto piccolo rispetto alle dimensioni della 
lastra, non presenta difficoltà (°). Tuttavia, per brevità, 
ci limitiamo a riportare e a discutere i risultati. 

@) Assumiamo l'origine O delle coordinate polari 
nel centro del foro e l’asse x di riferimento. Interessa 
esclusivamente la tensione normale 03, perchè è la sola 
che aumenta. In un punto generico di coordinate 7 e 0 la sua espressione è 


PD: 


Fig. 1310. 


è 5 1 rà 3 n 
(961) Co = Pa sent 0 + p, cost 0 + 3 (p. + Pag Md cos 20. 


b) La 09 raggiunge i massimi valori al contorno del foro: 


(962) (Ca)rmr, = P2(1— 205 20) + py(1+ 2 cos 20). 


tion of stresses in a circular ring ecc., « Phil. Magaz. », 1922, pag. 1014; K. WIEGHARDT, « Sitzungs- 
ber. Akad. Wiss,», Vienna, 1915, pag. 1119. 

(**) Infatti, lo stato di tensione non cambierebbe in tutta la lastra se, praticato Il foro, si 
applicassero al contorno di questo delle forze ugunli alle tensioni cho prima vi esistevano. Non 
applicare tali forze equivale ad aggiungere ad esse delle forze uguali e contrarie, le quali provo- 
cano la modificazione dello stato di tensione. Ma poichè l'insieme di queste forze è equilibrato, 
H principio di Saint-Venant ci assicura che i loro effetti sono trascurabili a una certa distanza 
dal foro. 

(4) V. ad es. il n. 231 del volume di J. PRESCOTT citato nella nota 35, o il n. 28 del volume 
di S. TIMosHENKO citato nella nota 19. 
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Nei punti a, è (9 = + 90°) e nei punti c, d (9 = 0° e 180°) la (962) diventa 
rispettivamente 
(963) C0= 3pz— Py» .00=3Py—Pa- 


Se p, = 0, nei punti a, d si ha 0) = 3p,, e nei punti c, d si ha 0) = — p, (come 
fu indicato nel n. 114b). 

Se py = pz = P (tensione uniforme, n. 581c), in tutto il contorno del foro 
si ha 09 = 2p (in armonia col n. 593 d). 

Se p, = — px (tensione tangenziale semplice, n. 581c), nei punti a, d si ha 
0, = 4p,, © nei punti c, d di ha og = 4py=— 4py 

Un foro praticato in una lamiera tesa o compressa è dunque causa di forti 
concentrazioni della tensione al contorno del foro stesso, che può diventare dop- 
pia, tripla o anche quadrupla di quella che si ha lontano dal foro. Lo stesso av= 
viene al contorno delle aperture praticate in un muro, nello scafo di una nave, 
ece. Tali concentrazioni possono facilmente provocare rotture, specialmente se il 
materiale è fragile, o se è soggetto a frequenti variazioni degli sforzi (n. 114, 
Cap. XXXVI). Spesso è necessario rinforzare, ingrossandolo, il bordo del foro. 

c) Come si è già accennato, l’influenza del foro è soltanto locale. Ad es., 

se la lastra è tesa in una sola direzione x, nella sezione normale a x e passante 


per O si ha 
06 = ps(1+ 0,5 18/9 + 1,5 74/74). 


A distanza r = 5" la 0) supera pa appena del 2%. 

Per questo motivo, i risultati su riportati, esatti solo se la lamiera è inde- 
finita, si possono usare anche per una lamiera stretta, se la sua larghezza è almeno 
4 o 5 volte il diametro del foro (9). 

d) Le concentrazioni suddette sono molto maggiori se il foro è ellittico, 
specialmente se è molto oblungo. Nel caso della lastra tesa soltanto nella dire- 
zione x normale all’asse maggiore 2a (fig. 1310 b), nei punti m, » si ha (2% asse 
minore) (°°) 

(964) 08 = Pa(1+ 2a/b). 


601. Cenno sull'impiego delle funzioni di variabile complessa. 


Nel n. 586 6) si è indicato un secondo metodo generale, consistente nell’e- 
sprimere le equazioni di equilibrio in funzione degli spostamenti £, 7 e nell’inte- 
grare le equazioni alle derivate parziali così ottenute (in tal modo non occorre 
l'equazione di congruenza). È utile un cenno di questo metodo, che si presta 
alla risoluzione di numerosi problemi. 

a) Nel caso delle tensioni piane (0, = 0), le equazioni di equilibrio conte- 
nenti gli spostamenti £, n invece delle tensioni si ottengono sostituendo a 0%, 


($) V. i risultati riportati a pag. 250 del volume di F. BLEICH citato nella nota 31. 

Per il caso di un foro praticato in prossimità del contorno della lamiera, si veda la me- 
moria di G. B. JEFFERY citata nella nota 36. Il caso di due fori vicini in una lastra tesa unifor- 
memente in tutte le direzioni è studiato da T. PòscHL: Ueber die Spannungserhòhung durch kreis- 
fòrmige Léòcher ecc., « Zs. f. angew. Math. u. Mech. », 1921, pag. 174. 

(9) K. WoLr: Beitrige cur ebenen Elastizitàisiheorie, «Za. f. techn. Physik», 1921, n. 8, 
pag. 20% 


= 
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Oy, Tx, le espressioni (905,), (901) e tenendo conto delle (897), (898). Se le forze 
di massa sono nulle, esse risultano 


2m  d (a dm) __d (e Li) o 

m_-1l dae\de i, dy\dre  dy 
2mn__d (DEL d7) , d a 

m_-l dy\de >) de ' de dy 


(965) 


Nel caso delle deformazioni piane (e, = 0), invece delle (905,) si usano le 
(905) nelle quali si pone e, = 0. Le equazioni risultano uguali alle (965), ma con 
2(m— 1):(m— 2) al posto di 2m:(m—1) 

b) L’integrazione delle (965) è resa semplice se si utilizza la teoria delle 
funzioni di variabile complessa. A tal fine è opportuno richiamare i primi ele- 
menti di questa teoria (%) (5). 

Com'è noto, un numero complesso a si può scrivere in vari modi: 


(a) a=%+iy=r(cos0+isen0)= re. (i=V—1) 


Ogni valore di a rappresenta un punto del piano, di coordinate cartesiane ©, y 
o di coordinate polari r, 0 (fig. 1311). 

Una funzione f(a) della variabile complessa a è una quantità complessa che 
ha un valore ben definito per ogni valore di a. Essa si compone 
di una parte reale g(x, y) e di una parte immaginaria iy(x, Y), 
essendo @ e w funzioni reali di 2, y; per cui si ha (°) 


(0) fa) = gle, y) + ip(x, y) 


Fig. 1311. 


Analogamente alle funzioni di variabile reale, la funzione f(a) ammette la de- 
rivata f’(a) in un punto a se il rapporto incrementale [{(a + da)— j(a)] : da tende 
a un limite determinato quando da tende a zero; ma occorre che tale limite sia 
indipendente dal modo di variare di a. In particolare, si può far variare soltanto 
x o soltanto y (ossia può essere da = de 0 da = idy), e si ha rispettivamente 


dp, , 
dat * 


etnr — DL} div dY > dp, dip _dw_,dP 
a=3ta = Toga, Sy 
Ciò richiede che le due espressioni di f'(a) abbiano uguali le parti reali e le parti 
immaginarie; e pertanto, la funzione j(a) = + iy è derivabile se le funzioni 


(‘) Si veda ad es, il Cap. XI del volume di H. BovassE citato nella nota 29; e il Cap. II del 
volume di S. PINCHERLE: Gli elementi della teoria delle funzioni analitiche, Bologna, Zanichelli, 1922. 

(6) Il campo di applicazione si estende ulteriormente se si usano le coordinate curvilinee 
ortogonali, e più ancora se si ricorre alla rappresentazione conforme (v. ad es. H. BOUASSE, 
volume citato nella nota 29, $$ 234-241; S. TIMOSHENKO (nota 19), nn. 48-51). 

(*) Ad es., la funzione di uso frequente (n. 602) f(a) = 1/0 si può scrivere nella forma (6) 
sia in coordinate cartesiane che in coordinate polari: 
L a—_iy è Y coso sen? 


TOS - i 
alati laspa sto ‘+0 7 
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e y soddisfano le seguenti equazioni (di Cauchy-Riemann) (9?) (88) 


do_dw. dP__dy 
(966) =" TE: 


Valgono le stesse regole di derivazione delle funzioni di variabile. reale (99). 
L’integrale di f(a) è una funzione di variabile complessa F(q): 


(0) fida = FA) = Dea, + 200, 9), 


tale che 
Fa) = j(a) = gle, y) + iy(2, y) . 


Anche la derivata F"(a) non dipende dal modo di variare di a; per cui 


dD_.,d97_dL O _D n 
+i de day Py) + iv(a, y). 


Fa) 


dr 
Quindi anche le funzioni D e Y soddisfano le (966), e inoltre dev'essere (79) 
dD_dIP_ do __ dI 
(d) da > ay = PI)» dy da VI)» 
e) Calcolo degli spostamenti. Ponendo 
2m_ (DE dm) _ dm_dE 
(o) miti) da dy  Y 


si riconosce che le equazioni di equilibrio (965) hanno la stessa forma delle (966), 
ossia che i loro due termini soddisfano alle condizioni (966). Essi sono dunque 
tali che 9+ iw è una funzione f(a) di variabile complessa a, e quindi si possono 
utilizzare le proprietà richiamate. 

Scriviamo le (e) nella forma 


dé dy_m—1 dm__dE 
dì dat dy dm? da dg 


{‘’) Derivando la prima delle (966) rispetto #2, la seconda rispetto a y e sommando; oppure 
la prima rispetto a y, la seconda rispetto a x e sottraendo, si trova 


Dede vino, de,deon_ Î 
da +5 Vip = 0, et Viy= 0. 


Ciascuna delle funzioni 9 e y deve dunque soddisfare l'equazione di Laplace; ossia le 9 e y devono 
essere funzioni armoniche, che in questo caso si chiamano armoniche coniugate. 
(**) Ad es., nel caso della funzione Ha) = 1/a (nota 66) risulta 


de + dy__ ur. de __-22y de __= 22 
de (0 +y) dy (+9) dy P+v° da (2 + 
(*) Ad cs. 

è 1 1 1 1 1 

dale) ana i 0080 ion 20, 


("*) Ad es., nel caso della funzione fa) = 1/a si trova 
F(0) = fÎ = toga = log (re?) = logr+ i = log VEFF4+ arotg È 


Le funzioni ® = log y 2° +7? e Y = arctg y/z sono armoniche coniugate, 


ELEMENTI DI TEORIA DELL’ELASTICITÀ 6l 


Integrandole si ottengono gli spostamenti £ ed n. L’integrale generale del sistema 
di equazioni (}) è la somma di un integrale particolare delle (f) e di un integrale 
generale delle stesse equazioni rese omogenee, ossia delle equazioni 


Tana, ddu, 


(9) de dy ’ Sé da 


Integrali particolari del sistema (f) si ottengono assumendo una funzione 
qualsiasi f(a) = g1+ îy;, e calcolando 


Fia) = | (ada = D+ i 
(le funzioni © e W' si deducono da ; e y; mediante le (4)). Quindi si ha 
m+ 1 
dm 


(n) é=— 


w+39, pat 


come si può verificare sostituendo nelle (}). 
Le (9) hanno la forma (966). Quindi si ottengono integrali generali del sistema 
(9) assumendo un’altra funzione qualsiasi fx(a) = Po + ivo e ponendo 


(i) E= >, n= Poe 


Pertanto, la soluzione generale del sistema (j) è data da 


mt 1 1 mt 1 m_l 
(907) $=- <= uit D+ wo, ET" tn + Pon 


La forma delle funzioni @y, 41 ® Pos Yo è suggerita caso per caso dalle condi- 
zioni del problema che si studia. 
d) Calcolo delle tensioni. Ottenuti gli spostamenti È, n, si deducono (897), 
(898) le deformazioni &2, &y, 727» quindi si calcolano 0,, 0,, Tay mediante le (905,) 
e (901) (71). 


602. La lastra indefinita. 


Consideriamo una lastra indefinita in ogni direzione, soggetta in un punto 
O a una forza P concentrata (ma ripartita uniformemente nello Spessore, che sup- 
poniamo unitario), agente nel piano , y (72). Le forze che fanno equilibrio a P 
agiscono al contorno, ossia a distanza infinita da O; quindi (957) sono senza 
effetto nella regione a distanza finita da 0. 


(*) In c) si è supposto che si trattasse di tensioni piane. Nel caso delle deformazioni piane 
basta (n. 601a sostituire 2(m — 1): (m—-2)a 2m: (mt 1). Inoltre si calcolano 2 Sy mediante 
le (905), ponendo e, = 0. 

(??) Per altre condizioni di carico si vedano, ad es., i 5$ 45, 46 del primo volume dell'opera 
citata (nota 21) di A. ed L. ForeL, e il n. si del volume citato (nota 19) di S. TIMOSHENKO, 
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a) Assumiamo (n. 601c) la funzione (nota 66) (75) 


ta) =L= 0980: quel, per cui = = Rel, 


essendo 0 una costante indeterminata. A essa corrisponde (nota 70) ® = Ologr, 
= C0. Sostituendo nelle (967), gli spostamenti risultano 


=Ril L O sent 0+4 Clogr+ wo 


(a) Lia 


0 De 


b) Proviamo da prima a porre nelle (a) go = y = 0. Deduciamo da È ed 
n (analogamente a quanto si è fatto per dF/dx e d7/dy nella nota 34) le derivate 
dE/dr, dE/dy, dn/da, dn/dy, ossia (897), (898) le deformazioni &s, &y> Yay. Infine 
sosiituiamo queste nelle espressioni (905,), (901) delle tensioni 0,, Oy, Try; ® Po- 
niamo C =— 4P/nE. Risultano in tal modo per le tensioni delle espressioni 
coincidenti con le (958), ossia si ottiene la soluzione della lastra semi indefinita 
del n. 598 a). 

c) Nel caso della lastra indefinita non può essere go = 0, perchè nell’e- 
spressione di 7 figurerebbe un termine proporzionale a 0, e quindi 7 avrebbe 
diversi valori quando 0 si aumenta di 27, 47 ...; ciò che in una lastra continua 
non è possibile (74). Tale termine scompare se si assume go = — (m— 1)C0/4m. 
Ma %, è la parte reale della funzione fila) = go + îw» (n. 601€), per cui resta 
determinata anche la parte immaginaria, in virtù delle (966). Nel nostro caso si 
può ottenere y, anche direttamente osservando che logr+ 0 è una funzione 
di variabile complessa (nota 70), e che essa resta tale anche se si moltiplica per 
una costante, ad es. per i(m— 1)0/4m. Quindi si ha 


m_ 1, —1 ; 
im im Ologr= got ii 


e per conseguenza wo = (m — 1)C log 7/4m. 
Sostituendo go © w nelle (a) si ottiene 


® = tI 0 80m su! m=— "E 108000080. 


Se ora deduciamo da £, 7 le loro derivate, come si è detto in d), e se sosti» 


(?*) La funzione 1/0 è suggerita dal fatto che in O, ossia per a = 0, le ten- 
sioni devono diventare infinite. 


(**) Sarebbe possibile invece in un corpo a connessione multipla. Ad cs., se 
si taglia un anello chiuso, e si salda dopo averlo forzato ad assumere la forma 
della fig. 1312, nel punto a lo spostamento radiale « ha un certo valore, men 
tre nel punto a), ottenuto aumentando @ di 2x, ha un valore diverso. Fig. 1312. 
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tuiamo le deformazioni &,, &,, y:, nelle espressioni delle tensioni, otteniamo 


(0) 
a m1 6080 
(0) O m_l 
(968) = E Sen? 0 cos— DE mi 0980 
(o) (0) _ 
ty= E5z sen 0 cost + E sno. 


Per conoscere le tensioni resta da determinare la costante 0, che dipende 
dalla forza P agente in O. Se questa è diretta secondo l’asse 
(fig. 1313), tracciamo un circolo di centro O e raggio r qual- 
siasi e sommiamo le componenti secondo la direzione © delle 
tensioni agenti sui vari elementi 1-rd0; somma che, per 
l’equilibrio, dev'essere uguale a — P: (3 x 

2a 
y 


J (020080+ Ty sen 0)r dd =—- Pe 
5 Fig. 1513, 


Sostituendo le espressioni di 0, e 7., ed eseguendo il calcolo, si ottiene 0 = 
=— (m+ 1)P:maE, che va sostituita nelle (968). 


Esereizio 1149. — Una lastra verticale di ferro di 2em di spessore sopporta, 
mediante un perno che l’attraversa, un carico di 20000 kg applicato metà da 
una parte della lastra e metà dall’altra parte. Determinare lo stato di tensione. 

Soluzione. Si ha P = 10000 kg/em e quindi (n. 602 c) C = — 4148/E. Perciò, 
assunto l’asse x verticale, si ottiene (968) 


0,= — 2074 cos°0 : r— 555 c080 : 7 
o,=— 2074 sen? 0 così :r + 555 c080 :r 
Tiy= — 2074 sen 0 cost@ :r— 555sen0 ir 


Ad es., a distanza r= 5cem dal punto d’applicazione del carico e sotto di 
esso (9 = 0) risulta o.=— 526kg/cmq, c,= + 111kg/emq, 7.y=0. Nel punto 
simmetrico, cioè sopra il carico (9 = 180°), si hanno gli stessi valori col segno 
cambiato. Nei punti situati di fianco al carico (9= + 90°) si ha gg=0,=0, 

‘2y== F 111 kg/emq. 

Per non avere tensioni elevatissime in prossimità del punto d’applicazione 

del carico basta impiegare un perno di raggio non troppo piccolo. 


Esercizio 1150. - In una lastra di ferro indefinita si riscalda uniformemente 
di At = 50° una zona circolare di raggio ro. Determinare lo stato di tensione. 
Soluzione. Lungo il contorno del disco riscaldato nasce una compressione 
radiale mutua p fra disco e lastra, tale che la somma della diminuzione di r, del 
disco e dell'aumento di ", della rimanente lastra sia uguale all'aumento arsdt 
che subirebbe il raggio del disco se questo fosse libero. Quindi, per le (915), (943;), 
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dev'essere 
m_l. LZ mt+1, Pîo 
m E' nm 5 Pitane arsdt, 


da cui n 
P Zad 2,1 - 109. 2,000013 + 50 630 kg/emq . 


Noto p, nel disco si ha una compressione uniforme 0; = O,=0C=—p, La 
tre nella rimanente lastra le tensioni si calcolano mediante la (937,). 


603. Cenni sui sistemi nello spazio, 


In un corpo di forma qualunque, soggetto a forze esterne qualsiansi, non si 
ha in generale un sistema di tensioni piane, bensì delle tensioni comunque di- 
rette nello spazio. Lo studio di questo caso generale è molto più complesso di 
quello dei sistemi piani. Ci limitiamo perciò a indicare le equazioni di equilibrio e 
quelle di congruenza, senza occuparci dei metodi di risoluzione dei singoli problemi. 
Alcune relazioni sono già state esposte nei nn. 578, 579. 
a) Le tensioni intorno a un punto. Lo stato di tensione intorno a un punto 
è determinato quando si conoscono le tensioni Oxr Oyr Oer Tayo Tess Ty: Sui tre elo- 
menti superficiali normali a tre assi ortogonali x, y, 2 qualsiansi. Considerato 
per il punto un elemento generico, definito dai coseni direttori della sua nor- 
male n (7), la tensione normale su di esso è data da 


(969) = 02 008° a+ 0, cos + g, cost y + 
+ 272, cos a cos {+ 27. cos a cos y + 27,, cos Bcosy. 


La tensione totale 0 ha tre componenti secondo gli assi date da 


@a = 02 008 A+ Ty cos f + Tax C08 Y 
(970) Qu = Ta 080 + 0y c08L+ ty, cosy 
@: = Tra 008,44 Ty cos B+ 0, cosy. 


Le (969), (970) si ottengono considerando l’equilibrio alla traslazione, nelle dire- 
zioni n, x, y, 2, di un tetraedro elementare avente per facce 2, 22, y2 e l'elemento 
generico pensato vicinissimo al punto in esame. 

Per ogni terna di elementi ortogonali a, b, e per il punto, la somma 04 + 0, + 0, 
è costante (n. 579 b). 

Per ogni punto esistono tre direzioni ortogonali £, n, © (direzioni principali), 
caratterizzate dal fatto che gli elementi normali a esse sopportano sole tensioni 
normali (7 = 0). Le tensioni tg, On» G; (tensioni principali) sono tali che ce è 
massima e o; è minima rispetto alle altre g. Se si assumono gli assi di riferimento 
E, n, &, le (969), (970) diventano 


(971) o = 0008 a+ g,c08°8+ Gc; costy; 
(972) Qe=0gcosa, 0 =0 cosf, 0 =0 cosy. 


(*) In altri termini, si considerano le tensioni su tutti gli elementi superficiali di una sfera 
piccolissima avente il centro nel punto in questione. 
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Le (969), (970), (971), (972) sono le corrispondenti, nello spazio, delle (906), 
(907), (910), (911). 

Una rappresentazione della tensione totalo 0 su ogni elemento per un punto 
è data dall’ellissoide delle tensioni (0 di Lamé) e dalla quadrica delle direzioni, 
di equazioni rispettive 


ta i n lai tl n cs 
1 = 1, = +1. 
dì Gi oî aaa 


Entrambe le superficie hanno il ceniro nel punto e gli assi su È, n, È. La seconda 
è un ellissoide se Gt, G,, 0; hanno lo stesso segno; se invece una ha segno contra- 
rio alle altre due, si ha un iperboloide a una falda e un iperboloide a due falde, 
coniugati. Dato un elemento piano per il punto, la quadrica dà la direzione ci 
e; che è quella del diametro coniugato al piano dell'elemento (ossia è la congiu « 
gente il punto considerato col punto di contatto del piano tangente parallelo a 
quello dell’elemento). Nota la direzione di 0, la sua grandezza è il raggio vetto:e 
dell’ellissoide delle tensioni (cfr. il n. 581 8). 

Se in un punto le tre tensioni principali sono uguali, tutte le direzioni pr 
esso sono principali; la 0 è costante e la 7 è nulla per tutti gli elementi pian!. 
In un parallelepipedo rettangolo teso o compresso ugualmente sulle sei facce 
(0 = 0y = 03), la proprietà suddetta si verifica in ogni punto e in ogni direziore 
(tensione uniforme). In un corpo soggetto su tutta la superficie esterna a una 
pressione normale costante p si ha dovunque pressione uniforme (infatti, il corpo 
si può pensare ricavato dall’interno del parallelepipedo suddetto). 


Fig. 1314. 


è) Circoli di Mohr. Se per il punto dato consideriamo il fascio di elementi 
piani aventi per sostegno l’asse principale È, su tali elementi la c; non ha alcuna 
influenza. Perciò le tensioni o e 7 su di essi sono date (n. 182) dal circolo 
di Mohr di diametro AB (fig. 1314). Analogamente, per i fasci di piani aventi 
per sostegno l’asse 7 o l’asse £ valgono i circoli di diametro 40 0 BO. Per ogni 
altro elemento piano (cioè non appartenente ad alcuno dei tro fasci), le tensioni 
0 e t sono le coordinate di un punto @Q della regione compresa fra il circolo esterno 
e i due interni (7). x 


("*) Per determinare il punto Q corrispondente a un dato elemento la cui normale formi gli 
angoli e, 8, y con È, n, t, si manda per 4 una retta 40,0 inclinata di a, e si traccia un arco 
di circolo di centro Og. passante per a,3. In modo analogo, si tracciano gli archi byba © cc. II 
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La Tmos è uguale al raggio del circolo maggiore, cioè 
(973) Tmas = (06—0;):2, 


e agisce sull’elemento del fascio di sostegno che biseca l’angolo £Z. 
c) Le equazioni di equilibrio. Se X, Y, Z sono le componenti delle forze di 
massa per unità di volume (n. 583 a), si hanno le tre equazioni di equilibrio 


dOz | dlye | dia su 
do 1 dy 1 de ida 
ten | DO | diw Pe 
074) de i dy + da alibi 
dts | Dim 4 306, 7 
dg ag gg 12 0a 


Esse si ottengono considerando l’equilibrio alla traslazione nelle direzioni 2, y, £ 
di un parallelepipedo elementare di spigoli da dy dz. 

d) Le equazioni di congruenza. Le componenti della deformazione devono 
soddisfare le sei equazioni di congruenza 


dD°es | der _ DV de, _d (- dYvs 1 das Dea) 
dy + da dedy È dyde  da\ de + dy + da 
d°es | Sd dla der _ d (dVus__ de Va) 

(970) da + dal dada i drde xl da dy pa de 
de, + die, A du, de, è (Dl + dla _ Va) RI 
da dy dyde’ dedy  de\dr dy de 


Le equazioni di congruenza si possono anche esprimere mediante le tensioni, 
e si deducono dalle (975) tenendo conto della legge di Hooke (900), (901) 
(cfr. in n. 5840). Se le forze di massa X, Y, Z sono nulle, oppure costanti, 
si ottiene (O = 0.+ 0, + 0.) (??) 


m_ O _ m_. DO _ 
Viotti 380 Vitntati day 7° 
mo dO m_. DO 
(Ou) Varta ge =0 Vitatmti ded 70 
m_ DO _ Li O _ 
Viost arida 0 Vitmt ati dyda 0 


dove V* è l’operatore di Laplace 


dI dI dì 
Vila FLAME 


e) Le equazioni di equilibrio contenenti gli spostamenti £, 7, Z invece delle 
tensioni, si ottengono sostituendo nelle (974) le espressioni (905), (901). Indi- 


punto d’incontro Q è il punto cercato, le cui coordinate danno c e t (0. MoHR: Abhandiungen 
qua dem Gebiete der technischen Mechanik, Abb. V, n. 6, Berlino, Ernst, 1914). 
("") V. ad es. il n. 61 del volume citato (nota 19) di S, TIMosHENEO. 
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cando con e la dilatazione cubica (899), esse risultano 


dh e E 
Vit aa ata 7° 
m de b4 
(976) Vita Sg rie ® 
xp de Z_ 
VE+a 2 da TG di 


Nel caso delle forze di massa nulle, oppure costanti in tutto il corpo, deri. 
vando le (976) rispetto a x, y, 2 e sommando si deduce che dev'essere 
9° 


e 
(977) Vîe= va + 


die , d°%e 


dg da 
Se si applica l’operatore V? a ciascuna delle (976), si ha anche 


(978) VAVE) = VIE=0,  Vign=0, VT=0. 


Le (976) e la (977) sono le equazioni fondamentali della Teoria matematica 
dell’elasticità. 

j) I metodi di risoluzione. Anche i problemi nello spazio si possono risol- 
vere in due modi diversi, analogamente a quanto si è detto nel n. 586 per i pro- 
blemi piani. 

Nel primo si assumono come incognite le sei componenti della tensione, le 
quali devono soddisfare le tre equazioni di equilibrio (974) e le sei equazioni 
di congruenza (975,). Inoltre devono soddisfare alle condizioni al contorno. 
In molti casi conviene dedurre le tensioni da una funzione delle tensioni, che sem- 
plifica notevolmente lo studio, specialmente nel caso in cui esistano delle sim- 
metrie (73). 

Nel secondo si assumono come incognite gli spostamenti, che si ottengono 
integrando le equazioni di equilibrio (976) e tenendo conto delle condizioni al 
contorno, mentre la congruenza è senz’altro soddisfatta. 

Di solito riesce più spontaneo l’uno o l’altro modo secondo che alla super- 
ficie del corpo sono date le forze agenti oppure gli spostamenti elastici. Come 
nel caso dei sistemi piani (n. 586 c), se le forze non variano sensibilmente in 
seguito alla deformazione del corpo, la soluzione di ciascun problema è unica. 
I vari metodi d’integrazione proposti (?°) si adattano difficilmente a ciascun 
problema, per cui i vari ricercatori ricorrono di solito, caso per caso, ad accor* 
gimenti che conducono più rapidamente alla soluzione. 

9) I fondamenti della Teoria dell’elasticità sono tutti contenuti nelle rela- 
zioni (897), (898), (899); (900), (901), (302), (903), (905); (969), (970), (971), 
(972), (973); (974), (976); (975), (975,); (977), (978). Gli ulteriori sviluppi della 


("*) Molti problemi sono studiati in questo modo specialmente nel volume suddetto di S. 
TMosHENKO, Capp. IX, X, XI. 

(*) I principali metodi d’integrazione, fondati sulla teoria del potenziale (di Green) e dovuti 
a E. BETTI, C. SOMIGLIANA, V. VOLTERRA, V. CERRUTI, R. MARCOLONGO, ecc., sono esposti ne! 
Cap. X del volume di A. E. H. Love citato nel n. 606. 
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teoria, dei quali non possiamo qui occuparci, non sono che applicazioni del= 
l’Analisi matematica, della quale si mettono a profitto tutti quei capitoli che 
possono giovare per giungere alla soluzione dei vari problemi. 


604. Il problema della torsione, 


Come esempio dei problemi nello spazio, ci limitiamo a un cenno del pro» 
blema della torsione delle travi prismatiche di sezione qualsiasi (8°). Usiamo il 
primo dei metodi accennati nel n. 603 f). 

a) Le tensioni. Indichiamo con 2 l’asse della trave. Supponiamo che le 
tensioni si riducano alle 7,x e 7,, (come nel caso della sezione circolare), cioè 
che si abbia . 

(a) 05= 0y=03=Ty=0, 


salvo poi riconoscere che in tal modo sono soddisfatte tutte le condizioni im. 
poste dal problema. 
In tal caso le equazioni di equilibrio (974) diventano 


dt sai dTrz | dt 
da da dy 
Le prime due dicono che 7., © 7., sono indipendenti da 2, ossia che sono ugual. 


mente distribuito in tutte le sezioni rette della trave. La terza è soddisfatta 
introducendo una funzione delle tensioni Y(v, y) tale che da ossa si deduca 


0, + =0, 


® dF dI 
Tr = — è, n= 
) = 5 Ty da 
Le condizioni di congruenza (975,) si riducono alle duo seguenti: 
d°Tsn dla dira, dro 
a Le Li0; 
da + dy? Va da 1 dy? 


ossia, per le (5), 


da 


le quali richiedono che la parentesi, ossia V?7, sia indipendente da x e da y, 
cioè che la funzione Y(x, y) sia tale che 


DPF èF 
2 =—-+—-=0= ° 
(0) V?2F(e, y) o + na O= costante 


d (0°F d°F d (dF è 
(+0 (4 Lo, 
sa e) a È 


Al contorno s della sezione la 7 deve avere la direzione della tangente al 
contorno stesso (n. 149 c); quindi la sua componente 7, secondo la normale n 


(*) Per maggiori dettagli e per le applicazioni a vari casi particolari, si veda il Cap. 9 del 
volume citato (nota 19) di 3. TIMOSHENKO. 

Per gli altri casi di sollecitazioni delle travi prismatiche soggette a forze esterne agenti sol- 
tanto sulle sezioni estreme (problema di Saint-Venant) si veda ad es. il primo volume dell’opera 
di G. COLONNETTI citata nel n. 70, 
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al contorno dev'essere nulla, per cui dev'essere 


di da 
tan ty =0, 


ossia, tenendo conto delle (b), 


dF_dy , dF_ de _dF 


(@ dy de + da de " de 


=0; 


ciò che richiede che la F sia costante lungo il contorno. Nel caso delle sezioni 
col solo contorno esterno, cioè delle sezioni piene, tale costante è arbitraria, per 
cui al contorno porremo 7 = 0. 

Infine, tenendo conto delle tre condizioni di equilibrio fra le tensioni Ciao 
©, in una sezione generica e la coppia torcente M,, ossia 


Jfradray=o0, Sftwdsdy=0, Jfuv-taAavar+ a =0, 


e sostituendo wie 7.3, T.y le espressioni (5), si riconosce facilmente che le prime 
due sono soddisfatte, e che la terza diventa 


(e) 2/fradwy=-x. 


Il problema della torsione si riduce dunque a trovare una funzione delle 
tensioni Fx, y) tale che goda della proprietà (c) e che sia nulla al contorno, men- 
tre la costante O dofinita dalla (0) si determina poi mediante la condizione (e). 

5) Gli spostamenti. Vediamo ora come si ottengono le componenti £, 7, { 
dello spostamento di un punto. Per le (a), e per le (900), (901), si ha anche 
€: &,= &= Yy= 0. Quindi, ricordando le (897), (898), (901), si ottiene 


dE _dm_d_ dé M_q. 
(02) da dy de 0, w td 0; 
DE: dI Ma _ 
(9) dato" d' de tig @° 


Se la sezione della trave ha due assi di simmetria, ogni sezione ruota in- 
torno al proprio baricentro (*). Se una delle sezioni estreme è mantenuta fissa 
(in modo però ehe sia impedita soltanto di ruotare, ma che possa liberamente 
diventare gobba), detto 0 l'angolo di torsione fra due sezioni distanti 1, si sod- 
disfa alle prime due condizioni (f) assumendo per È e per 7 lo espressioni 


(2) E=0y, n=—0z2. 
Sostituendo nelle (9), si trova 

È DE tia dI Tx 

f ren a 6 


(4) Se Ia sezione non è simmetrica, o se ha un solo asse di simmetria, il centro O di rota» 
zione è, in generale, diverso dal baricentro. 
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Quando sono note 7.2, T,y; le (i) consentono di ottenere $, che determina l’in- 
gobbimento delle sezioni, e che per la terza delle (f) è indipendente da 2. 

Derivando la prima delle (9) rispetto a y, la seconda rispetto a 2, e sot- 
traendo la seconda dalla prima, si ha 


«lele 


Quindi, tenendo conto delle (h), delle (5) e delia (e), si ottiene 


VE_0O 


(0) 20= 39 7 36° 


Vi 2 
(0 Ò ossia 0= 


G\d da)” 
Esercizio 1151. - Studiare la torsione di una trave di sezione ellittica di se- 
miassi a e d (fig. 199). 
Soluzione. L'equazione del contorno della sezione è 
ai y 
atg 130 


Quindi la funzione delle tensioni (x,y), che deve annullarsi nei punti del con- 
torno, ha l’espressione (e costante da determinare) 


(m) Pl, =0(E+4-1). 


Essa gode anche della proprietà richiesta dalla (c), e si ha 


Le 
it == costante, 


d°F , dF 2 2 
2 = 
vr ata (ata® 

Sostituendo l’espressione (m) nella (e) ed eseguendo le facili integrazioni, 
si ottiene 


I 


_ 2a" + 0°) 
rab’ — Ò 


ma°b* 


0-2(-0)--1t, da cui 0c> li 


Infine, sostituendo l’espressione di e nella (m), la funzione delle tensioni risulta 


Po, y= (5 


aa 
nabla + bi 1). 
Trovate così la F(x, y) e O, si ricavano 7, e T,, mediante le (2), 0 mediante 
la (2), £ ed 7 mediante le (4), e È integrando l’una o l’altra delle (i). 
Si ottiene così (cfr. coi risultati che furono dati nel n. 152) 
_2Ma __2Ma _M(a+ 3). 
15 Gad a nab’ — Gra * 


Mat + 8°) Mya + d* M,(a° — b*) 
cs e Y» ue Grab ni î Gra 
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605. Sfere e rulli a contatto, 


Un problema di notevole importanza pratica è quello delle tensioni che 
nascono fra due corpi a contatto, premuti l’uno contro l’altro (33). 

Quando due corpi limitati da superficie curve, e che inizialmente si toccano 
in un punto o lungo una linea, sono premuti tra loro da una forza normale 
al piano tangente comune, essi si deformano in modo che il contatto avviene per 
un’area piccolissima, ma finita. Tale area è un’ellisse nel caso generale, un circolo 
in casi particolari, un rettangolo strettissimo se i due corpi si toccavano lungo 
una retta. Se la forza non supera un certo limite, i due corpi non subiscono alcun 
danno; altrimenti nella zona di contatto avvengono deformazioni permanenti 
(se i corpi sono duttili), o rotture locali (se sono fragili). 

Gli elementi che interessano sono la grandezza dell’area di contatto, la legge 
di variazione della pressione p mutua su tale area, il valore di Pra» © l’avvicina- 
mento che subiscono i due corpi. I risultati che seguono sono ottenuti nell'ipotesi 
che l’area di contatto sia piccolissima, e che in nessun punto si 
superi il limite di validità della legge di Hooke. 

a) Nel caso di due sfere (*°) l’area di contatto è un circolo 
di raggio a. Se r1, ra, E, Ex sono i raggi e i moduli di elasticità 
delle due sfere (fig. 1315 a), si trova (per 1/m = 0,3) (formule di , 
Hertz) 


1 1 

Ft —_— 

P.I KE 

(979) a= 11/5 a 
f1 0 fa 


La pressione mutua p varia secondo le ordinate della mezza 
sfera avente per base l’area di contatto; per cui si ha 


(980) Pmaz = 1,5 Pmedia = 1,5 P/ma?. 


In seguito alla deformazione, i centri delle due sfere si avvi- 
cinano di A 


(981) d = 0,615 Vae(t+1)(1+1). da 1316. 


Se una delle superficie sferiche è concava (fig. 1315 b), si considera r, negativo. 
Nel caso di due sfere uguali (E, = Ex = Z, rr = r2=r), si ha 


3 s s 
Pr pe PIzi 
(989) a=11l}/37» Pmee=0,38|/=>, d=1,28 urti 


(*) H. HERTZ: Ueber die Berihrung fester elastischer Eòrper, «Journal f. Math. (Crelle) », 
Bd. 92, pagg. 156-171, 1881. 

(*) Per il caso generale di corpi non sferici, si veda ad es. In parte sesta del quinto volume 
dell’opera di A. ForeL: Porlesungen Uber technische Mechanik, Lipsia, Teubner, 1918. 
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Le (979), (980), (931) valgono anche nel caso di una sfera e di un piano (r7= 00), 
purchè questo abbia estensione e spessore notevoli (fig. 1315 c). SeE,=E,= E, 
si ha 


3 3 s__ 
Pr PER Vi 
(9839) a=LL.11 V >» Pma=0,388]/>, $ 123}. 


La Pas non è proporzionale a P, bensì a P!/?, perchè aumentando P au- 
menta anche a. 
b) Nel easo di due cilindri o rulli a contatto lungo una generatrice, se /’, 
è la forza per unità di lunghezza (in kg/cm), la larghezza b della striscia di contatto 
e la pressione massima sono date da 


VISSE i I 
PF, Ha ra) CAME 

(084) b=304|/ Fe. Pam= 0418 |/ 22. 
Ti Ts E, Ei 


Nel caso di un rullo e di un piano (73 = 00), se E, = Eg = Hei ha 


(985) b= 3,04 Dr, Puos = 0,418 ]/ È al . 


Nel caso di due rulli uguali ad angolo retto tra loro, l’area di contatto è un 
circolo, © la Pmaz è data dalla seconda delle (982). 

c) Il valore ammissibile per paz è molto maggiore del carico di sicurezza k" 
a compressione del materiale. Ciò è dovuto anzi tutto al fatto che nell'intorno 
della zona di contatto la materia è compressa in tutte le direzioni, per cui le ten- 
sioni ideali (n. 122 b) risultano assai minori di Pmaz. Inoltre la p ha il valore Pmi: 
solo nel centro della zona di contatto, e diminuisce rapidamente tutt'intorno, sia 
sulla superficie che nell’interno dei due corpi; per cui il materiale circostante, 
meno affaticato, esercita un’efficaco azione di cerchiatura su quello molto affa- 
ticato e ne aumenta la resistenza. 

La Pmos Può pertanto raggiungere impunemente i seguenti valori: 


Ghisa 4000 kg/emq 
Ferro omogeneo 5000» 
Acciaio fuso 6500 » 
Acciaio fucinato 7500 » 


Nei cuscinetti a sfere o a rulli, d’acciaio al crogiuolo temperato, si può giungere 
. fino a 3500038000 kg/emq (*). 

Come risulta dalle (983), (985), la Pas è la stessa se il carico e il diametro 
variano in modo che rimanga costante il rapporto P/r° nel caso delle sfere e P,/r 
nel caso dei rulli (*). 


(%) Per il calcolo del cuscinetti a sfere sì veda, ad es., il secondo volume dell’opera di S. 
TIMOSHENKO: Strength of materials, pag. 559, Londra, Macmillan, 1936. 
(*) Perciò nella pratica si usa assegnare il valore P/ar? del carico per cmq della sezione dia- 
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Esercizio 1152. — Una sfera d’acciaio al crogiuolo del diametro di 1 pollice è 
premuta con la forza P = 250 kg sopra un piano dello stesso materiale. Verifi- 
care la resistenza e calcolare a e ò. 

Soluzione. Il raggio è r = 2,54/2 = 1,27 cm. Assumendo E = 2,2 - 10° kg/emq, 
la seconda delle (983) dà Pmar = 35250 kg/emq. Per quanto si è detto nel n. 605 c), 
questo valore, benchè molto elevato, è ammissibile. 

Inoltre si ottiene (983) a = 0,058 em, dò = 0,0026 cm. 


Esercizio 1158. — Un rullo d’acciaio di 12 em di diametro è premuto sopra 
un piano pure d’acciaio con la forza P, = 500 kg/em. Verificare la resistenza 
e calcolare d. 

Soluzione. Assumendo E = 2,15 - 10° kg/emg, si ottiene (985) Pmas = 5600 
kg/omq, valore che è ammissibile (d’altra parte si ha P,/d = 41,7< 55, nota 85). 

Inoltre si ottiene 6 = 0,114 cm. 


606. Bibliografia, 


Una buona esposizione dei fondamenti della Teoria dell’elasticità si trova nel 
volume di E. Cmsaro: Introduzione alla Teoria matematica della elasticità, "Torino, 
Bocca, 1894. Una 4rattazione fondata sul potenziale elastico, con applicazioni 
al problema di Saint-Venant e ai teoremi generali, è svolta nel primo volume 
dell’opera citata (n. 70) di G. CoLonnETTI. Si veda anche il volume di R. Mar. 
coLoNnGo: Teoria matematica dell'equilibrio dei corpi elastici, Milano, Hoepli, 1904. 

Numerose sono le opere di carattere generale che trattano i più importanti 
problemi della Teoria dell’elasticità. Un vasto repertorio dei vari metodi e dei 
principali problemi è contenuto nel volume di A. E. H. Love: A treatise on the 
mathematical Theory of elasticity, Cambridge, University press, 1927. Molti pro- 
blemi d’interesse tecnico sono studiati con magistrale chiarezza nel volume di 
S. TmosHENKO: Fheory of elasticity, New York, McGraw-Hill, 1934; ediz. fran. 
cese, Parigi, Béranger, 1936. Queste due opere contengono anche ampie bi- 
bliografie. Di singolare importanza è anche l’opera di A. ed L. ToPPL: Drang 
und Zwang, Minchen, Oldenbourg, 1924, 1928, che tratta pure i principali pro- 
blomi tecnici, con interessanti discussioni; nonchè il quinto volume dell’opera 
di A. FoPPL: Vorlesungen iiber technische Mechanik, Lipsia, Teubner, 1918. Pure 
consigliabili sono il volume di H. Lorenz: Z'echnische Elastizitàtslehre, Minchen, 
Oldenbourg, 1913; e il volume di J. PrEscoTT: Applied elasticity, Londra, Long- 
mans-Green, 1924. 

I più importanti problemi riguardanti le tensioni piane sono trattati nelle 
opere già citate di Love, TisrosHenKOo, FoPPL, Lorenz, Prescort. Alcuni di 


metrale nel easo delle sfere, e il valore analogo P,/4 nel caso dei rulli. Per i rulli degli appoggi 
dei ponti, in armonia coi suddetti valori ammissibili per Paz, si deducono dalla seconda delle 
(985) i seguenti valori ammissibili di P} (in kg/em) in funzione del diametro d (in em): 


Rulli e piano di ghisa P,= 454 
» » » ferro omogeneo P, = 334 
» » acciaio fuso = Pi=554 


» » » acciaio fucinato = 72d. 
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essi, specialmente quello delle travi-parete, sono esposti nel secondo volume, 
$$ 74-78, dell’opera di K. Bryrr: Die Statil im FEisenbetonbau, Berlino, Sprin- 
ger, 1934. Molti casi pratici sono studiati teoricamente e sperimentalmente 
nel volume di E. G. Coxer-L. N. G. FiLon: A treatise on Photo-elasticity, Cam- 
bridge, University press, 1931; e nel volume di T. Wrss: Die Kraftfelder in 
Jesten elastischen Kòrpern, Berlino, Springer, 1926. Si vedano anche i volumetti 
di E. LenR: Spannungsverteilung in Eonstruktionselementen, Berlino, V.D.I. 
Verlag, 1934; e di G. Fiscarr: Kerbwirkung an Biegestàben, Berlino, V.D.I. 
Verlag, 1932. Il problema delle tensioni piane è anche riassunto nel $ 3 del 
Cap. II del volume di C. B. Brezeno-R. GrammeEL: Technische Dynamik, Ber- 
lino, Springer, 1939. 

Notevole interesso presentano i problemi riguardanti i solidi di rivoluzione, 
che si studiano in modo relativamente semplice. Per essi si consigliano il Cap. XI 
del volume già citato di S. TnrosHENKO; il Cap. VII, secondo volume, dell’opera 
di A. ed L. FOPPL pure citata; e il capitolo di J. GECKELER: Eotationssymme= 
trische Beanspruchungen, nel vol. 4, del « Handbuch d. phys. u. tech. Mechanik », 
Lipsia, Barth, 1931. 

Estesi riassunti della teoria generale, con molte indicazioni bibliografiche, 
sono contenuti nei Capp. 1° e 2° del sesto volume del « Handbuch d. Physik», 
Berlino, Springer, 1928; negli articoli 23, 24, 25 del volume IV, della « Enceykl. 
d. Math. Wiss. », Lipsia, Teubner, 1907-1914; e nel primo capitolo del volume 3° 
del « Handbuch d. phys. u. tech. Mechanik» già citato. Riassunti dettagliati 
dei problemi speciali, pure con molta bibliografia, si trovano nel Cap. 3°, nel» 
l'Art. 27, nel quarto capitolo del volume 3° e nei capitoli terzo e quinto del vo- 
lumo 4,, rispettivamento delle tre opere citate or ora. 

Indicazioni e riassunti sistematici relativi alle ricerche eseguito fino a circa 
il 1890 sono raccolti nei tre volumi dell’opera di I. ToDHUNTER-K. PEARSON: 
A history of the Theory of elasticity, Cambridge, University press, 1886, 1893, 
nella quale però sono taciuti i maggiori Autori italiani quali BETTI e CASTIGLIANO. 

‘Troppo numerose sono le ricerche speciali perchè se ne possa dare qui un 
elenco sia pure sommario. Ci limitiamo a ricordare fra i principali ricercatori 
J. Boussineso, L. N. G. Fiom, A. FoPPL, A. MesnaGER, J. H. MIcHELL, 
B. DE Sarvr-VENANT, A. TruPE; e a consigliare per le indicazioni bibliogra- 
fiche il Cap. 3° del sesto volume già citato del « Handbuch d. Physik ». Fra le 
rivisto che accolgono memorie di questa specie sono da segnalare: « Philoso- 
phical Magazine», « Z8. fir angewandte Mathematik und Mechanik », « Inge= 
nieur-Archiv ». 


CAPITOLO XXVI. 


LE LASTRE PIANE 


607. Generalità. 


Nei capitoli precedenti abbiamo studiato soltanto le strutture costi- 
tuite da una o più travi, sia rettilinee che ad arco. In pratica però sono 
frequenti anche le strutture costituite da lastre o piastre, cioè aventi 
una delle dimensioni piccola rispetto alle altre due (mentre le travi 
hanno due delle dimensioni piccole rispetto alla terza). Così nei solai 
S'împiegano spesso lastre piane, perchè la lastra è più rigida ed econo- 
mica di un’orditura di travi; mentre ad es. nei serbatoi si fa uso di lastre 
piane o curve, per lo stesso motivo e perchè le pareti devono essere delle 
superficie continue. Il presente capitolo tratta delle lastre piane; i prin- 
cipali tipi di lastre curve saranno considerati nel Cap. XXVIII. 

Lo studio delle lastre presenta difficoltà molto maggiori di quello delle 
travi. Anzi tutto il funzionamento è più complesso, per cui l’esame intui- 
tivo preliminare, che è tanto utile in ogni caso, risulta qui più difficile. 
Si ha poi una indeterminazione statica interna, che nelle travi inflesse non 
esiste, almeno se la sezione è stretta (n. 167): ad es., in una lastra cir- 
colare appoggiata al contorno, caricata uniformemente, è facile calcolare 
(n. 644, es. 1241) il momento flettente totale in una sezione diametrale, do- 
vuto alla reazione di metà del contorno e al carico su metà della lastra; 
ma è staticamente indeterminata la legge di ripartizione di tale mo- 
mento lungo la sezione (nota 3). Un'altra causa di maggiore complessità 
rispetto alle travi è dovuta alla contrazione trasversale, che nelle travi 
inflesse di sezione stretta avviene liberamente (n. 130), mentre nelle lastre 
risulta contrastata (n. 131). Inoltre, nelle varie sezioni delle lastre esiste 
anche un momento torcente, che ha un’influenza sostanziale sul compor- 
tamento della lastra; mentre nelle travi inflesse tale momento non esi» 
Ste. A queste cause si aggiungono difficoltà analitiche maggiori, le quali, 
ad eccezione del caso della lastra circolare caricata simmetricamente, 
possono essere considerevoli, e in certi casi addirittura insormontabili. 

Studieremo da prima la lastra circolare e la corona circolare cari- 
cate simmetricamente rispetto al centro, che richiedono soltanto con- 
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siderazioni e sviluppi analitici elementari. Quindi ci occuperemo delle 
lastre di forma qualsiasi, esponendo la teoria generale e indicando i prin- 
cipali metodi di risoluzione, che applicheremo ai casi più frequenti. Per 
molti casi particolari saremo invece costretti a riportare solo i risultati, 
per non eccedere nella mole del presente capitolo. Tuttavia le cose più 
importanti saranno chiarite mediante considerazioni intuitive, che con- 
tribuiscono forse meglio dei lunghi calcoli a creare il necessario senso 
statico del comportamento delle lastre. Indicheremo poi i più importanti 
metodi approssimati per il calcolo delle lastre e le relative applicazioni. 
Infine, opportune indicazioni bibliografiche consentiranno di rintracciare 
quei maggiori sviluppi analitici che qui sono soltanto accennati. 

Le lastre così dette sottili, cioò di spessore piccolo rispetto alle altre due 
dimensioni, si studiano coi criteri della Scienza delle costruzioni (salvo le suddette 
maggiori difficoltà concettuali e analitiche), cioò in base a ipotesi analoghe a 
quelle che servono per lo studio delle travi (nn. 608 a, 609 3, 619). Soltanto le 
lastre grosse (n. 653) si studiano coi metodi della Teoria dell’elasticità. 


608. Flessione semplice in due direzioni ortogonali. 


a) Consideriamo da prima il caso di una lastra rettangolare di spes- 
sore costante s, inflessa sia nel piano «2 che nel piano yz (fig. 1316 a) 
da coppie M, ed M, uniformemente ripar- 
tite lungo i lati paralleli a y e a e. Indi- 
chiamo con m, ed m, i momenti per unità 
di lunghezza di ciascun lato (1). La lastra 
8’inflette in entrambe le direzioni, e il 
piano medio xy (come pure ogni piano a 
esso parallelo) diventa una superficie a 
doppia curvatura, che si chiama superficie 
elastica della lastra. 

Analogamente a ciò che accade nella 
flessione delle travi (n. 125 c), ogni tratto 
dy o dx (fig. 1316 b) delle sezioni normali 
ax0 ay (elo stesso dicasi per qualunque 
altra sezione retta) si conserva piano, cioè 
non s’incurva nel piano verticale (però un 
tratto di larghezza finita della sezione diventa generalmente gobbo). In 
altri termini, ogni segmento rettilineo e normale al piano medio della 
lastra si conserva rettilineo anche dopo la deformazione e normale alla 


Fig. 1316. 


(*) Essi hanno le dimensioni di un momento diviso per una lunghezza (ossia di una forza), 
e si misurano in kgm/m o in kgem/cm. 
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superficie elastica (?). Inoltre, se la deformazione è piccola, cioè se gli 
spostamenti % dei punti del piano medio nella direzione 2 sono piccoli 
rispetto allo spessore s, possiamo ritenere con buona approssimazione che 
le dilatazioni e, ed e, provocate da m, ed m, siano nulle in corrispon- 
denza del piano medio, ossia a metà dello spessore (es. 1155). Quindi, 
se 1/0, e 1/0, sono le curvature della superficie elastica nei piani «2 e 
y2, le dilatazioni e, ed e, in un punto distante 2 dal piano medio sono 
espresse (n. 126 a) da 


(a) €, > 


La tensione o, è evidentemente nulla; quindi valgono le (905,), che 


per le (a) diventano 
1 7 Ez (1 1 ) ( 1 ) 
n) = alta 7 È m 


Isolato dalla lastra un elemento di volume di spigoli de, dy, 8 
(fig. 1316 b), sulle facce normali a 2 e a y agiscono i momenti m,dy ed 
m,yda, che sono rispettivamente equivalenti al complesso delle G, e delle 0,. 
Supposta la larghezza uguale a 1 (anzichè uguale a dv 0 a dy), i momenti 
unitari sono definiti da (°) 


(0) 


+42 +4/2 
(e) : my= fos-1d-2, my = fo,-1d2-2; 
—s2 —s)2 


ossia, sostituendo alle o le espressioni (b), 


E (1 1 a E dl: 1 (ae 
(4) merizl + af m=la(t+ dae 
Poniamo 
se +5/2 ca 5 
Vs 
(986) eri La. = Ra») Bi 


—s12 


(*) Ciò si verifica esattamente nel caso presente della flessione semplice; mentre nel caso 
generale in cui agiscano dei carichi normali alla lastra, ciò si verifica in modo sufficientemente 
approssimato, purchè lo spessore sia piccolo rispetto alle altre dimensioni (lastre sottili) (v. il 
n. 653 a). 

(*) Causa l’indeterminazione interna accennata nel n. 607, questi momenti unitari non si 
possono definire come momenti esterni, ossia come momenti delle forze esterne che precedono la 
sezione (come si fa per le travi). Tanto più che in molti casi non è possibile, in tal modo, nem- 
‘meno calcolare il momento totale nell'intera sezione, come ad es. nella sezione mediana di una 
lastra quadrata (nota 185). Perciò i momenti m,, my si possono definire soltanto come momenti 
delle tensioni interne c, 0 c,, mediante le (c). Quindi i loro valori si possono dedurre soltanto 
dalle derivate secondo d* dz e d°/dy8, mediante le (1050). 
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B è la rigidezza a flessione delle lastre (altri autori la indicano con D 0 
con N). Essendo s*/12 = 1s°/12 il momento d’inerzia Y della sezione per 
unità di larghezza, si ba B=EJ:(1—»w); per cui B corrisponde alla 
rigidezza EJ delle travi (n. 126 a), salvo il divisore 1— x = (m°—1):m, 
dovuto alla contrazione trasversale che non avviene liberamente (cfr. il 
n. 131) (*). 

Quindi le (d) diventano 


(987) m=B(7-++3), m=B(7+v1). 


Si noti l'analogia di queste relazioni con le (905,) (5). 
0) Se m,=m,=wm (flessione uniforme), le due curvature l/o, € 
1/0, risultano uguali tra loro, e si ha 


1 m m 
(988) e7a+y8 =!" xy 


La superficie elastica è sferica, di raggio o. 

Lo stesso accade anche nel caso di una lastra circolare soggetta a 
coppie agenti in piani radiali (fig. 1317 a) 
e uniformemente ripartite lungo il contor- 
no (poichè nel caso di due momenti uguali 
my, =m,=m si ha un momento m costan- 
te in tutte le direzioni e in tutti i punti, 
n. 623 5). Se E è il raggio della lastra, la ro- 
tazione a al contorno e la freccia f nel centro 
(v. es. 94) risultano 


R mR 
(989) =) 
(090) = (2R) RR? mE? 


Fig. 1317. 


80 20 21-+»B° 
L’abbassamento di 0, rispetto a una circonferenza generica di rag- 


gio r (fig. 1317 b) è dato dalla (990) con r al posto di F. Quindi l’equa- 
zione della superficie elastica risulta 


mR? mr 


m 
(991) T= 25143) 220 13) asi pa E). 


(‘) B è un po” maggiore di EJ. Se v= 0,3, è 1:0,91 = 1,10 volte maggiore; se v = 0,1 
(cemento armato, nota 28), è 1,01 volte maggiore. In quest’ultimo caso l'influenza della con- 
trazione trasversale si può dunque trascurare. 

(*) Posto E : (L1—v?) = E,, le (905) si possono scrivere Sa = Ex(9 + vey), cy = Ex(cy + veg) 
e hanno la stessa forma delle (987). 
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Si ha flessione uniforme o sferica anche in una lastra di forma qualsiasi, 
soggetta a momenti uniformemente ripartiti lungo il contorno (analogamente al 
caso della tensione uniforme, n. 581€). 

e) Se agisce solo m_, la lastra s’inflette secondo una superficie cilindrica 
(salvo in prossimità dei bordi paralleli a x, n. 131); cioè si comporta come una 
trave inflessa, con la sola differenza che interviene B invece di EJ. Quindi tutti i 
problemi sulle lastre rettangolari appoggiate solo lungo due lati opposti si stu- 
diano come per le travi; e se agisce anche una forza 8 secondo £, si studiano 
come nel Cap. XIII, 0). 


Esercizio 1154. — Calcolare le tensioni provocate da una differenza di tempe- 
ratura { fra le due facce di una lastra circolare di spessore costante s, incastrata 
al contorno. 

Soluzione. Ammettiamo che la temperatura vari linearmente nello spessore 
della lastra. Quindi, se la lastra fosse appoggiata al contorno, anche la dilatazione 
e varierebbe linearmente, e la lastra si deformerebbe senza che nascessero ten- 
sioni. La differenza fra la massima dilatazione e quella a metà spessore sarebbe 
at/2. Perciò la superficie media diventerebbe sferica, di raggio 0 tale che 


8/2 Ù È 1 
(a) lla da cui —_=-. 
L’incastro al contorno impedisce tale deformazione, costringendo la lastra 
a rimanere piana. Per cui nasce un momento d’incastro che si ottiene confron- 
tando la (988) con la (a): 
t 
PE sutra, 


Quindi la massima tensione risulta 


m 6at(1+ v)B _ at. _E 


(0) Omar S 5376 s 2» 


Questo risultato vale anche se la lastra è rettangolare (n. 608 è). 


Esercizio 1155. — Determinare la dilatazione nel piano medio della lastra nel 
caso della flessione uniforme, quando la deformazione non è piccolissima (°). 

Soluzione. Le fibre giacenti nel piano medio sono esenti da dilatazioni sol- 
tanto nel caso in cui la superficie elastica sia sviluppabile (ad es. cilindrica, es. 1186). 
Altrimenti la deformazione della lastra è accompagnata da dilatazioni anche nel 
piano medio, di allungamento nella parte centrale, e di accorciamento nelle 
fibre periferiche prossime al contorno (come accade quando si deforma un piano 
secondo una superficie a doppia curvatura. 

Si abbia una lastra circolare di raggio R, soggetta a flessione uniforme. Trascu- 
rando per semplicità l’allungamento delle fibre radiali (”), ossia supponendo che 


(*) S. TIMOSHENKO: Strength of materials, vol. secondo, n. 19, Londra, Macmillan, 1936. 
(') In realtà le fibre radiali subiscono un certo allungamento, e quindi quelle periferiche 
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l’arco 40, sia lungo quanto il raggio E primitivo (fig. 1318), l’accorciamento uni» 
tario delle fibre periferiche, al contorno della lastra, risulta 


2aR—2nR, _R—R,_ qa gsena_a—sena 


FE 2a E 0a a 


Se a è abbastanza piccolo, si può arrestare lo sviluppo in serie di sen a al secondo 
termine, ponendo sena = a— a/6; per cui si ha 
A\ (a) —e= a8/6. 
IN 
FIX La freccia f risulta (cosa = —1— a2/2* 
fd PA 
Ù N j=0(1— cos a)= ga'/2. 


va Ri lo__\ 5, 
AT? Quindi la (a) si può anche scrivere 


RO, ti 
Fig. 1318. (992) sare 


(4 


Per la (a) del n. 608, le massime dilatazioni dovute alla flessione valgono 
max e = max 2/0 = 8/20. Perciò la dilatazione (992) è trascurabile rispetto a 
queste, se //30 è piccolo rispetto a 5/20, ossia se la freccia f è piccola rispetto allo 
spessore s (come si è affermato nel n. 608 a). Altrimenti si hanno delle tensioni 
o non trascurabili anche a metà dello spessore; ossia ai momenti flettenti m 
si sovrappongono degli sforzi normali di trazione nel centro e di compressione 
al contorno. 


A) LE LASTRE CIRCOLARI CARICATE SIMMETRICAMENTE. 


609. La lastra circolare ‘°), 


a) Consideriamo una lastra circolare di raggio & © di spessore co- 
stante s, appoggiata o incastrata in modo uguale lungo l’intero contorno, 
disposta orizzontalmente, e soggetta a carichi verticali distribuiti con 
simmetria radiale rispetto all’asse # normale al piano medio e passante 
per il centro O (ossia distribuiti con legge che può essere variabile al va- 
riare della distanza r dal centro, ma invariabile lungo ogni circonferenza 
di centro 0). 


subiscono un accorciamento unitario un po’ minore del valore (992). Si veda in proposito S. Timo 
SHENKO: Flessione di lastre con piccola curvatura iniziale, «Mem. Istit. Comunicazioni », pag. 23, 
Pietroburgo, 1915 (in russo); Theory of plates and shells, n. 67, New Jork, McGraw-Hill, 1940. SI 
veda anche il n. 276 del volume di J. PrEScoOTT: Applied elasticity, Londra, Longmans, 1924. 

(*) S. D. Porsson: Mémoire sur l’équilibre et le mourement des corps élastiques, sezione set- 
tima, pagg. 545-570, « M6m. de l’Acad. », Parigi, Vol. 8, 1829. 

Per lo studio più esatto delle lastre circolari tenendo conto anche della deformazione dovuta 
al taglio si veda ad es. il n. 20 del volume di S. TINOSHENEO citato nella nota 7. Si vedano 
anche le memorie ivi citate. 
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In virtù di questa simmetria di forma, di vincoli e di carico, in ogni 
sezione diametrale sono nulle entrambe le tensioni tangenziali 7,, © ta, 
(v. la fig. 1284), e si hanno tensioni normali (03) che sono ugualmente di- 


distribuite in tutta la sezione. Le tensioni 0,; Ga, T,3,S0n0 dunque funzioni 


Se al contorno la lastra è libera di spostarsi nel proprio piano, ossia se 
non è trattenuta, e se le ordinate È della superficie elastica sono abbastanza 
piccole rispetto allo spessore s (es.1155), possiamo ammettere che le tensioni 
normali o, e cs si annullino per 2 = 0, cioò in corrispondenza del piano 
medio, che perciò è neutro (altrimenti v. il n. 651). Inoltre ammettiamo 
che ogni segmento rettilineo e normale al piano medio si conservi retti- 
lineo anche dopo la deformazione e normale alla superficie elastica. 
Quest'ultima ipotesi, corrispondente a quella di Bernoulli-Navier della 
conservazione delle sezioni piane (n. 125 c), è 
esatta nella flessione semplice (n. 608 a), ed è 10 
soltanto approssimata quando esiste il taglio 
(nn. 201, 653 a) e tanto meglio quanto più 
8 è piccolo rispetto al diametro della lastra 
(n. 619). La conseguenza è che le c variano 
linearmente (supposta valida la legge di Hooke) 
e sono proporzionali alla distanza z dal piano 
medio. Inoltre una sezione cilindrica di asse £ 
diventa conica, col vertice 0; su 2 (fig. 1319). 

Supponiamo poi che gli abbassamenti © siano 
piccolissimi rispetto al diametro della lastra, 
ossia che la superficie elastica abbia dovunque Fig. 1319. 
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un’inclinazione piccolissima. Ne segue che l’inclinazione g nel piano rz 
e l’ordinata Z in un punto distante r da O (fig. 1319) sono legate da 
tgp =—p=—dt/dr (a dr positivo corrisponde dî negativo); e che 
la curvatura della superficie elastica nella sezione meridiana è data 
(come nel n. 205 a) da 1/o,=— d*/dr® = dp/dr. Nel piano normale 
al piano rz e passante per 0,0;, due normali alla superficie elastica vicine 
concorrono nel vertice 0, del cono suddetto; per cui la curvatura in tale 
piano risulta 1/00 = g/r. Si ha dunque 


daN 1 Ri di 1 
a), 0), (0) p=—-# ds, ta dr? Q o; 


Infine, essendo trascurabile la 0, (nn. 203 4, 620 a), possiamo am- 
mettere (n. 205 a) che fra i momenti fiettenti e le curvature valgano 
le relazioni (987) trovate nel caso della flessione semplice. Sostituendo 
in'esse le (0), (c) si ottiene 


[ d [ | 

(993) m=B( +2), m=B(£ 4,92). | 
e) Consideriamo ora un elemento della lastra, limitato da due su- 
perficie cilindriche di raggi r ed r + dr e da due 
piani radiali formanti l’angolo d0 (fig. 1320). 
Sulle facce ab e cd agiscono le coppie m,rd0 ed 

(m, + dm,)(r + dr)d0, la cui differenza, trascu- _ 
rando l’infinitesimo del terzo ordine, è m,drd0 + 
Fdmyrd0. Inoltre agiscono le forze t,rd0 e (t,+ 
+ di,)(r + dr)d0, il cui momento è \t,rd0 - dr. 
Sulle facce ac e dd agiscono le due coppie mydr, 
il cui momento risultante nel piano 2 è — medrd0. 
. Il momento del carico agente sull’elemento è 
infinitesimo del terzo ordine. Quindi, per l’equi- 

librio alla rotazione nel piano rz, si deve avere 


mydrd0 + dm,rd0 — medrd0 +- t,rdrd0 = 0, 


Fig. 1320. 


ossia 4 
(d) m+ rm +e =0. 


d) Sostituendo nella (4) le espressioni (993), si ottiene l’equazione 
differenziale che determina la funzione g(r) (*): 


dp 1 do ®© 
(994) antr'a 7 E° 


(*) La (994) è un’equazione differenziale ordinaria del secondo ordine nella funzione inco- 
gunita 4(r). Essa consente di studiare una gran parte dei problemi relativi alle lastre circolari di 
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È facile scrivere l’espressione di i, per ogni condizione di carico sim- 
metrico. Tuttavia ci limitiamo al caso di un carico uniforme D per unità 
di superficie della lastra e di un carico P concentrato nel centro, poichè 
le altre condizioni di carico si possono studiare in altro modo (n. 613). 
Nella sezione cilindrica generica di raggio r il taglio totale #,2rr deve fare 
equilibrio al carico pwr? + P: 


x ; ri PB 
(995) t.,-2ar= par | P, da cui +-T42. 


Quindi la (994), scrivendo il primo membro in forma più comoda per 
l’integrazione, diventa 
a[1 d l/pr, P 
0) AE Foo) =-+0 +55). 


Integrando una prima volta, si ha 


1 d 1/pe, P 
T'am=-3(7 + ben)+0. 
Moltiplicando per r e integrando di nuovo, si ricava (29) 


—-_ pi __P(relogr rn La 
messa ag) +A7+% 
da cui 


(096) n pr Cr. Ca 


Pr 
= 165 Sab (2 logr-1) + ge 


Infine, essendo per la (a) d5/dr =— gp, un'ulteriore integrazione dà 
l’equazione della superficie elastica (19) 


lil Pr? Cyr3 
(997) t= Gin + splogr—1— 2 0,1ogr+0,. 


Le costanti C,, Ca, C: si determinano mediante le condizioni al con- 
torno e al centro. 


610. La lastra circolare incastrata. 


a) Studiamo da prima la lastra incastrata al contorno, per la quale 
le costanti si determinano in modo più semplice. 


| spessore costante caricate simmetricamente, e la sua integrazione è più semplice dell’integrazione 
dell'equazione del quarto ordine (1045) o (10453,) nella funzione incognita E(r), cho serve invece 
per lo studio di qualche problema più complesso. 

(°*) Si ha 
ngi SUA $ ) 
; x Ò Cc 
Anne — ae) PL _ 1+)) Lera (-y)P_ 149) L1-B (\-y (° 

Te ( AI si (i Di +. ( L n 
ino (us) _ 2 [e GPge ci] et an) le 
di 6 Ba z ni 


anti 
Setograr= Ga pl Dios — 1, 
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Per y = 0 si ha = quindi nella (996) dev'essere C,= 0, altri- 
menti per 7= 0 risulterebbe p = 00. Per r = È si ha g=0, cioè 


43 
ELI (@logR—1)4 &É 2 =; 
da cui si 2 
0,=E5 +7p(@0e8-1). 
Quindi la (996) diventa 
e: R 
(998) = I mi 9) + Gp'ls7. 


Per r= r si ha £ = 0; quindi, sostituendo C, nella (997), dev'essere 


pr _ PR 3 
EIA +55 (log R—1)—355 — {np log B_1)+0=0, 
da cui 
0, PR, PI 

64B 167B" 

Perciò la (997) diventa 
P R 

09) t=gfp lr gpl _2rtog 7). 


b) Carico ai Per P=0 le (998), (999) diventano 
(1000), (1001) p= sia rr e = E (R°—r2). 


La freccia risulta 
pri _ SA), pit 
(2002) Î= 68 = 16 Ds 
Sostituendo le espressioni di g e di dp/4dr nelle (993), si ottengono le 
espressioni di mm, ed my in ogni punto (la variazione è parabolica): 


(1003) mm, = È [(1+»)E°—(3+»)r), me= Pi [(1+»)E°— (14 3»)r2]. 


Nella fig. 1321 sono rappresentate la superficie elastica e una metà 
dei diagrammi 73, ed n. 
Nel centro della lastra si ha (Q = pa? carico totale) (11) 


(1004)  m,=m=(1+) ne =(1+) i. 


(indipendente da R) 


(3) Mentre nelle travi i momenti fiettenti, oltre che al valore di Q o di P, sono proporzionali 
anche alla lufighezza 7, nelle lastre i momenti unitari sono invece indipendenti da , perchè ere- 
scendo R cresce il braccio delle forze, ossia i momenti totali, ma cresce anche la larghezza della 

sezione resistente. Ciò accade per i momenti (1004), (1005), (1011), (1017), (1025). 
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Al contorno si ha (12) 
2 
(1005) m= 22 __@Q pR? 


Il momento massimo (in valore assoluto) è m, 


al contorno. Quindi la 
massima tensione 0, = m,/W = 6m,/s risulta 


2 
(1006) max o, = +3. PE 


Se l’incastro non è perfetto, si deve naturalmente aumentare il mo- 
mento nel centro, come si fa per le travi. 


+ p i P 


Fig. 1321. Fig. 1322, 


c) Carico concentrato nel centro. Per p=0 le (998), (999) diventano 


È P R P E R 
(1007), (1008) p= 7g rlog7, => mp(e 7° — 21° log 7) 
La freccia risulta (tim 12 log R/r = 0) 
PR: 3 PR 
(1009) } 16rB 7 (1_,9) da Es * 


Per P= @ = pal? questa freccia è quadrupla della (1002). 
Sostituendo 9 e dp/dr nelle (993), si ottiene (fig. 1322) 


P RE PD R 
(1010) n, = £[o +r)log7— 1| 3, m= 20 +3)log 7-— A] 5 
Al contorno della lastra si ha 


P Fig 
(1011) ib den =) festa 


(*) Il momento m; al contorno, dove la curvatura 1/05 è nulla, 


è dovuto a 1/0, c alla con. 
trazione laterale impedita. Si ha m QD, 


in armonia col n. 131 (cg=cg/ima v6,) e con le (993) 
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Per P=@ questi momenti sono doppi dei momenti (1005). Nel centro 
m, ed ms risultano infiniti (v. n. 614, es. 1167, 1168, 1169). 

d) Per il calcolo della lastra circolare vincolata lungo il contorno 
a una trave ad anello si vedano gli esercizi 930-933. 


611. La lastra circolare appoggiata (1°). 


La lastra appoggiata si può studiare in modo analogo a quella inca- 
strata, determinando C,, €», Cs mediante le condizioni pg = 0 perr= 0) 
ed(m,= 0, =0 per r = R. Tuttavia il calcolo è più laborioso. Perciò 
è preferibile ottenere la soluzione sovrapponendo a quella della lastra 
incastrata quella di una lastra soggetta lungo il contorno a un momento 
m uguale e contrario al momento d’incastro della prima (14). 

a) Carico uniforme. Nella lastra incastrata si ha al contorno m, = 
= — pR°/8. Quindi ai risultati del n. 610 8) aggiungiamo gli effetti pro- 
dotti da una coppia m = + pR?/8 agente lungo il contorno; effetti che 
sono dati dalle (988), (989), (990), (991). 

Si ottiene così 


(1012), (1013) p= e n), t= ip mite n) 


168” 
L’inclinazione al contorno e la freccia risultano (v. la nota 167) 


pR° 5+v pR' _356+»)1—) pr 
sa +: Î3143 648" 16 Ds 


(1014), (1015) a= 


La freccia è (5 + v):(1-+ v) volte maggiore di quella della lastra inca- 
strata (per v = 0,3 è circa 4 volte maggiore). 

Il momento m lungo il contorno provoca momenti m, = my = m in 
tuttii punti (n. 608 2). Quindi, aggiungendo m, = ma = pR*/8 alle espres- 
sioni (1003), si ottiene (fig. DR) 

a 2 


2 __ g2 lv 
(1016) m, = (8 + fieri 0 me= [+ )E—(1+ 301]: 
Nel centro della lastra si ha (1) 
R2 o 
(1017) m=m= 8 +) BE rg, 


(*#) La lastra s’intende appoggiata lungo il contorno. Se invece una parte della lastra sporge 
oltre la circonferenza d’appoggio, si vedano gli esercizi 1179, 1180. 

(3) S. TIMOSHENKO: Strength of materials, vol. secondo, pag. 494, Londra, Macmillan, 1936. 

(**) Può apparire strano che il valore del momento nel centro dipenda dal valore di v, men- 
tre si sa (n. 641, es. 1241) che l’insieme dei momenti my agenti sopra un’intera sezione diame- 
trale deve fare equilibrio al momento della reazione di metà del contorno e del carico su mezza 
lastra, e che questo momento non dipende affatto da v. Si veda in proposito l'esercizio 1159. 


— fr 


e 
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Esso è (34 »):(1+?) volte maggiore del momento nel centro della 
lastra incastrata (circa 2,5 volte, se v= 0,3); però è soltanto 3+»):2 
del momento m, al contorno di questa lastra. Al contorno si ha (19) 


(1018) m=0, me =(1—v)pR/8. 

La tensione massima si ha nel centro, e risulta (1017) (PW = 182/6) 
36 +0) pr 

8 gr 


Nel centro la 0,» è costante in tutte le direzioni contenute nel piano 
medio. Perciò, se si accetta il criterio che fa dipendere la resistenza del 
materiale dalla massima dilatazione (n. 122 5 e Cap. XL), la tensione 
ideale corrispondente è (17) 


(1019) Omas = + 


(1019,) MAX G-4 = (1— V)0na = (1—1) Ata) i Pe . 


Mo 


Fig. 1323. Fig. 1324. 


b) Carico concentrato nel centro. Nella lastra incastrata si ha al con- 
torno m, =— P/4x. Quindi ai risultati del n. 610 e) aggiungiamo gli 
effetti prodotti da m = + P/4x agente lungo il contorno. 

Si ottiene così 


P R 1 
(1020) P= b r(tog 5A + 1) , 
P_|8 R 
(1021) t=;G5 È È Rs) 2° log 7 ] a 


(*) Il momento my al contorno è dovuto all’incurvamento della lastra nel piano normale 
a r; incurvamento che è nullo nella lastra incastrata. Ossia è dovuto alla rotazione a del con- 
torno, che fa accorciare le fibre periferiche superiori e allungare quelle inferiori. 

(!’) In una trave appoggiata di lunghezza 1 =2Redilarghezza unitaria (quindi g =p) si avrebbe 


Vi 
maxo = PERÒ, =3 


Invece nella lastra circolare, per v = 0,3, si ha max Sia = 0,866 pR?/s3, che è 3,16 volte minore 
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L’incelinazione al contorno e la freccia risultano 


PR 3+» PR 
4aB(1+4)” i=T4%5 16rB* 


La freccia è 4(3 + ») : (5 + ») volte maggiore della (1015) dovuta a Q = P 
(circa 2,5 volte, se » = 0,3); ed è (3 +v):(1-+») volte maggiore della 
(1009) nella lastra incastrata (circa 2,5 volte, se v = 0,8). 

Aggiungendo m, = my = P/4x alle espressioni (1010), si ottiene (fi- 
gura 1324) 


P R 
GO) m= +) ze 7, | m= fa +ogE 4 ar]. 


(1022), (1023) a 


Al contorno della lastra si ha 


(1025) m,=0, me=(1—7) La . 


Nel centro m, ed my risultano infiniti (v. n. 614, es. 1167, 1168, 1169). 


Esercizio 1156. — Una lastra circolare di ferro, del diametro di m 1,20 e dello 
spessore di 26 mm, è appoggiata al contorno ed è caricata con 20000 kg/mq. 
Calcolare la tensione massima e la freccia. 

Soluzione. Per v = 0,3 le (1019), (1015) diventano 


pri, 
Es 


2 
Cmaz = 1,9975225 » j= 0,6956 


Quindi si ottiene (p = 2 kg/emq) 


2-60? , 2 604 
Omar = 12375 => = 1318kg/emg, = 0,6956 SI ins 


26 = 0,488 em. 


Alla Omas corrisponde (1019) una 04 = (1 V)Omaz = 0,7 + 1318 = 923 kg/emq. 
Se si vuole usare la prima delle espressioni (1015), la rigidezza (986) della 
lastra è B= 3,38 - 10° kgem. 


Esercizio 1157. — Idem; calcolare max o, e max 0y per r = £/2. 
Soluzione. Le (1016) danno 


DI a a 
sn, = 0,3 A(6C_209 


= 1114 kgem/em 


my = i (3,3 - 60°— 1,9 - 30°) = 1271 kgem/em, 


Si ha poi W = 1s°/6 = 2,6°/6 = 1,127 cm?/em. Quindi si ottiene max o,= 
= 1114/1,1297 = 990 kg/emq, max gg = 1271/1,127 = 1130 kg/emq. 


Esercizio 1158. — Progettare una lastra circolare di cemento armato di 5m di 
diametro, appoggiata al contorno e soggetta al carico uniforme p= 1500 kg, mq. | 
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Soluzione. a) Nel centro si ha (1017) (calcestruzzo v= 0,1, nota 28) 
m, = mg= me, = 3,1 + 1500 - 2,502/16= 1816 kgm/m. 
Assumendo k,= 50 kg/emq, k,= 1200 kg/emq, si ottiene 


R=0,388V1816/1= 16,5 em, A,=0,00238/T816-Î= 10,01 emq/m. 


Lo spessore può essere s= 18 em. Si possono usare dei ferri di 14 mm distanti 
15 em tra loro. 
Per r= 1,25 m si ha (1016) 


m,= 3,1 150%2,50° — 1,25?) : 16= 1362 kgm/m 
mg = 1500(3,1-2,50*— 1,3-1,253) : 16= 1626 » 


b) L’armatura può essere costituita (fig. 1325 a) da ferri radiali che resi. 
stono a m, e da ferri circolari che resistono a m; distanti tra loro (sia gli uni 
che gli altri) 15 cm in prossimità del centro della lastra. 

A m 1,25 dal centro la distanza dei primi può diventare (1816/1362)15= 20 cm, 
e quella dei secondi (1816/1626)15=- 17 cm. In prossimità del contorno la di» 
stanza può aumentare ulteriormente. 

I ferri radiali non si possono incrociare nel centro, perchè quelli superiori 
risulterebbero troppo vicini all’asso neutro, e perciò inefficaci. Quindi nella zona 
centrale si dispongono due ordini di ferri normali tra loro. 


di 


Fig. 1325, 


©) Riesce più semplico un’armatura costituita da due ordini di ferri 
inerociati (fig. 1325 b), cioè disposti secondo due direzioni qualsiansi normali 
tra loro. I ferri possono essere di 14 mm come nella prima soluzione; e la 
loro distanza può essere di 15 em per quelli poco lontani dal centro, poi 
man mano erescente per quelli più lontani. 
(Se si considera, ad es. nel centro, un prisma di lastra a forma di triangolo 
rettangolo isoscele, di cateti 1 normali alle direzioni 2 e y dei ferri e di ipote» 
nusa 2 a 45°, è facile riconoscere che lo tensioni nei ferri provocate dai 
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momenti m,= m, ed m,=m, fanno equilibrio anche al momento #,4/ 2 agente 
sulla faccia a 45°. Per cui la resistenza è assicurata anche per le sezioni 
oblique ai ferri.) 

d) Invece dei momenti veri nei vari punti della lastra, si può (n. 644 b) 
calcolare il momento unitario medio nelle sezioni diametrali, che risulta (1188) 


m= 1500 - 2,50°/6= 1562 kgm/m, 


A questo momento corrispondono h= 15,3 em (s= 17 cm) e 4,= 9,4 emq/m. 
Quindi, adottando ancora dei ferri di 14 mm, la loro distanza, uguale dapper- 
tutto, risulta di 16,4 cm. 


Esercizio 1159. — Verificare che l’insieme dei momenti my nell'intera sezione 
diametrale di una lastra appoggiata soggetta a carico uniforme è indipendente 
dal valore di v. 

Soluzione. Per la seconda delle (1016), il momento totale nell’intera sezione 
diametrale risulta, in armonia con la (1187), 


R R 
98 
if nas Da fa fro+ mE: (1+ 8v)r]ar= PIE, 


ed è indipendente da ». 

Invece i valori locali del momento unitario my dipendono dal valore di v. 
Per y = 0-0,1-0,3 si ha nel centro mg = 0,1875-0,19375-0,20625pE?, e al contorno 
my = 0,125-0,1125-0,0875pE?. Dunque se v cresce, my aumenta verso il centro e 
diminuisce verso il contorno; ma il momento totale nell’intera sezione non cam. 
bia (nota 15). Il valore medio di my è (p£*/3) : 2R = pE?/6 = 0,1667pR?. 


Esercizio 1160, - Di quanto si abbassa il centro di una lastra circolare cari. 
cata uniformemente sopra un settore (fig. 1326) avente l’angolo al centro di 1400? 

Soluzione. I carichi agenti sopra settori uguali contribuiscono ugualmente a 
far abbassare il centro della lastra (cfr. col n. 227). Perciò l’abbassamento cer- 
cato vale 140/360 di quello dovuto al carico completo; ossia 140/360 del valore 
dato dalla (1002) o dalla (1015), secondo che la lastra è incas'rata o appoggiata 
al contorno. Però l’abbassamento è un po’ maggiore in altri punti sotto il carico. 


Fig. 1328. Fig. 1327. 


Eserelzio 1161. — Determinare i momenti flettenti nel centro di una lastra 
circolare caricata uniformemente su di una metà (fig. 1327). 
Soluzione. Per il centro della lastra tracciamo due sezioni, una col piano vere 


ha 
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ticale che separa la metà carica da quella scarica, l’altra col piano verticale nor- 
male al primo. Per ragioni di simmetria, nel centro i momenti m, ed m, in queste 
due sezioni non cambiano se si trasporta il carico sull’altra metà della lastra. 
Perciò i momenti m, ed m, valgono la metà di quelli dovuti al carico completo. 
E poichè in questo caso i due momenti sono uguali, sono uguali anche i momenti 
med my, e uguali alla metà del valore dato dalla (1004) o dalla (1017), secondo che 
la lastra è incastrata o appoggiata. Inoltre, sempre per la simmetria, è nullo il 
momento torcente (nn. 620 d, 622) nelle due sezioni suddette. Quindi i momenti 
m, ed m, sono i momenti principali (n. 623 d), e il momento è pertanto uguale 
in tutte le sezioni per il centro della lastra, 


612. Carico agente lungo una circonferenza concentrica. 


Consideriamo una lastra circolare soggetta a un carico distribuito uni- 
formemente lungo una circonferenza concentrica di raggio r,, di valore to- 
tale Q (fig. 1328). Le equazioni (996), (997) valgono sia 
per la parte esterna a tale circonferenza che per quella 1 DEN : 
interna, purchè si ponga p = 0 per entrambe le parti, Ri. 


= a) 


e Q=0 per quella interna. Le sei costanti Ci, Ci, Ci AR, 
Ci, 0", 03" sono determinate dalle condizioni ai li- —_l 
miti (ad es. nel caso della lastra incastrata, esse sono Ra tp d) 
p=0 perr=0,p=0e7=0 perr= RP, uguaglian- Fig. 1328. 


za di , di { e di m, di entrambe le parti per r = r,). 
Tralasciando il lungo calcolo di dette costanti, riportiamo le espres 
sioni dell’abbassamento % (superficie elastica): 
lastra incastrata, parte interna (r < r,) 


0026) = gp + oe + en], 


lastra incastrata, parte esterna (r> #,) 
R_,R+sn 
006) = sont + E mn; 
lastra appoggiata, parte interna (r < r,) 


(1027) t=gdp[-03+ rog + CEN tr], 


lastra appoggiata, parte esterna (r> #,) 


:  BG+)R:—(1—)?2 
arr) t= [e + rog + SEDE mn. 


Dalle espressioni di { si ricavano quelle di pg = — di/dr e di dp/dr = 
=— d/dr, mediante le quali si calcolano (993) i momenti m,, ws in 
ogni punto della lastra. 
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613. Le linee d’influenza per le lastre circolari. 


a) Una lastra soggetta a carichi simmetrici più complessi di quelli 
considerati nei nn. 610, 611 si può studiare sostituendo nella (994) l’espres- 
Bione corrispondente di #, e integrando caso per caso. Tuttavia, quando 
si cerca scltanto la freccia, o il momento nel centro, o all’incastro, rie- 

sce assai più comodo l’impiego delle lince d'influenza 


DN di queste quantità. Esse consentono di calcolare gli 
R=Ioi effetti prodotti da carichi simmetrici qualsiansi, come 
x = a) pure l'abbassamento del centro prodotto anche da 

/ carichi non simmetrici. 
Rai zi) 3) L’abbassamento del centro dovuto a un 
Fig. 1329. carico @ distribuito uniformemente lungo una cir- 


conferenza di raggio (fig. 1329) si ottiene dalle 
(1026) e (1027) per r = 0. Indicando con 2, anzichè con r,, la distanza 
variabile del carico dal centro, si ha 
lastra incastrata 


Q R\. 
(1028) 1= Fi p(R°—e- 20010 Z); 
lastra appoggiata 
si 
(1029) fer E 2 2aelog zl. 


Per Q = 1, le (1028), (1029) sono le equazioni della linea d’influenza della 
freccia f. Esse coincidono con le equazioni (1008), (1021) della deformata 
della lastra per un carico P= @ nel centro, in armonia col teorema di 
Maxwell (n. 378 a). 

©) La linea d’influenza del momento nel centro si ottiene ricavando 
p/r = — (d&/dr) :r dalla (1026) o dalla (1027). Quindi si osserva che la 
parte interna alla circonferenza caricata è soggetta a flessione sferica o 
uniforme (n. 608 5) (analogamente alle due travi della fig. 162, che nel 
tratto centrale sono soggette a flessione semplice o circolare). Per cui, 
avendo presente la (989), in ogni punto interno a tale circonferenza si 
ha m=(1+)B- p/r. 

Per la lastra incastrata si ottiene 


L Q (210gÈ P_i 


r — 8nB 
e quindi risulta 


(1030) m=(1+) DA 
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Analogamente, per la lastra appoggiata risulta 


Q È ,1_v Rx 
ga (2108 E) 1+y 0 R ). 
Le (1030), (1031) danno wm, = #6 = m non solo nel centro, bensì in 
ogni punto della parte interna alla circonferenza caricata. 
d) La linea d’influenza di m,, al contorno di una lastra incastrata 
si può ricavare in modo analogo, partendo dall’espressione (1026,) o (1027,) 
di $ per la parte esterna alla circonferenza caricata. Ma si ottiene in 
modo più semplice mediante il teorema di Land (nn. 381, 382 d). A tal 
fine, si pensa di tagliare la lastra lungo il contorno e di applicare a que- 
sto dei momenti m capaci di produrre una rotazione a = —1. Il mo 
mento m si ricava dalla (989) e risulta m =— (1 + »)B/R. Sostituen- 
dolo nella (991), si ha la deformata del piano medio é = — (R°—-22):2R. 
Le ordinate £ non rappresentano però il momento m,; d’incastro per unità 
di lunghezza del contorno provocato da un carico Q =1 agente lungo 
la circonferenza di raggio 2, bensì il totale del momento d’incastro lungo 
l’intero contorno (per il teorema di Betti). Quindi per avere la linea my 
si divide per la lunghezza 2 del contorno. Per un carico Q generico si 
ottiene così 


(1032) Mi=- 1 Gil 


(1031) Mi =(14 7) 


e) Se la lastra è soggetta a un carico simmetrico ripartito con legge 
qualsiasi p(x), si decompone in striscie elementari (corone circolari), a 
ciascuna delle quali corrisponde il carico p - 2rzdr, che si sostituisce a 
Q nelle (1028),... (1032). Quindi l’effetto totale si ottiene integrando per 
l’intero carico. 

Come verifica delle (1028),... (1032), se si pone 2 = 0 si ritrovano le 
espressioni di f e di m; all’incastro per ? concentrato (nn. 610 e, 611 db); 
mentre se si pone Q = p + 2rxdx con p costante, e si integra da 0 a È, 
si ritrovano le espressioni per il carico uniforme (nn. 610 d, 611 a). 

i) Quando l’effetto cercato è l'abbassamento f del centro, il carico 
può anche non essere simmetrico. Infatti, f non cambia se si sposta un 
carico P lungo una circonferenza di centro 0, o se il carico ripartito lungo 
una circonferenza si riunisce in un punto di questa. Quindi siamo in 
grado di calcolare l'abbassamento del centro per qualsivoglia condizione 
di carico (es. 1160, 1166). 

9) Nel caso di una lastra con un appoggio di livello nel centro, 
per quanto si disse nel n. 379 5), la linea d’influenza della reazione del- 
l’appoggio è rappresentata dalle equazioni (1028) o (1029) della linea {, 
ossia della superficie elastica relativa a un carico 1 nel centro. L'unità 


di misura è il valore di f per e = 0. 
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Esercizio 1162. — Determinare l’espressione di m, nel centro di una lastra cir- 
colare appoggiata o incastrata, soggetta a un carico p uniformemente ripartito 
su di un’area circolare concentrica di raggio a non troppo piccolo 


P (TTT (a. 614) (fig. 1330). 
RIG Soluzione. a) Lastra appoggiata. Sostituendo nell’espressione 
(1031) della linea d'influenza di 2, il carico Q con p - 2rxda, si 
Fig. 1330. ottiene (552) 
1+»v 1_-v x(E°—a?) 
(1033) mi= E. ar Jets + 5 )de= 


1_v 2°2E°— a?)[s 
1+» 4R? 
2_i-v a ,_l 

a 1+y dk Tu 


(1+7) ALE "(210 È +1) î 


o 


- (1+ 3) po (10 
b) Lastra incastrata. Utilizzando nello stesso modo la (1030), si ottiene 


22 
1, op fette e =(1+ ) BÈ (ogÈ + ci 


a 
(1034) m— = sa): 


Il momento all’incastro risulta (1032) 


Li 
a; = i [n 2pedo e (Ecco. 
0 


Per a = R si ritrovano le espressioni relative al carico totale. 


Esercizio 1168. - Determinare l’espressione della freccia nel caso dell’eserci- 
zio 1162. 


Soluzione. a) Lastra appoggiata. Per la (1029) si ottiene () 
ù 3+ » pid 
(1035) {= iù 2rp fee — 08) — 2e* log E cds = 


si anal + v)R?a— (74 3v)at]. 


b) Lastra incastrata. Per la (1028) si ottiene 


a 
(1035,) { Top 200 [(2° a otlog D) ade = Pr (ATA? 3a). 
n 


(*) Si ha 


a +1 
J alog= dr» e 
x 


Gs 1 


a 
2 [n + 1)log È + 1], far log 5 dr = ariR 
o 


ì 
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Esercizio 1164. — Calcolare il momento nel centro e la freccia in una lastra 
circolare appoggiata, soggetta a un carico disposto secondo un cono retto ed 
esteso all’intera lastra (fig. 1331 a). 

Soluzione. Se Q; è il carico totale, si ha 


1 A 3 Ra 38 R_- 
Q=FAEPmoas = da coi Pass i, P= Puo —R = a, 


Quindi il carico agente sulla corona elementare dx generica vale pen iniR 
60, R- 


Q=p-2rsde = pi (E_2)ede. 


») Tui 
Per la (1031), il momento nel centro è dato da Re 


)@ 2)eda = (714 29) si. 


Per la (1029), la freccia risulta 


R 
2. Sf 3+ 3 (Aa) 222log È] (B— 2)zdx = 183+ 43v, _Q:R? 


1= i6nB E] 1+» 1+»v  160078° 


Esercizio 1165. — Idem, nel caso della lastra incastrata (fig. 1331 Db). 
Soluzione. Mediante le (1030), (1028), (1032) si ottiene 


R 


1++,59) (rig 2_R=® = 14 20 
m= 8a pe f(2108 ea pr) (Rare = (1+») 3407 
1 69 3 R 2 
sn (lo E\r_- LU 
ti Tr fe x°— 2x3 log 2) e x)eda 16007 B_* 
Q R 
1 6 ATTO 7 
n= +) ieiiici elite ento — 


Esercizio 1166. — Calcolare l'abbassamento del centro di una 
lastra circolare incastrata, caricata uniformemente sopra un cir- 
colo avente per diametro il raggio & della lastra (fig. 1332). £ 

Soluzione. Consideriamo una striscia generica dr di carico i 
corrispondente al raggio x e all'angolo 0. Essendo x = E cos 0, | 
il carico sulla striscia vale (1°) 


derma 


x = 
da. 
R Fig. 1332. 


dQ = p 20xdx = 2px arccos 


(*) Se invece agisce un carico Q uniformemente ripartito lungo la circonferenza di diamo- 


tro R, si ha 
Q de Q Rar Que 


dQ = - . - == . 
aR aR VR-® sR-d 
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Quindi, per la (1028) e per quanto si è detto nel n. 613 f), l'abbassamento del 


centro risulta S 


x R 
sà Ts J © arccos F (a x°— 2a? log 2) da; 
9 


ossia, se si pone x/R= a, 
n 
pr‘ i 2 
= FJ aarecosai—a — 2a*log 1/a) da. 
0) 


Per evitare la difficoltà dell’integrazione analitica, usiamo la formula di Simp- 
son (573), dividendo ad es. l’intervallo 0-1 in dieci parti uguali. Per a = 0-0,1- 
0,2... 0,9-1,01a funzione 2 da integrare vale 0-0,138820-0,227668-0,263332-0,253552- 
0,211234-0,151448-0,089340-0,038288-0,007840-0. Quindi si ottiene 


4 TI 
f= pi Li Di 4,184176 = 0,0053549 na s 


ed è 2,8 volte minore della freccia (1002) per il carico sull’intera lastra. 


614. Le tensioni provocate da un carico concentrato. 


Nel caso di un carico P concentrato nel centro della lastra si è tro- 
vato (1010), (1024) che i momenti m, ed my risultano infiniti nel centro 
stesso. Questo risultato analitico non corrisponde però alla realtà fisica, 

a) Anzitutto un carico concentrato è soltanto un caso limite, o 
quindi astratto, poichè in realtà il carico agisce sopra una piccola zona 
di raggio a finito. La considerazione di P concentrato ha soltanto lo scopo 
di semplificare lo studio di questo caso reale, 

Inoltre anche lo studio corretto, tenendo conto cioè dell’effettiva ri- 
partizione del carico (es. 1162), dà risultati attendibili solo se a non è 
troppo piccolo. Poichè se a è piccolissimo, si ha sotto il carico una com- 
pressione o, elevata, mentre la teoria suppone che c, sia nulla (altrimenti 
non valgono le (903,), n. 608 «). D'altra parte, al contorno della zona 
caricata il taglio t, ha valori elevati, insieme con la tensione tangenziale 
T,:3 per cui nell’intorno non vale l’ipotesi equivalente a quella di Ber- 
noulli-Navier (n. 609 5), e quindi la variazione delle 0, e 0) non è più 
proporzionale alla distanza 2 dal piano medio, come si è supposto nelle 
(a), (5), (4) del n. 608. 

Perciò le (1033), (1034), che valgono per un carico p ripartito su di 
un circolo di raggio a qualsiasi, si possono usare anche nel caso di un 
carico P = p - ma? agente su di un circolo di piccolo raggio a, purchè il dia- 
metro 24 non sia minore ad es. dello spessore s della lastra (n. 614 c, d) (29). 


(*) Questa limitazione e le critiche suddette non valgono per le espressioni (1009), (1023) della 
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6) Quando il carico pressochè concen- 
trato P = pra? agisce su di un circolo di 
raggio a molto piccolo rispetto al raggio R 
della lastra (ma tale che 2a non sia minore 
dello spessore 8), si può procedere nel modo 
seguente. 

Per il principio di Saint-Venant (Cap. V, 
nota 1), nella parte scarica della lastra, cioò 
per r> a, le sollecitazioni sono praticamente 
le stesse che si avrebbero se P fosse realmente 
concentrato. Quindi si possono calcolare me- 
diante le (1024) o le (1010). Ad es., nel caso 
della lastra appoggiata si ottiene dalla prima 
delle (1024) l’andamento di m, rappresentato 
dalla curva logaritmica, a tratto sottile, della Fig. 1333, 
fig. 1333 (indipendente dal raggio a). 

Per ottenere m, nella zona caricata, ossia per r< a, caleoliamo da prima UA 
mediante le (1033), (1034), trascurando in esse il termine con a?/R®: 


= pa — pa? = P pp) — _ {P ì i; 

(a) mo=(1+ 7) Pi log — + Ù =(1+ »7log—=+=—), (appoggiata) 
= pa? _—= — [ —- ] — i 

(0) me = (14 v)È log (1+ v) log +7: (incastrata) 


Quindi osserviamo che il momento m, per r= 4 dato dalla prima delle ( 1024) o 
delle (1010) coincide col primo termine della (a) o della (0). Perciò il momento UA 
nel centro del circolo caricato supera di P/477 il momento m, al contorno di questo. 
Per conseguenza, noto il raggio a del circolo caricato, si segna sulla curva loga- 
ritmica suddetta il punto w di ascissa a e si traccia sull’asse verticalo il punto v, 
portando «'v = P/4r. La parabola uv a tratto grosso rappresenta l’andamento 
di m, nella zona caricata. Si è ripetuta la costruzione anche per un raggio a, più 
piccolo (22) (22). 

La costruzione vale anche per la lastra circolare incastrata, purchè si riferi. 
sca il diagramma m, all’orizzontale per 0,, tale che 00, = P/4x, come risulta 
dal confronto delle (1024), (1010). 

0) Se il raggio « è piccolissimo, la compressione 0, Sotto il carico 
può risultare più pericolosa delle 0, e 0a, © può causare rotture locali 0 
deformazioni permanenti. La c, risulta uguale o maggiore di 0, quando 
@ è circa 1/3 dello spessore s della lastra (es. 1169). Perciò quando l’ordine 


freccia /, poichè i disturbi locali che si hanno sotto Îl carico P hanno poca infiuenza sull’abbas- 
samento, che è dovuto in modo preponderante alla deformazione di tutto il resto della lastra. 

(*) Fer maggiori particolari si veda ad es. il volume di A. NApar: Die clastischen Platten, 
45 18, 19, Berlino, Springer, 1925. 

(*) Anche nel caso di una lastra di forma diversa dalla circolare si può ritenere che nell'interno 
della zona caricata 2a l’andamento di m, sia rappresentato dalla stessa parabola di ordinata 
Pl4x. Quindi il procedimento è ancora applicabile, purchè si conosca il valore di My, al contorno 
di tale zona nell’ipotesi che P sia concentrato nel centro della zona (a. 632 d). 


98 CAPITOLO VENTISEIESIMO 


di grandezza di a è quello suddetto, è prudente verificare piuttosto la 
resistenza del materiale alla compressione o, sotto il carico (®). 


Inoltre anche la tensione tangenziale 7,, nella sezione cilindrica di raggio a 
può raggiungere valori elevati, e tali da causare la rottura per punzonamento 
della lastra (n. 640c). 

d) Lo studio delle tensioni nella zona caricata, quando questa è piccolis- 
sima, si può effettuare solo ricorrendo alla Teoria dell’elasticità. Il modo più 
corretto consiste nell’isolare un cilindro di piccolo raggio, ad es. r= 25, soggetto 
al contorno alle tensioni 0, e 7,, considerate come forze esterne, e sulla faccia 
superiore al carico p agente sul circolo di raggio a < s. In tal modo lo studio delle 
tensioni nella zona prossima al carico è trasformato in quello riguardante un s0- 
lido di rivoluzione (*). Oppure si possono applicare per approssimazione i risultati 
del problema di Boussinesg (Cap. XXXII) relativi al caso del semispazio cari- 
cato sulla stessa zona di raggio a (*5). 

e) Non è detto che i valori elevati che si trovano per le compres- 
sioni 0,, 07, cy nell'intorno della zona caricata debbano necessariamente 
riuscire pericolosi per la lastra (salvo le eventuali rotture locali di cui 
si è detto in c). Infatti, essi sono limitati a una zona piccolissima, mentre 
in tutto il resto si hanno valori assai minori; per cui il materiale circo- 
stante, molto meno affaticato, esercita un’efficaco azione di cerchiatura 
su quello della zona suddetta, aumentandone notevolmente la resistenza 
(v. anche il n. 605 c). 


In pratica si considera soltanto la max o, di trazione sotto il carico (nella 
parte inferiore della lastra), e si ritiene sufficiente che essa non superi il carico 
di sicurezza del materiale (pur essendo le o di compressione nella parte supe- 
riore assai più elevate). Se il carico agisce su di un’area di raggio a molto pic- 
colo, la max 0, è praticamente indipendente da a. Nel caso della lastra inca- 
strata essa è data dalla formula approssimata (?9) 


max o, = (1+ »v) (0,485 log R/s + 0,52) P/s?. 


Se la lastra è appoggiata, essa aumenta di 0,48 P/s?. 


Esercizio 1167. — In una lastra circolare appoggiata valutare gli aumenti che 
subisce la tensione massima quando si concentra un dato carico totale P sopra 
una zona centrale man mano più ristretta (ma non piccolissima). 

Soluzione. Quando P è uniformemente ripartito sull’intera lastra, per la (1019) 


(*) Maggiori particolari si trovano nel $ 30 del primo volume dell’opera di A. ed L. FUPPL: 
Dranyg und Zwang, Miinchen, Oidenbourg, 1924. 

(*) A. NADAI: Die Biegungsbeanspruchung von Platten durch Einzelkràjte, « Schweiz. Bau- 
zeitung », 1920, n. 23; Die elastischen Plaiten (nota 21), $ 78; S. WornowsKyr-KRIEGER: Der Spane 
nungszustand in dicken elastischen Platten, « Ingenicur-Archiv », 1933, pagg. 305-331. 

(*) H. HENCKY: Der Spannungseustand in rechteckigen Platten, Minchen, Oldenbourg, 1913, 
parte terza. 

(*) S. WornowsEY-ERIEGER, memoria citata nella nota 24. 
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si ha (v= 0,8) 


2 ki 
(a) Cas = 1,2375 2 na 132070 pare _ | 2 È 


on 0,3939=, 


Quando invece. P è uniformemente ripartito su di un’area circolare centrale 
di raggio a, deducendo dalla (1033) la tensione Omaz = Me/7 = 6m/8, 0 sosti. 
tuendo p con P/za?, si ottiene 


3 P R_1l-»v a 1 
0 4 pn se È 
(1036) Omer = 5 (1 +1) zga (log a 1py ant o» 
ossia 
P 
(3) Omo: = 027 * 


Per a = R/2-R/3-R/4-R/5-R/10 e v= 0,3 si ottiene rispettivamente c, = 0,8868- 
1,1501-1,3227-1,4731-1,9059. Perciò la Omoz Tisulta 2,25-2,92-3,38-3,74-4,84 volte 
maggiore del valore (a). 

Per a = E/100 risulterebbe c, = 3,3359, © la Gmax Sarebbe 8,47 volte mag- 
giore. Tuttavia quando la concentrazione è molto spinta non sono verificate le 
ipotesi fondamentali (n. 614 a, d). 

Nelle travi appoggiate la concentrazione del carico nel punto di mezzo fa 
raddoppiare la Omar (Mmar = 4/8, Mmax = PI/4). 


Esercizio 1168. — Idem, nel caso della lastra incastrata. 
Soluzione. Quando P è uniformemente ripartito sull’intera lastra, per la (1004) 
si ha (v= 0,3) 


ti 
= Atrani È - 016525. 


2 
(a) Omoz = 0,4875 DE 


Quando invece P si concentra su di un’area centrale di raggio a, procedendo 
come nell’esercizio 1167 si ottiene (1034) 


3 P R ar 
(1037) Omox = 5 (1+ ni (e È + Fia) È 


che si può scrivere nella forma (a). Per a = /2-E/3-R/4-R/5-R/10 e v = 0,3 
si ottiene rispettivamente e, = 0,4690-0,6992-0,8702-1,0052-1,4308. Perciò la Cpt 
risulta 3,02-4,51-5,61-6,48-9,22 volte maggiore del valore (a). Per a = R/100 la 
Omax risulterebbe 18,42 volte maggiore. 

Nelle travi incastrate la concentrazione del carico nel punto di mezzo fra 
triplicare 1a Omer (Mmas = Q1/24, Mmox = P1/8). 


Esercizio 1169. — In una lastra circolare appoggiata determinare il raggio a 
della zona sulla quale deve agire un carico p uniforme affinchè la max o, sia uguale 
@ 0, Sotto il carico. 

Soluzione. Il momento m, è dato dalla (1033), nella quale si può trascurare il 
termine contenente a?/E?, perchè a è molto piccolo. Quindi la max o,= 6/8 


100 CAPITOLO VENTISEIESIMO 


è data da io 


283 

La 0, sotto il carico è uguale a p. Quindi, trasformando R/a in (R/s) : (a/s) 
e ponendo y = 0,3, si ha max 0, = 0, se 

3a? ( R a 
DE 1,3 logs 1,3 log 7 + 1) = 1, 

Supposto R/s = 20, l’equazione è soddisfatta per a/s = 0,32, ossia per a = 
= 8/3 (come si è affermato nel n. 614c). Il rapporto a/s varia pochissimo se 
si varia anche notevolmente R/s. Per R/s = 10 o 30 si ha a/s= 0,35 o 0,31. 

Per la lastra incastrata i risultati sono poco diversi. 


[+ ntog+ 1]. 


max o, = 


Esercizio 1170, — Una lastra circolare di cemento armato, del diametro di 8m, 
è incastrata al contorno ed è appoggiata a livello nel centro su di un pilastro di 
40 em di diametro (fig. 1334 a). Calcolare le sollecitazioni, essendo la lastra cari. 
cata uniformemente. 

a) 1° soluzione. Il procedimento generale consiste nell'usare le (996), (997), 
nelle quali ora è incognito anche P = — X (reazione del pilastro). Quindi si de- 
terminano 0,, 0», 03, X mediante le condizioni ai limiti, che sono g=0,7=0 
per r= 0, e p=0, Z=0 per r= RP (p=0, m,=0 so invece la lastra è 
appoggiata). Ricavate le quattro incognite, si hanno le espressioni di g e di £; 
quindi si calcolano m, ed m; mediante le (993). P 

b) 2° soluzione. La reazione X si può calcolare mediante la linea X, che è 
rappresentata dalla (1028), como si è detto nel n. 613 9). 

e) 3° soluzione. Nel caso presente la X è determinata nel modo più semplice 
dalla condizione che la freccia nel centro risulti nulla. La freccia dovuta a X si 
può valutare mediante la (1009), cioò supponendo la X concentrata (2°). Quindi 
si ha (1002) (Q = pa? carico totale) 


p pR' ER: _ i _ par _ Q 
DI GIR Ip davi Lis, 
te lei al 
p Il momento all’incastro (considerando la X concentrata) 
AO risulta (1005), (1011) 
i sa pr X__1R 
Fig. 1334. n 840 16° 


ed è la metà di quello che si avrebbe nella lastra senza l'appoggio centrale. 
Il momento nel centro, supponendo che la X sia uniformemente ripartita 

sul circolo di raggio a = 20cm = £/20, risulta (1004), (1034) (X = pina?) 

p.@ R a? 

4 (tog a ii ta) Di 


Ra 
m= (14) -(1+ 3) 


2 a 
= (1+ 0 (1—2,9964)= +9? n 


(#) Mentre la maggiore o minore concentrazione del carico ha molta influenza sul momento 
nel centro, ha invece poca infiuenza sulla freccia. Infatti, se si usa la (1035), che differisce dalla 
{1009) solo per il secondo termine, piccolissimo, si ha un coefficiente di correzione 0,998 = vl. 


Nole af (Ebbe E) 
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Questo momento è 1,1 volte maggiore (*) del momento che si avrebbe al contorno 
della lastra senza l’appoggio. Ma se si fa terminare il pilastro con un capitello 
di raggio a = 40 cm, tale momento si riduce a — 0,718pE?/8, mentre si riduce 
a — 0,341pE?/8 se a = 80 cm. Risulta quindi evidente la necessità di allargare 
lo teste dei pilastri nei solai a fungo (n. 647); ciò che fa diminuire anche lo sforzo 
di taglio al contorno del capitello e il conseguente pericolo di punzonamento. 


Esercizio 1171. - Idem, nel caso della lastra appoggiata al contorno (fig. 1334 db), 
Soluzione. Procedendo come nell’esercizio 1170, si ha (1015), (1023), (= 0,1) 


«) TI 
5+v pr 3+v XR? È Soa ari sà. 


1--v 64B 1+» l67B 34» 4 
ll momento nel centro risulta (1017), (1033) 
= pR° _ £( Pd tt) 
m= +) 0+ Mez 1Fy Rit 13)" 


5+ vr, pE? = pR? 

[84 (14) 77 &r646| 16 = 3,71 16° 

Il valore assoluto di questo momento è maggiore del momento nella lastra senza 
l’appoggio (m, = 8,1pR3/16). Ma se si allarga la testa del pilastro in modo che 
sia a = 40 em oppure 80 cm, il momento si riduce a — 2,46pE3/16 oppure a 
— 1,19pR?/16. 


615. La lastra di forma anuiare. 


a) Consideriamo una lastra avente la forma di una corona cireo- 
lare, caricata uniformemente e comunque vincolata ai due contorni. La g0- 
luzione generale è data in ogni caso dalle (996), (997). Se è vincolato un 
solo contorno, si hanno le incognite Ci, Ca, Cs; se sono vincolati entrambi 
i contorni, è incognita anche la reazione al contorno interno, che cambiata 
di segno corrisponde a P (v. ad es. l’es. 1182 a). Le incognite si determi- 
nano mediante le condizioni ai due contorni, che possono riguardare la 
rotazione p, lo spostamento $, il momento m,. Perciò tali condizioni si 
scrivono utilizzando le (996), (997) e l’espressione di m, che si deduce 
dalla (996) mediante la prima delle (993), ossia (2) 


pr Pr Co, C 
(096) P=—Gp— a @elogr-1) +94, 
r4 Pr Cr 
(097) t= gin + ap logr—1- ll c,ogr+0,, 
Uni P P (o) (o) 
(1038) m,=— (3 4-1) E (1+)zlogr—(1—») 3 + BAL +)3B0-MF. 


(*) Per le strutture di cemento armato si può assumere v = 0,1 (n. 516 d). In pratica però 
si pone spesso vy= 0, 

(**) In questo caso può essere C3# 0, perchè, non essendo la lastra estesa fino al centro 
(r = 0), non sussiste Il motivo che fece porre (n. 610 @) C, = 0 nella lastra piena, 


RL dti Taty i]r (i, O) 
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Ricavate le incognite, si sostituiscono nelle (996), (997), (1038),-e: si 
ottengono le espressioni di g, di { e di m,. Quindi, mediante la seconda 
delle (993), si ottiene anche l’espressione di mo. In tal modo si può risol- 
vere qualsiasi problema relativo alle lastre anulari. 

b) Tuttavia la determinazione delle suddette incognite è spesso 
laboriosa, specialmente quando la lastra anulare è collegata con una 
lastra circolare interna, con l’interposizione di un appoggio o di un ca- 
rico P agente lungo una circonferenza, poichè allora le incognite sono 
sei (v. ad es. il n. 612). Perciò in molti casi è più conveniente dedurre 
la soluzione da quella di casi più semplici, con procedimento analogo & 
quello che usammo correntemente per le travi (es. 1174, 1177, 1178, 1179, 
1181, 1182, 1183). 


616. Casi particolari. 


I risultati dei casi qui considerati interessano direttamente, e con- 
sentono inoltre di semplificare lo studio di casi più complessi (v. es. 
seguenti) (°°). 

a) Il caso più semplice è quello della fig. 1335, cioè di una lastra 
anulare che può essere non vincolata, soggetta a coppie m, lungo il con- 
torno esterno ed m; lungo quello interno. Le condizioni ai contorni sono 
m=M per r=T, ed m = per r=%. Quindi, essendo p = 0 e 
P=0, per la (1038) dev'essere 


c o 
Ba+»)9-Ba-»)f=m, Ba+n-501-)G=m, 
È ‘ 
dalle quali si ricava 
2ma— mit) 2,3 


1 (1+»Bfi_-r)' 


Interessa specialmente conoscere le rotazioni g dei due contorni, che 
risultano 


(m.— mi) 


A—-n)Br— 7) 


(1039) (0) Ca = 


mid —-)7+(1+ ri] 2, 


i Aa—_r)Bri—r) 
(1040) 2mrr— mal — 7 + (1 + »)2] 
i (1=9)B0— 9) ? 


(®) Per otto tipi frequenti di lastre anulari sono date, mediante diagrammi, la tensione Gmaz 
e la freccia f, per valori di r,/r;j compresi fra 1 e 5, nell’articolo di A. M. WAHL-S. WAY: Siress 
and defiection of circular plates, « Design data (Strength of materials)», pagg. 5-7, New York, 
Amer. Soc. Mech. Eng., 1939. 

Copiosi risultati si trovano anche nel $ 68 del 2° volume dell'opera di E. BeyrER: Die Statik 
(im Eisenbetonbau, Berlino, Springer, 1934. 
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b) La lastra della fig. 1336 è appoggiata lungo il contorno esterno 
ed è soggetta a un carico distribuito lungo il contorno interno, di valore 
totale Q. La reazione totale dell’appoggio è anch'essa uguale a Q. Le 
condizioni ai contorni sono Mm, =0)perr=re per #=7r. Quindi, 
essendo p=0, P=Q, per la (1038) dev'essere 


Ba +») 9-50» = 01+Liogn+a-n£ 


Cc, (6; 
BA+)320-NG=0+n£ugn+1-n£, 
dalle quali si ricava (21) 


Q .rilogn—rilogn | 1—-v Q 


0 = 5 as tip ab 
(1041) 
© 1+v Q railogrfr 
30 1-v 4aB n° 
Mo My si 
L_nta na 
Vig. 1335. Fig. 1336. Fig. 1337. 


Mediante 01 e C, si calcolano g, m,, me. La costante C, di Y è deter- 
minata poi dalla condizione è = 0 perr=f,. 
Ad es., risulta (*) 


(14+» LA gi ga fi 
(a) meet (log + rilogt "og hi); 


e l'abbassamento del contorno interno è dato da 


ca ipa tir + itinere) 
2aB\8 1+y° ni +3 Io ri-1/° 


(0) e 


©) La lastra della fig. 1337 è appoggiata lungo il contorno esterno 
ed è caricata uniformemente. Le condizioni ai contorni sono m,= 0 per 
tT=?.0 perr=r,. Ricordiamo che la (996) si è ottenuta nel caso della 


(*) Non è possibile calcolare numericamente la costante C;, perchè contiene log r, e log ry' 
che variano con l’unità di lunghezza che si adotta (mentre la frazione che contiene tali 
logaritmi, essendo un numero puro, dev'essere indipendente dall'unità di misura), È dunque 
necessario sostituire l’espressione algebrica di C) nelle deformazioni e nelle sollecitazioni, nelle 
quali, dopo le riduzioni, rimangono logaritmi di rapporti di due lunghezze (v. ad es. l’es. 1175) 

(**) Per l’espressione di my e per altri risultati relativi alle lastre anulari si veda ad es. V. 
LEWE: Piledecken, pag. 125, Berlino, Ernst, 1926. 
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lastra soggetta al carico p fino al centro, ossia (995) per t, - 2ar = par. 
Nel nostro caso si ha invece i, - 2xr = pr? — pari; per cui è come se la 
lastra fosse soggetta al carico p fino al centro e a una forza P= Qq=— pn? 
lungo il contorno interno. Quindi per la (1038) dev'essere 


Cc (6) È 
BO+) p'-50-n7=B+nf+0 +) Lig +a-n£ 


Di c, 2 
BA +») 5—B1—) 7=6 ++ 0+nZugn+a-n2, 


dalle quali si ricava 


Str Pa s\__Prî rilogr, —rilogn 1—v pri 
Gea ap +) sp ri-rì TI» 4B 
c,= St. pri Lt» pri ririlogr./n 
Uli-,y 168 i_—-», 4B rr ° 


(1042) 


Poi si determina la costante Cs di $ mediante la condizione 2 = 0 
perr=r. 


Esercizio 1172. — Studiare la lastra anulare della fig. 1333 a), appoggiata lungo 
D) il contorno interno e soggetta a un carico distribuito lungo il 
£ contormo esterno, di valore totale Q. 

ni } 2) Soluzione. La reazione dell’appoggio ha anch'essa il valore 

totalo Q. Perciò se si capovolge la lastra, essa si comporta 

come quella del n. 6168) (fig. 1336). Quindi lo constanti 0, 

@ bi, nonchè le deformazioni e le sollecitazioni, hanno gli stessi 
Fig. 1338, valori col segno cambiato. 


Esercizio 1173, - Idem, ma soggetta a un carico p uniformemente ripartito 
(fig. 1338 Db). 

Soluzione. Se indichiamo con Q@ il carico totale px(rî— ri), si riconosce che 
questo caso si ottiene come differenza di quelli delle figg. 1327 e 1326. Perciò 
anche le costanti C, le deformazioni e le sollecitazioni si ottengono come diffe. 
renze di quelle dei due casi. 


Esercizio 1174. — Studiare la lastra anulare della fig. 1229, incastrata lungo il 
contorno esterno. 

Soluzione. La soluzione si può ottenere direttamente in fera 
modo analogo e con la stessa avvertenza del n. 6166), de- ER ai i 
terminando C, e 0, mediante le condizioni m, = 0 perr=r; 
ep=0 perr=r, 

Oppure, dopo aver calcolato la rotazione Poe del contorno esterno della la- 
stra appoggiata della fig. 1337, si aggiunge a questo contorno un momento inco- 
gnito m,, tale da annullare ,,. Utilizzando la prima delle (1040), si ha l'equazione 


Fig. 1339. 


(5) 
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determinatrice di m, 


merd(1— v)i+ (1+ v):3] 
(1—-)EGri— 1) 


Poet 0. 

Ottenuto m,, si sostituisce nelle (1039) (nm; = 0) e si hanno le costanti Ci Oa 
mediante le quali si calcolano le deformazioni e le sollecitazioni dovute a m,, 
che si sommano con quelle relative alla lastra appoggiata (*). 


Esercizio 1175. — La lastra circolare di cemento armato della fig. 1340 è so- 
stenuta da un pilastro allargato in sommità. Calcolare le sollecitazioni provocate 
dal carico p = 800 kg/mq, essendo r,= 38m, r=1m. 

Soluzione. La parte sporgente dal pilastro è una lastra anulare incastrata 
al contorno interno, che studiamo col procedimento generale (n. 615 a). Le con- 
dizioni ai contorni sono g=00%=0 perr=r,, ed m,= 0 per r= r.. Per 
determinare C, e 03 servono la prima ela terza. La seconda 
determina poi Cs, se si vuole anche l’espressione di £. Si ha D 
t,= par — parî, essendo parî la reazione del pilastro, uguale 
al carico totale; ossia il taglio è lo stesso come se la lastra fosse 
libera e caricata fino al centro, e soggetta inoltre a una forza j 
P=— pari. Quindi per le (996), (1038) dev'essere Fig. 1340, 


pi pi — 3) 4 Lite Ca _ 
— 168 tap "@elogn— + 9+75=0 


2 2 sd lo) 
— + + + A logrn+ (1-24 5149) O B1—-3) Go 0, 
dalle quali si ricava 


© P_.(1—-»)(2r7+ 1) + (1+ 8a — 4(1+ v)rt logr,— 4(1- v)riri log r, 
pn PD 


8B (1+ ri + (1— 7)r3 
o, = Bret (1+ (278 +73) — (1+ 30): + 4(1+ v)ri log r./r, 
27 168 (1+ vr + (1-7? ( 


Sostituendo ad es. nell’espressione (1038) di Mr, 8Î ottiene 


(a) m,= Tm ere IIC +9) + (1—-)r7][X1— 8 —(3+ pr] 
— 414 #7 [(1— v)(7273/72) log r./r:;+ (1+ v)ri log r./fr—-(1- v)rj log r/r] — 
— (1 29)(2r877 + r0)0242— 1) + (1+ 3n)r8[(1.+ DI 413 v)r3/1]} . 


Il massimo (in valore assoluto) di n, si ha all’incastro, ed è dato da 


i IMITIRI agi 80 + netlog r/r + 21+ 35): — 8082-21 


(*) Il secondo procedimento è preferibile solo se si calcola prima il valore numerico di Toe 
mediante i dati numerici del problema. Se invece si procede in modo algebrico, si hanno esprese 
sioni troppo lunghe, per cui è preferibile il primo procedimento. 
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Con i dati numerici del problema, e per v= 0,1 (cemento armato), si ha 


m, = — 560,65 — 155,2— 10To44 + 1980logr, 
dove r è in metri ed wm, risulta in kgm/m. Per r= 
r=r;=1m si ha m, = — 2692 kgm/m (%) (93). 

Si ottengono facilmente anche le espressioni di mo, p, È. 


=3m si ha m,=0. Por 


Esercizio 1176. — Nel caso dell’esercizio 1175 calcolare il momento che si avrebbe 
al contorno interno se ogni settore infinitesimo della lastra fosse indipendente 
dagli altri, ossia se si comportasse come una mensola isolata. 

Soluzione. Se d0 è l'angolo di apertura di un settore della corona circolare, 
il carico corrispondente è 


— pala — 73) p(iri—rî) 
da Da dd= 5 di. 

Il suo baricentro G si deduce dai baricentri G, del settore prolungato fino al 
centro O e G; del settore di raggio T4, osservando che le aree degli ultimi due e > del 
primo sono > proporzionali a 9-1-8. Per cui dev’essero 8-00 = 9 - 0G—-1:0G,. 
Ma si ha 0G, = 2r,/3= 2r,, OG; = 2r;/3, e quindi 


8:00=9-2r-t n, da cui Gin, 


La distanza di G dal contorno interno è dunque 77;/6. Il momento all’incastro 
del settore è dato da 


Print) 9.1 
dm, ir d0 ‘Fre 
Pertanto, il momento all’incastro, riferito all'unità di contorno, risulta 
dm 3-13) 7 800(9—1) 7 
mi = ci z —perirò) m.I = RUI I =— 3733 kgm/my 


() La formula del caso 3 a pag. 6 di « Design data» (nota 30) dà per v = 0,3 


RI n? 
Omo = ic - 21527, 


da cul 


Ir, = Omas Ca = — ip = — 0,358 + 800 +33 = — 2578 kgm/m. 


Per v «e 0,3 la (b) dà Mr, = — 2583 kgm/m. 

(*) Quando la sommità del pilastro è stretta, sl che si possa ritenere la sua reazione pari 
pressochè concentrata nel centro della lastra, si è tentati di risolvere il problema in modo molto 
Diù semplice, considerando la lastra come appoggiata al contorno esterno e soggetta a p verso 
il basso ea Pa — parì verso l’alto (il supposto appoggio non ha influenza, perchè la sua rea- 
zione è nulla). In tal modo il momento m, sì ottiene come differenza delle (1016) e (1024 ), o risulta 

p(rì — 19) pri re 
(o) me Bn TT 1+ le. 

La (c) coincide con la (a) se in questa si pone r; = 0. Tuttavia per r-- 0 1 valori della (o) 
sono notevolmente diversi da quelli della (b) per Ti 0. Quindi la (c) servirebbe soltanto per cale 
colare grossoanamente n, per r non troppo piccolo, 
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Il momento trovato nell’esercizio 1175 è soltanto 72/100 di questo; ciò che è 
dovuto al funzionamento come lastra. 


Esercizio 1177. — Studiare la lastra della fig. 1341, incastrata lungo il contorno 
interno e soggetta al momento m lungo quello esterno. 
Soluzione. Se si studia nel modo generale (n. 615 a), le Ci 


condizioni ai contorni sono p=0 e é=0 per r= x, ed i Ti 
P Tate ti 
m, = m per r = r,. Però è molto più rapido il seguente pro- Fic. 1841 


cedimento (n. 6153). Detto m; il momento al contorno in- 
terno, positivo come nella fig. 1335, esso è determinato dalla condizione Pi = 0. 
Quindi per la prima delle (1040) si ottiene 


(a) m= m 


Noto m,, si hanno anche C, e 0, sostituendo m, = m e l’espressione di my 
nelle (1039): 


2mr? 


B1+ rt +(1— vl” 


mit 


— BIA+v)f+ (1—v)8]" 


0) 0 = 


Quindi si possono calcolare mo, ®, È. In particolare si ha 


_ mr — 17) dec 
7 Foto 


Esercizio 1178. — Studiare le condizioni statiche di un pistone di una mac- 
china a vapore (fig. 1342). 
Soluzione. Si tratta di una lastra anulare, solidale con la parte centrale rigida, 
e col bordo ingrossato, soggetta alla pressione p del vapore e alla reazione P dello 
stelo. Se si ritiene che la rotazione del contorno esterno non sia efficacemente 
impedita, vale la soluzione dell’esercizio 1175. Se invece tale 
rotazione è sicuramente impedita dal bordo ingrossato, si 
calcola la rotazione Ve che si ha nelle condizioni dell’eser- 
| Tp' » cizio 1175, e si aggiunge al contorno esterno un momento 
Pr gD m, capace d’impedirla; momento che si determina facendo 
peri] Piu uso della (c) dell’esercizio 1177. Quindi alle sollecitazioni 
‘iena » trovate nell’esercizio 1175 si aggiungono quelle dovute a Ma 
Fig. 1342. (es. 1177). 


Esercizio 1179. — Studiare la lastra circolare appoggiata lungo una circonfe- 
renza concentrica e sporgente oltre l’appoggio, caricata unifor- 
memente sulla sola parte interna all’appoggio (fig. 1343). P 
a) I° soluzione. Separata la parte interna da quella Lp 
esterna, aggiungiamo al contorno della prima e al contorno s 
interno della seconda il momento mutuo Mr, determinato dalla 
condizione di rendere uguali le rotazioni di tali contorni. Utilizzando la (1014), 


Fig. 1343. 
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la (989) e la seconda delle (1040), tale condizione si traduce nell’equazione 


pr mg _ mrr{(1—vr7+(1+ 73] 
8B(1++) (i+ 30 (== 
dalla quale si ricava 
(a) m= (1-2 a_n 
cen 1678 Me _ i) 


Noto mr; SÌ calcolano le deformazioni e le sollecitazioni nella parte esterna 
(n. 616 a) e nella parte interna. In quest’ultima si ottengono sottraendo quelle 
dovute a mr, da quelle dovute a p. In particolare, il momento nel centro e la 
freccia risultano 


(1043), (1044) m.,=m9= mM (ì 


1—-yv rî-13 
1=h(1-2773 a) 


essendo my ed f, i valori nel caso della lastra senza sporgenza. Il fattore fra pa- 
rentesi rappresenta il beneficio dovuto alla rigidezza della sporgenza (beneficio 
che aumenta anche per effetto del peso di questa). 

3) 22 soluzione. Soppresso l'appoggio, che si sostituisce con la reazione 
distribuita lungo la circonferenza di raggio r, e di valore totale Qq=—- pari 
(cioè uguale al carico), possiamo pensare la lastra appoggiata lungo il contorno 
esterno, poichè questo appoggio ipotetico non ha alcuna influenza, essendo 
nulla la sua reazione. Quindi le sollecitazioni e la deformazione si ottengono come 
differenza di quelle di una lastra appoggiata, soggetta al carico p (es. 1162 a, 
1163 a) e al carico Q (n. 612). Si ritrovano così le (1043), (1044). 

c) Nel caso di P nel centro, si trova in modo analogo 


(1044,) oh it). 


Esercizio 1180. - Una lastra circolare di ferro, del diametro di 2 m e dello spes- 
sore di 26 mm, è appoggiata lungo una circonferenza di m 1,20 di diametro ed 
è caricata con 20000 kg/mq sulla sola parte interna all’appoggio. Calcolare Omas 
ed j tenendo conto dell’influenza della parte sporgente. 

Soluzione. Per v = 0,3 i coefficienti riduttori della (1043) e della (1044) ri- 
sultano 0,8642 e 0,8309. Perciò (es. 1156) si ottiene 


Omoz = 1318 + 0,8642 = 1139 kg/cmq, f= 0,488 - 0,8309 = 0,405 cm. 


Esercizio 1181. — Lastra circolare sporgente oltre l'appoggio e soggetta a un 
carico @ distribuito lungo il contorno (fig. 1344 a). 

Soluzione. Separata la parte interna da quella esterna e applicato il momento 
mutuo mr; alle due parti (come nell’es. 1179 a), l'equazione determinatrice di LIA 
si scrive utilizzando la (989), l’espressione di p:; che si trova nel caso dell’esercizio 1172 
e la seconda delle (1040). Quindi, oitenuto r,, sì calcolano le deformazioni e le 
sollecitazioni delle due parti. 
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Esercizio 1182. — Lastra anulare appoggiata lungo i due 30 2) 
contorni e caricata uniformemente (fig. 1344 b). i Sl 
a) 1° soluzione. Sia X la reazione totale incognita del. 4-74 
l’appoggio interno. Le quattro incognite C,, 03, Cs, X si de- 
terminano (n. 615 a) mediante le condizioni é=0edm,=0 Si o 


per r=7, 0 perr=r, ADD 
db) 24 soluzione. Note le espressioni dell’abbassamento È 


del contorno interno nei casi del n. 616 5, c) (figg. 1336, 1337), Fig. 1344. 

la reazione X dell’appoggio interno è determinata dalla con- 

dizione che il contorno interno reso libero non si abbassi per l’azione combi. 
nata del carico p c della reazione X. 


Esercizio 1183. — Lastra circolare piena, appoggiata lungo il contorno e lungo 
una circonferenza concentrica, caricata uniformemente (fig. 1344 c). 

a) 1° soluzione. Se si procede nel modo generale, si hanno le quattro inco» 
gnite dell’esercizio 1182 a) e il momento mutuo LA fra le due parti della lastra. Le 
cinque condizioni che le determinano sono C=0 perr= t,0 perr= 7, m=0 
per r=",, e l'uguaglianza di m, e di @ nelle due lastre per r= fr 

8) 2° soluzione. La soluzione è molto più semplice se si sopprime l’appog- 
gio interno e si sostituisce con la reazione totalo X. Questa è determinata dalla 
condizione di annullare l'abbassamento dei punti della circonferenza di raggio 74; 
condizione che si traduce facilmente in equazione, poichè l’innalzamento dovuto 
a X è dato sia dalla (1027) che dalla (1027,) per r=r,= 7, mentre l’abbas- 
samento dovuto al carico p è dato dalla (1013) per r= To 

Ottenuta la reazione .X, siamo ricondotti allo studio di una lastra soggetta 
a un carico uniforme p e a una forza X agente lungo una circonferenza (nn. 612, 
613) e rivolta verso l’alto. 


617. La lastra eircolare su appoggio elastico continuo. 


Consideriamo brevemente il caso (analogo a quello che studiammo nel 
Cap. XII, O per le travi) di una lastra circolare appoggiata su di un suolo che 
reagisce in ogni punto proporzionalmente all’abbassamento elastico che ivi su- 
bisco (99). 

a) Determiniamo anzi tutto l'equazione della superficie elastica in forma 
più generale della (994) (nota 9). Per l'equilibrio alla traslazione verticale del. 
l'elemento di volume della fig. 1320, dev'essere 


(i+ dt,)(r + dr)d0 = 1,rd0 + prd0dr, 


dove p è il carico unitario, che ora può anche essere variabile, purchè sia simme- 
trico (altrimenti esiste uno sforzo di taglio anche nelle sezioni diametrali). Per- 


(*) In realtà l'abbassamento di un punto del suolo dipende anche dai carichi agenti nei 
punti vicini (n. 253). Di ciò è tenuto conto nella memoria di H.M. WESTERGAARD: Om Beregring 
aj Plader paa elastik Underlag ecc., « Ingenioren », 1923, n. 42, Copenaghen. Essa è riassunta nel 
$ 46 del volume di A. Nàpar: Die elastischen Platten, Berlino, Springer, 1928. 
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ciò, trascurando l’infinitesimo del terzo ordine, si ha la relazione fra i. e p 


dt, t 
(a) ati? 


Ricaviamo dalla (994) l’espressione di 
(a). Quindi, ponendo (n. 609 d)\(@ 


e quella di dt,/dr, e sostituiamole nella 
dE/dr) si ottiene ; ( 


pics °_4 


\dc,2 #0 1 &0.1 d ; 
(1049) |drs Fa di dr va | epica. e s 
che si può anche scrivere na € 
da 1 d\at 1 oVVe similia 
(1045) ì B(d Ì r s) (3 + n° %) Pi 


La (1045) è l’equazione differenziale della superficie elastica di una lastra circo- 
lare caricata simmetricamente rispetto al centro (corrisponde alla (235) delle 
travi). E 

b) Indichiamo con K il modulo del suolo (reazione del suolo per emq quando 
l'abbassamento è 1 cm, n. 253). Se È è l'abbassamento di un punto generico della 
lastra, la reazione corrispondente è v = KG. Quindi, se p è il carico sulla lastra, 
la forza totale per cmq, da sostituire a p nella (1045), à p—v=p— KÉ. Per- 
tanto, la (1045) diventa —(Y_ sb, 
(pera at dar UE Per] | 
di 7 di A TA ar) + î Pal, 1 


(1046) Î s( 


e aL (sa 
Mediante la (1046) si può studiare una lastra circolare di Pas ri, comunque 
caricata simmetricamente. Nel caso di una lastra soggetta soltanto a un carico 
P nel centro (lastra circolare di fondazione che sopporta un pilastro nel centro), 
basta porre p= 0 nella (1046). Se la lastra ha dimensioni considerevoli, l’abbassa- 
mento È (e quindi anche la reazione v) è limitato praticamente a una zona ristretta 
prossima al pilastro, ossia al carico P, e cala rapidamente al crescere della di- 
stanza r da P. Perciò in questo caso non ha importanza la forma della lastra e il 
modo con cui è vincolato il suo contorno; ossia qualunque lastra sufficientemente 
estesa si può considerare circolare e indefinita. 

Anche il caso di una lastra di ghiaccio galleggiante, soggetta a un carico P, 
si studia mediante la (1046). In questo caso la reazione ®, ossia la forza di sosten- 
tamento, è rigorosamente proporzionale a £. Il modulo X è il peso specifico y 
dell’acqua (o del liquido in generale) in kg/eme (poichè a un abbassamento È 
corrisponde un aumento yÉ della pressione idrostatica) (es. 1185). 

©) L'integrazione della (1046) nel caso di P (ossia di p= 0) venne effet. 
tuata da Hertz (°°) mediante le funzioni cilindriche di Bessel, nonchè da F6ppl (98) 
con mezzi più elementari. Ci limitiamo a riportare i risultati di quest’ultimo. 


(*) H. HERTZ: Ueber das Gleichgewicht schwimmender elastischer Platten, « Wiedemanns An- 
nalen », pag. 449, 1884; oppure: Gesammelte Werke, vol. 1°, pag. 288, 1895. 

("*) A. F6PPL: Vorlesungen iiber technische Mechanik, vol. 5°, $$ 20-22, Lipsia, Teubner, 1918; 
V. LEWE, pag. 126 del volume citato nella nota 32; S. TIMOSHENKO: Theory o7 plates and shells, 
n. 53, New York, McGraw-Hill, 1940. 

Si veda anche F. SCHLEICHER: Kreisplatten auf elastischer Unterlage, Berlino, 1926. 


ora, 


da 


\ 


) 


dolo lle WAK” 
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Poniamo anzi tutto 


Borg su 
Ko 12X1—-v)K 


4 


3 LIA ossia 2= Valar 


6) na» 


A lunghezza caratteristica dipendente dalla lastra e dal suolo (da non confon- 
dere con la lunghezza d’onda 4 data dalla (354)). Se assumiamo come nuove va» 
riabili i rapporti e = r/A e = £/A, la (1046) acquista la forma più semplice 


d'z , 2 dz 1 dz 1 de 
data dai e data dt° 


(1046,) 0. 


La soluzione della (1046,) trovata da Féppl è 


(c) 10° - a = 6,(10° — 156252* + 6,781728 ...) + c2(10° - 22 — 173629 4 0,271319,..)+ 
+ c3[(10°— 1562524 + 6,781728 ...) log a + 23437,5x*— 14,129x8 ...] + 
+ c[(10° - #*— 1736x° + 0,2713210...) log 0 + 14472* — 0,348219...]. 
Dall’espressione di 2, ossia di È = 24, si deducono poi quelle dei momenti 
m,, ny mediante le (993), e quella del taglio t,, che si ricava mediante la (d) del 
n. 609. Si ha così (9°) 
) 


| @U , v di a È 
(098) ment B(F+ td), me( E 


i sE 


1 di 
(993,) t=B£ RI È) 


dtt 
Inoltre, noto $, la pressione sul terreno è data da v= KÉ. 
d) Si determinano poi le costanti e)... c. Anzi tutto dev'essere c, = 0 
(altrimenti per x = 0 risulterebbo 2 = cy log 0 = 00). 
La costante e, non dipende dalle condizioni al contorno e vale in ogni caso 


P 


(d) 7 Sale * 


Le costanti e, e c, sono determinate dalle condizioni al contorno. Se questo 
non è vincolato, per r = P, ossia per r = R/A, dev'essere m,= 0 e t, = 0. Per 
tradurle in equazioni si usano la prima delle (993,) e la (9932). 

‘Trovato c,, l'abbassamento sotto il carico P è dato da 


(e) f= Az =04 


(*) I momenti m,, my nella zona centrale si possono anche ottenere in modo molto più 
semplice: Infatti, oltre a quanto si è osservato nella nota 11, dalle (1024) si riconosce che m, ed 
ty in un punto prossimo al centro (r piccolo) dipendono pochissimo da R (perchè log R/r varia 
pochissimo al variare di FR). Perciò essi dipendono poco dal raggio R del circolo lungo il quale 
agisce la reazione. Quindi cambiano poco se la reazione si ripartisce lungo vari circoli concen- 
trici, come nel caso in esame. Si conclude che i momenti sì possono calcolare mediante le (1024), 
con approssimazione tanto migliore quanto più r è piccolo (per lasciare all’esterno quasi tutta 
la reazione del suolo). Però l’approssimazione è grossolana se la reazione v cala rapidamente al 
crescere della distanza dal punto caricato. 
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e) Nel caso particolare della lastra indefinita, risulta 


P 1 P 
n) a == gg a L15984 11159 PEA * 
L’abbassamento sotto il carico P è dato da 
P 
(es) 1= sp 


Esercizio 1184. — Una lastra di ferro di raggio R = 12,5 cm e di spessore 
8 = 1,8 cm è appoggiata su di un suolo avente X = 40 kg/em? (cioè tale che per 
1 kg/cmq si abbassa di 0,25 mm). Il carico sul centro della lastra è P = 2000 kg. 
Calcolare la ripartizione del carico sul suolo, l'abbassamento sotto P e le tensioni 
nella lastra. 

Soluzione. Anzitutto si ha (v = 0,3) 

4‘ 
2 - 10° - 1,83 
dr VEE +40 = 1980m. 
Questo valore è pressochè uguale al raggio E della lastra; per cui si può assumere 
À= 12,5 cme x,=R/A=1. 

Per quanto si è detto nel n. 617 d), si ha cs = 0, mentre la (4) dà c, = 0,00102. 
Inoltre le condizioni al contorno si traducono in due equazioni dalle quali si ri- 
cava e, = 8,44c, = 0,0086, Ca = — 0,636, = — 0,00064. 

Perciò, trascurando nella (c) i termini che contengono potenze di x superiori 
alla quarta, si ottiene 


2 = 0,0086— 0,00064x? 4- 0,0010222 loge— 0,0001324. 


L’abbassamento nel centro risulta To = 4 = 0,0086 - 12,5= 0,107 em. 

Sul terreno la pressione nel centro risulta = 4,3 kg/emq, e al contorno 
va = 3,9 kg/emq; quindi è pressochè uniformemente ripartita. 

I momenti m, ed my si ottengono sostituendo le derivate di È nelle (993,); 
quindi si deducono le tensioni Or © 06 dividendoli per W= 82/6. Tuttavia la ten- 
sione nella zona centrale si ottiene in modo molto più semplice (nota 39): Se 
supponiamo che P sia ripartito su di un circolo di diametro uguale allo spessore 
#, al contorno di questo (r = s/2) la (1024) dà 


me 3P_1og 2E _ 1931200025 — 
Gr = #76 > (14 ») drsi 198 Tia 1,3 Prl,gr log Ta" 1008 kg/cmq. 


Se invece il raggio della lastra fosse £ = 25 cm = 24, si avrebbe e, = 0, 
ca = 0,00102, c = 3,93 = 0,0040, ec’, =— 1,03 © =— 0,00105. Quindi la pres- 
sione sul terreno risulterebbe vo = 2,00 kg/emq nel centro e vr = 0,88 kg/cmq al 
contorno; ossia nettamente variabile. La tensione g, rimane praticamente inva- 
riata (nota 39). 


Esercizio 1185. — Una lastra di ghiaccio galleggiante, di considerevoli dimen. 
sioni, ha lo spessore s = 10 cm. Calcolare l'abbassamento e la tensione soito 
un carico P= 100 kg. 
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Soluzione. Si ha K = y = 0,001 kg/eme (y peso specifico dell’acqua). Assu- 
miamo E = 50000 kg/emq (varia con la porosità), v = 0,25. Quindi risulta (0) 
‘ 
50000 - 103 
Z Vis *(1— 0,25*)0,001 


258 em. 
Per la (e;), l'abbassamento cercato risulta 


100 
1=FG001 1378 = 0188 m. 

La tensione sotto il carico P si può calcolare in modo approssimato (4°) am- 
mettendo, ad es., che la reazione sia limitata praticamente a un circolo di rag- 
gio RE=47=1000cm (l'errore che si commette è piccolo, poichè nella 
(1024) la Omas dipende pochissimo da , in armonia con la nota 39). Quindi, se 
P è ripartito su di una zona di raggio r= s/2, al contorno di questa si ha 

3.100 1000 


O, = 1,25 ld logi7 = 3,2kg/cmq, 


che diventano 3,6 kg/cmq se si raddoppia E (0 se si dimezza r). 


618. Problemi più complessi relativi alle lastre circolari, 


Ci limitiamo a ricordare le principali questioni più complesse riguardanti le 
lastre circolari, e a indicare qualcuna delle ricerche relative (41). 

@) Carichi non simmetrici. Quando il carico non è distribuito in modo 
simmetrico intorno al centro, la superficie elastica è rappresentata da una fun- 
zione &=(r,0) di r e di 0. In luogo dell’equazione differenziale ordinaria 
(1045), si ha l’equazione alle derivate parziali (1055), la cui integrazione è na. 
turalmente molto più complessa. 

La lastra circolare soggetta a carichi non simmetrici è stata oggetto di numerose 
ricerche, specialmente nel caso di un carico P agente in un punto qualsiasi (63). 

Nel caso di un carico variabile con legge idrostatica si può usare la scompo- 
sizione in carichi simmetrici e antisimmetrici (8°). 

b) Lastra su appoggi puntiformi. Nella pratica può interessare il caso della 
lastra circolare appoggiata in punti isolati del contorno (44): 


(‘) In questo caso l’approssimazione è buona, perchè essendo è grande, la reazione è agisce 
su di un’area molto grande e cresce poco verso il punto caricato. Per cui la maggior parte della 
reazione è lontana da questo (nota 39). 

ll carico di rottura del ghiaccio è compreso fra 6 e 9 kgjcmq. 

(4) Diversi di questi problemi sono trattati nei nn. 48, 49, 50, 51, 54, 55 del volume di 
8. TIMOSHENKO citato nella nota 28. 

(‘) J. H. MICHELL, « Proc. Mai Soc. London », 1902, pagg. 134, 223; E. MELAN: Die Durche 
biegung einer exzentrisch durch eine Finzellast belasteten Kreisplatte, « Der Eisenbau *, 1920, pag. 190; 
W. FLUGGE: Die strenge Berechnung von Kreisplatten unter Einzellasten, Berlino, Springer, 1928, 

(4) W. FIÙGGE; Kreisplatten mil linear vertinderlichen Belastungen, «Der Bauingenieur», 
1929, pag. 221. 

(#) A. NADAI: Die Verbiegungen in einzelnen Punkten unterstiitzier kreisfòrmiger Platten, 
«Phys. Zs, », 1922, pag. 366; Die elastischen Platten, $ 47, Berlino, Springer, 1925, 
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Ad es., se la lastra è appoggiata in tre punti equidistanti, ed è soggetta a un 
carico uniforme Q = prE?, o a un carico P nel centro, la freccia risulta 


= 0,307QR2/Es*, = 0,754PR®/Es®. 
i 


c) Lastra di spessore variabile. Se lo spessore s è variabile, l’equazione dif. 
ferenziale della superficie elastica è assai più complessa della (994) o della (1045). 
Esistono diverse ricerche in proposito (*). 

Si può anche usare il metodo energetico (n. 641), poichè l’espressione del 
lavoro interno L; è la stessa (1157), nella quale la rigidezza B, variabile, si lascia 
dentro l’integrale. 


B) LE LASTRE DI FORMA QUALSIASI. 


619. La lastra in generale. Le ipotesi fondamentali. 


Per facilitare la comprensione delle relazioni generali (nn. 620, 621) 
della teoria delle lastre sottili, e per precisare il campo di validità dei 
risultati che troveremo, giova ripetere quali sono le quattro ipotesi 
(n. 609%) che servono di fondamento a tale teoria. 

L’ipotesi principale è analoga a quella di Bernoulli-Navier per le 
travi (n. 125 c). Si suppone cioè che un segmento rettilineo e normale 
al piano medio della lastra, dopo la deformazione sia ancora rettilineo 
e normale alla superficie elastica. Questa ipotesi è attendibile se lo spes- 
sore s della lastra è piccolo rispetto alle altre due dimensioni, poichè in 
tal caso la deformazione dovuta alla flessione è di gran lunga prevalente 
rispetto a quella dovuta al taglio (nn. 209 a, 326 d, nota 8 del Cap. X, 
nn. 609, 653 a); per cui l’ipotesi in questione equivale a trascurare la 
deformazione dovuta al taglio. 

Inoltre si ammette che le tensioni normali 0, e 0, si annullino a metà 
dello spessore della lastra. Ciò che è praticamente vero se gli spostamenti 
elastici Z sono abbastanza piccoli rispetto allo spessore s (es. 1155), e se 
la lastra non è trattenuta al contorno; altrimenti si dilata anche il piano 
medio, e la o a metà dello spessore ha valori non trascurabili rispetto 
alle max o dovute alla flessione. Quindi la lastra dev'essere sottile, ma 
non troppo; ossia dev'essere sufficientemente rigida, altrimenti il suo com- 
portamento si avvicinerebbe a quello di una membrana (nn. 651, 652 a), 
e gli abbassamenti £ risulterebbero paragonabili a s, o anche maggiori. 


(6) O. PICHLER: Die Biegung kreissymmetrischer Platten von veriinderlicher Dicke, Berlino, 
Springer, 1928; H. CRiMER: Die Beanspruchung von Kreisplalten mit vertinderlicher Stàrke, « Be- 
ton u. Eisen », 1928, pag. 382; R. GRAN OISSON: Biegung Xreisformiger Platten von radial vertin- 
derlicher Dicke, «Ingenieur-Archiv», 1937, pagg. 81-93. Si può vedere anche L. FòPPL: Ueber cine 
Analogie zwischen rotierender Scheibe und belasteter Kreisplatte, «Zs. f. angew. Math. u. Mech. », 
1922, pag. 92. Nel volume di K. BeEyER (nota 30), pagg. 663-667, l’integrazione è effettuata 
mediante le differenze finite. 
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La conseguenza delle due ipotesi è analoga a quella trovata nel n. 125 0); 
ossia le tensioni 0. e 0, in un punto sono proporzionali alla distanza 2 
di esso dal piano medio della lastra (n. 620 a). 

Supponendo poi che gli abbassamenti £ siano piccolissimi rispetto 
alle due dimensioni maggiori della lastra, è lecito, come per le travi 
(n. 205), confondere le curvature della superficie elastica con le derivate 
seconde di È, e gli angoli  d’inclinazione con tg gp. Così ad es. nelle se- 
zioni parallele al piano 22 o al piano yz si può porre 1/0, = — dda, 
1/o, =—dNY, gp, = tgp. = de, p, = tgp, = dlfdy (19). 

Infine, ammettiamo che la tensione o. sia trascurabile (n. 620 a). 

La teoria fondata sulle ipotesi suddette è denominata teoria delle 
lastre sottili o teoria di Kirchhoff. Esistono anche teorie delle lastre 
sottilissime (n. 651) e delle lastre grosse (n. 653). 


620. Relazioni fra le sollecitazioni e la deformazione. 


Assumiamo una terna di assi ortogonali con gli assi e, y nel piano 
medio della lastra e l’asse 2 normale a questo e nello stesso verso dei 
carichi (quindi di solito 2 è positivo verso il basso). In tal modo gli spo- 
stamenti È risultano positivi. 

4) Praticamente, i punti del piano me- 
dio si spostano soltanto in direzione normale 
al piano stesso, ossia subiscono soltanto spo- 
stamenti È (gli spostamenti £ ed y nelle dire- 
zioni x e y sono molto minori di È; v. anche 
il n. 192 5). Invece gli altri punti subiscono 
anche spostamenti È ed 7, dovuti alla rota- 
zione dei segmenti normali al piano medio; e 
poichè questi si conservano rettilinei (n. 619), 
é ed 7 risultano proporzionali alla distanza 2 


dal piano medio. Così un punto « (fig. 1345) De:1946: 
subisce uno spostamento È = @'@, = — ep, = — 2 d2/de in direzione x, @ 
uno spostamento analogo 7 in direzione y. Si ha perciò 
(1017) E ad, pn= sii. 
Per le (897), (898), le deformazioni in a risultano 
dE _ s dî A dn NOxA 
(1048) Se da da © “dg 
dE dn dC 
| Van Sy da — ? dady* 


(!) L'equazione differenziale (1054) della superficie elastica è dunque approssimata come la 
(233,), ed è anzi soggetta a una limitazione in più (6 piccolo rispetto a s). 
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Se la faccia superiore della lastra è soggetta a un carico ripartito di 
valore unitario p, esiste una tensione 0,, variabile da — p per 2 = — s/2 
20 per 2 = + s/2. Ma se la lastra è abbastanza sottile, p non può avere 
un valore elevato, e quindi la 0, è molto piccola rispetto alle tensioni 
0x3 Ty) Ty dovute alla flessione (n. 203 a); per cui si può ritenere o, = 0 
(salvo nelle zone soggette a carichi pressochè concentrati, nn. 614, 653 b). 
Quindi, se il materiale è isotropo (nn. 7, 119 a), valgono le (905,), (901), 
e alle deformazioni (1048) corrispondono le tensioni (fig. 1346 a) 


E Ez (00 LaA 

SFSTITA (8, + v6,) = 1-2 (a ? A) 

E Ez (2%, >) 

(1049) = (tre 7 (Fà È xe) 
aa Ez dî 


Tey = Gay = — 204 dedy — 14» dedy 


b) Come già si è fatto per la lastra circolare, conviene considerare 
le risultanti delle tensioni, relative a un tratto di sezione di larghezza 
b=1 e di altezza uguale allo spessore s, definite da 


(a) m. = foztaz ‘Z, my = fonde ‘2; May = My = Sanlde ‘2. 


m, ed m, sono i momenti flettenti sulle sezioni normali a # 0 a y (*?) 
(fig. 1346 b); m,, è il momento di scorrimento, o torcente, che in ogni 
punto è uguale su entrambe le sezioni (con- 
seguenza del fatto che 7,, = ty). Del signifi- 
cato e dell’influenza di quest’ultimo ci occu- 
peremo nel n. 622. I momenti wm,, ,y, My 
hanno la dimensione di una forza (nota 1). 


Fig. 1346. Fig. 1347. 


Sostituendo le (1049) nelle (a), e ricordando (n. 608 «) che V’in- 
tegrale di 2°4z fra —s/2 e + s/2 vale s°/12, e che B= Es*/121—»), 


(©) m_ non è dunque il momento rispetto all’asse 7, bensì il momento che agisce nel piano 
«2 (ossia il momento rispetto a y). 
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si ottiene 


dC P44 
(1050) \ ù "26 +9) 
l My =—(1—-»B 


Le espressioni di m, ed m, sono equivalenti alle (993). 

©) Infine, sulle varie sezioni esistono anche delle tensioni tangen- 
ziali verticali. In particolare, sulle sezioni normali a x e a y si hanno le 
Tra © Ty, (fig. 13460). Le loro risultanti (sforzi di taglio), rolative alla 
larghezza 9 = 1, sono 


® xa fed, = Sruida. 
i, e t, hanno la dimensione di una forza divisa per una lunghezza. 


Se consideriamo un elemento di lastra di lati de, dy (4) e di altezza 8 
(fig. 1347), per l’equilibrio alla rotazione intorno alla retta uv dev'essere 


t.dy de = (m, + dle de)dy — m,dY + (My, + e du)da — mx, 


e analogamente per la rotazione intorno a uw. Risulta così (*) 


a _ da, May _ dm, , dm 
A self DES "A ci 


Quindi, sostituendo le espressioni (1050) dei momenti, si ottiene 
d (93, dl} d Da di 
5 = {CdL 2 = — _—_ | _i 
(1052) be ca sà)» = dy \dat ip b 


Le (1050), (1052), insieme con le (1065), (1066), consentono di calco- 
lare le sollecitazioni m,, Vyg Mays te, ty © le reazioni r., 7,, È, appena sia 
nota l’equazione { = Z(x, y) della superficie elastica (5°). 


(‘) Per semplicità di notazioni, nella fig. 1347 st sono indicati 1 momenti e i tagli unitari 
anzichè moltiplicati per dz o per dy. 
(‘*) Le (1051), (1053) sono, per le lastre, le corrispondenti delle (221), (220) delle travi. Inol- 
tre, sostituendo nella (1053) le derivate delle (1051), si ha anche la relazione 
dim, dimy dm __ 
da dn dady — ?* 
che è la corrispondente della (222). 
() Anche nel caso delle travi si possono dedurre le sollecitazioni Af e 7° dall'equazione 
n = ri(2) della linea clastica. Infatti, per le (233,), (234) si ha Af = — Rd? ia22, Pa — BA n]d8, 
dove 8 = EJ. Però, mentre nel caso delle travi esse si ottengono anche direttamente tenendo 
conto delle forze esterne che precedono o che seguono la sezione (e in pratica si procede quasi 
sempre in questo modo, che è molto più semplice), inveco nel caso delle lastre esse si ottengono 
soltanto nel modo suddetto, perchè nell'altro modo (applicabile solo in pochissimi casi) risultano 
soltanto le sollecitazioni medie (n. 644) (v. anche la nota 3) 


+2 
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621. L’oquazione differenziale della superficie elastica. 


a) Se p = p(x, y) è il valore del carico unitario in un punto gene- 
rico, per l'equilibrio alla traslazione verticale dell'elemento di lastra 
(fig. 1347) dev'essere 


t, 
pdxdy + (6. i di do) dy— 1,44 + (i, i 2 %) de—t,de=0; 


da cui 
(1053) + %=—p. 


Sostituendo nella (1053) le espressioni (1052) di t, e t,, si ottiene la 

relazione (51) 
dl DIE dI p 

2: na 

(1054) dat Fa dad? + dyi B' 


ossia in forma abbreviata, indicando con V* l'operatore del primo membro, 
(1054,) V* = p/B. 


La (1054) è l'equazione differenziale alle derivate parziali della superficie 
elastica &(x, y) (equazione di Lagrange (*)). L'integrazione di essa sÌ sa 
eseguire in modo esatto soltanto in un numero ristretto di casi. Le funzioni 
indeterminate che sorgono da tale integrazione si determinano mediante 
le condizioni al contorno (n. 624). La (1054) corrisponde all’equazione (235) 
della linea elastica di una trave, che è d'/dxt = p/B, dove B = EJ. 

Osserviamo che la (1654) è lineare, ciò che non è più vero quando le 
tensioni nel piano medio sono considerevoli (n. 651), ossia quando £ è 
paragonabile allo spessore s. 

b) Per quei casi nei quali è più opportuno l’impiego delle coordinate polari, 
la trasformazione del primo membro della (1054) si effettua come si fece nella 
nota 34 del Cap. XXV. Si ottiene così 
d TI. .1°03 E 


; dI 1.>4\_P 
dt ri 30) dr 


dr + 7830) E° 


la 1 1 
coso (Gt di 


(3) La (1054) si può dedurre anche dal principio della minima energia totalo, cioè dalla (4985), 
in modo analogo a quello dell’esercizio 480 (A. e O. FOPPL: Drang und Zwang, vol. 1°, $ 18, Min» 
chen, Oldenbourg, 1924). 

(&) L'equazione differenziale della superficie elastica delle lastre fu dedotta per la prima 
volta da SOFIA GERMAIN nel 1815 (Recherches sur la théorie des surfaces Élastiques, Parigi, 1821), 
ma in base a un'ipotesi arbitraria, e quindi in forma scorretta. Successivamente J. L. LAGRANGE 
corresse la deduzione e la forma dell’equazione. Si vedano in proposito le pagg. 147-158 del 
primo volume dell’opera di I. TOoDRUNTER - K. PEARSON: A history of the Theory oj elasticity» 
Cambridge, University press, 1886. Si vedano anche le pagg. 263-264 del secondo volume, parte 
prima, 1893. 
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Nel caso particolare in cui £ sia funzione soltanto di 7, la (1055) si riduce alla 
(1045,), ossia alla (1045). 

e) Osserviamo che le equazioni (1054), (1055) sono identiche alle equazioni 
(926), (933) alle quali deve soddisfare la funzione di Airy, con la sola differenza 
che nel nostro caso l’equazione non è omogenea, ossia che il secondo membro 
non è nullo. Quindi l’integrale generale della (1054) si può ottenere come somma 
di quello della (926), che già conosciamo (n. 591 a), e di un integrale particolare 
della (1054) (v. n. 628). 


622. Considerazioni intuitive. 


a) Una lastra rettangolare appoggiata o incastrata soltanto în corri- 
spondenza di due lati opposti, mentre gli altri due sono liberi, funziona 
come una trave di luce uguale alla distanza degli appoggi e avente la se- 
zione larga quanto sono lunghi i lati vincolati. Soltanto la rigidezza ri- 
sulta lievemente aumentata nel rapporto da m?—1 a mi, ossia da 1— »? 
a 1, in virtù della contrazione laterale impedita, e diventa EJ/(1— 1°) 
(n. 131) (58). Perciò se la lastra si pensa costituita da un insieme di stri- 
scie o di travi parallele, ciascuna sopporta il carico che grava su di essa, e 
funziona come una trave pressochè indipendente da quelle vicine, che non 
recano a essa altro aiuto che quello di impedirne la contrazione trasver- 
sale e di diminuirne quindi la deformazione nel rapporto da 1a 1—». 

») Ben diverso è il comportamento quando invece la lastra è appog- 
giata o incastrata anche in corrispondenza degli altri due lati (5). In questo 
caso la lastra si può considerare come costituita da due ordini di striscie 
ortogonali tra loro. Se si pensa che il carico gravi tutto sulle striscie 
considerate in a), le striscie dell’altro ordine, essendo anch'esse vincolate 
agli estremi, sostengono le prime, trasmettendo loro delle forze rivolte 
verso l’alto (analogamente a quanto accade nel caso di due sole travi 
ortogonali degli esercizi 236, 237). Ciò equivale a pensare invece che il 
carico venga sopportato parte dalle striscie di un ordine e parte da quelle 
dell’altro ordine. Quindi ciascun ordine di striscie risulta meno affati- 
cato (©). È questo il concetto informatore di alcuni metodi approssimati 
per il calcolo delle lastre (n. 642). 


(#) Anche questo caso rientra nella teoria generale delle lastre (es. 1186). 

(5) I due lati della lastra che prima erano liberi, e perciò incurvati, vengono rialzati e fatti 
ridiventare rettilinei. Quindi il piano medio della lastra, che pràna era deformato secondo una 
superficie cilindrica, si deforma ora secondo una superficie a doppia curvatura, con abbassamenti 
e con curvature notevolmente minori. 

(*) In realtà non si tratta di due ordini di striscie sovrapposte, ma esse sono soltanto ideali, 
essendo costituite dall’unico materiale della lastra, che è impegnato così a inflettersi in due di- 
rezioni. Tuttavia queste due flessioni, essendo le due curvature in quasi tutti i punti dello stesso 
segno, non lo affaticano maggiormente; anzi esse generano due trazioni o due compressioni 
ortogonali tra loro, che diminuiscono la fatica del materiale stesso (n. 122 a). 
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c) Ma fra i due ordini di striscie esiste anche una solidarietà 
d’altra natura, come si riconosce osservando che la flessione delle 
striscie come la ab (fig. 1348 a) costringe le 
striscie come la cd a torcersi, perchè le estre- 
mità c e d non possono ruotare. Quindi le stri- 
scie come la cd reagiscono sulle striscie come 
la ab con dei momenti di sostentamento, di 
versi opposti sulle due metà (fig. 1348 D). 
Ripetendo il ragionamento, si riconosce che a 
loro volta le striscie come la ad trasmettono 
dei momenti di sostenta- 
mento analoghi alle striscie 
come la cd. 

d) Alla stessa conelu- 
sione si giunge anche (59) 
considerando due striscie DIDI CECC 

d) adiacenti dello stesso or- 0) 
dine, come la abed e la cdef DDIDI 'CCECE 
(fig. 1349 a). Infatti la pri- NESpa 
ma, più vicina al lato ap- 
poggiato AB, s’inflette meno della seconda; quindi i loro assi geometrici 
(punteggiati) si deformano come indicano le due linee elastiche 1 e 2 
(fig. 1349 b). In due punti corrispondenti w, e w, gli angoli d’inclina- 
zione 9, € 92 sono diversi. Perciò se le due striscie fossero indipendenti, 
le loro facce comuni cd scorrerebbero liberamente l’una rispetto all’altra. 
Essendo invece collegate, si hanno delle deformazioni di scorrimento, e 
quindi delle tensioni tangenziali nella faccia cd, che sono le 7,, con- 
siderate nel n. 620 a) (fig. 1346 a, b) (5). Le risultanti delle 7,, sono i 
momenti torcenti m2,, (**). 

Lo stesso dicasi per le striscie parallele al lato AC. 

Una striscia come la edef riceve dalla striscia vicina e/g4, sulla faccia 
ef, dei momenti »,, che la deprimono (fig. 1349 c); e riceve dalla striscia 
abcd, sulla faccia cd, dei momenti ,, che la sostengono (fig. 1349 e’). Ma i 
momenti m,, crescono dalla mezzaria della lastra, dove sono nulli, verso gli 
appoggi. Quindi prevalgono i momenti della fig. 1349 c') che sostengono 


(&) H. Marcus: Die vereinjachte Berechnung biegsamer Plaiten, $ 1, Berlino, Springer, 1925» 

(&) A questi scorrimenti corrispondono delle tensioni tangenziali orizzontali ty,, e non delle 
tensioni verticali ©,,; analogamente a quanto accade nella torsione di una trave di sezione rettan- 
golare allungata, nella quale le tensioni x sono circa parallele ai lati più lunghi (n. 153 d). 

D'altra parte alle c£ © 0, principali, orizzontali, devono fare equilibrio, in una sezione obli. 
qua (figura analoga alla 1263 a), delle c e © pure orizzontali. 

(&) I momenti torcenti m,, = yy costituiscono una caratteristica del comportamento delle 
lastre, che le differenzia sostanzialmente da quello di un’insieme di striscie ortogonali semplice- 
mente appoggiate tra loro (n. 622 d). 


mana d 


Fig. 1348. 
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la striscia. In definitiva, ogni striscia è dunque sostenuta dalla porzione di 
lastra compresa fra essa e l'appoggio più prossimo, mediante i momenti 
torcenti. E questi momenti sono successivamente trasmessi alle altre 
striscie, fino a scaricarsi sull’appoggio sotto forma di un aumento della 
reazione (n. 624 b). 

e) I benefici dovuti alle due specie di solidarietà indicate in db) 
e in e), d) sono massimi nella lastra quadrata, mentre diminuiscono ra- 
pidamente nella lastra rettangolare al crescere del rapporto dei due lati, 
e diventano trascurabili quando bla==2. 


623. I momenti intorno a un punto. 


Il momento flettente e quello torcente non esistono soltanto sulle 
sozioni normali agli assi 2 e Y, ma anche su qualunque altra sezione nor- 
male al piano medio della lastra. Nell’intorno di un: punto essi variano 
al variare dell’orientamento della sezione che si considera, e si possono 
facilmente caleolare quando siano noti i valori 
di n, My, My sulle sezioni normali agli assi. 

) Consideriamo un elemento di lastra di ty 
Spessore uguale a quello della lastra Stessa, e +) 
avente per base un triangolo rettangolo con 
due lati normali agli assi © e y (fig. 1350). 
Indichiamo con » la normale all’ipotenusa, con 
t la direzione dell’ipotenusa Stessa, e con a 
l’angolo di n con x. L’elemento è infinite 
Simo, per poter ritenere che i momenti siano uniformemente ripartiti 
sulle tre facce, ossia per limitare l’indagine all’intorno di un dato punto; 
tuttavia consideriamo uguale a uno la lunghezza dell’ipotenusa. 

Supponiamo noti m,, yy May, © cerchiamo il momento flettente my 
e il momento torcente #1, sulla terza faccia. A tal fine, basta scrivere 
le condizioni di equilibrio dell’elemento alla rotazione intorno a t e in- 
torno a n. Il calcolo è perfettamente analogo a quello del n. 180. Si 
ottiene così (*°) 


Fig. 1350, 


Mn =, 05° a + m, sen a + m,, sen 2a 
(1036) 1 
Mu = (m— m,) sen 2a— m,, cos 2a. 


3) Le (1056) sono formalmente identiche alle (204), come si è osser- 
vato anche nella nota 59. Per conseguenza valgono per m, ed my proprietà 


(**) Le relazioni (1056) si ottengono anche osservando che i valori massimi delle tensioni Cho 
Tnt Sa» Sy» t2y agenti al lombo superiore o inferiore delle tre facce dell’elemento di volume sono 
legate dalle (204); e che esse si ottengono dai momenti Muy Mento Ms My May dividendoli pe” 
I =15°/6. Perciò le (1056) non sono altro che lo (204) coi vari termini moltiplicati per W. 
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analoghe a quelle che trovammo per o e 7 nei nn. 180-182, senza che sia 
necessario dimostrarle direttamente: ” 

Per due sezioni ortogonali qualsiansi per il punto considerato si ha 
Ma +m = my + m, = cost. (®). Inoltre i momenti torcenti su di esse 
sono uguali, cioò si ha my = Ma, come si è già riconosciuto. 

Per ogni punto esistono due direzioni ortogonali £ ed n (direzioni 
principali), tali che sulle sezioni normali a esse i momenti flettenti sono 
ms massimo ed m, minimo (momenti principali). Inoltre sulle stesse se- 
zioni il momento torcente ms, è nullo (%). Le direzioni £ ed n formano 
con 2 e y angoli definiti da 
(1057) tg2a= Frei 

Il momento torcente è massimo sulle due sezioni inclinate di + 45° 
rispetto alle direzioni principali, e si ha 


(1058) MAX Mn = (Mm) :2. 


La variazione dei momenti m, ed mu: al variare della sezione per 
un dato punto si può rappresentare con un circolo perfettamente ana- 
logo a quello di Mohr. Per esso si può ripetere quanto si disse nel n. 182. 
In particolare, i momenti principali sono dati da 


me 


(1059) Hi. 


ii vagoni Fmi. 

Notiamo due casi particolari, corrispondenti a quelli del n. 581 c). Se me= Mn 
si ha la flessione uniforme o sferica (m, costante ed m,,= 0 in tutte le sezioni), 
che può verificarsi in un punto isolato, o nell’intera lastra (n. 608 5). Se m,= 
=—m, nelle sezioni inclinate di + 45° rispetto a È e a N si ha soltanto un 
momento torcente 1,, = mg (torsione semplice, es. 1187). 

Infine, il taglio #, sulla sezione normale a n è dato da 


(1060) t,={,cosa+t,sena. 
(‘*) Per le (1050) o per le (987) si ha 
my + my = — B(1 +0 (F5+3) = Ba +n(1+1). 
® v 


D'altra parte, la normale alla superficie elastica in un punto generico è circa parallela al- 
l’asse 2; per cui le sezioni della superficie elastica coi piani paralleli a 2 sono praticamente delle 
sezioni normali. Ma, per un noto teorema di Eulero, la somma delle curvature relative a duo se- 
zioni normali ortogonali tra loro è costante; ossia 1/ea + 1/09 = 1/0, + 1/oy. Quindi è naturale 
che sia ancho my +m, = m.+my. 

(©) Se in un punto le linee di livello vicine sono parallele tra loro, indicando con # ed n le 
direzioni (normali tra loro) delle tangenti alla linea di livello e alla linea di massima pendenza, 
si riconosce che d*/dtdn = dt/d!) : dn = 0. Perciò, per la terza delle (1050), in quel punto è 
mn; = 0; e quindi le direzioni principali sono una normale e l’altra tangente alla linea di livello. 
Ciò accade ad es. nei punti delle mediane delle lastre rettangolari caricate simmetricamente. 

D'altra parte la mancanza di parallelismo delle linee di livello accusa una torsione nel piano 
= esse normale, 
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c) Quando in un punto sono noti i momenti flettenti principali 
mi, M,, Se si accetta il criterio della massima dilatazione (n. 122 b), le 
condizioni di resistenza (119) nel punto stesso diventano (W = s/6) 


(1061) 6(me-rm,) 8 <k, 6(m, — rm) is <k. 


Si veda in proposito il n. 640. 
Le tensioni tangenziali provocate da t si calcolano mediante la (191) 
trovata per le travi rettangolari (°); per cui si ha 


(1062) max 7 = 1,5 4/8. 


624. Le condizioni al contorno. 


La superficie elastica (x, y) e le sollecitazioni che da essa si dedu- 
cono mediante lc (1050), (1052) non dipendono soltanto dalla forma della 
lastra e dal carico, ma anche dalle condizioni imposte al contorno. Se 
queste riguardano l’abbassamento o l’inclinazione 
della superficie elastica, o il momento flettente nei 
punti del contorno, la loro espressione analitica è 
immediata (n. 624 d, e). Se invece riguardano le 
altre reazioni del vincolo, la loro espressione non 
è altrettanto spontanea, e richiede alcuni chiari. 
menti preliminari. 

a) Consideriamo un tratto del contorno e 
della lastra, e sia » la direzione della normale al 
contorno stesso (se questo è normale all’asse @ 0 
all’asse y, la n coincide con la direzione # o con 
la y). Sul contorno agiscono il momento flettente 
n, il momento torcente #2, e il taglio #,. Su di 
una striscia verticale di larghezza infinitesima de 
(fig. 1351 a) il momento torcente (equivalente all’in- Vi (Wa) 
sieme delle tensioni 7,; 0. 6200) vale mdc. Aggiun- pai 
giamo a tale striscia due coppie uguali e contrarie 
(e quindi equilibrate tra loro), di momenti # m,,4c, essendo m/, un valore 
arbitrario: la prima, —my,de, costituita da un insieme di tensioni — 7/, 
di verso opposto alle 7,, ivi già agenti (fig. 1351 b); la seconda costituita 
da due forze verticali + V,; coincidenti coi lati della striscia, tali che 
Vide = made, ossia Vi = mg, Analogamente, alla striscia de che segue 
la prima aggiungiamo una coppia — (mi, + dm;.)dc e una coppia uguale 
e opposta (V; + dV.)de (fig. 1351 c); e così di seguito per tutte le stri- 


Fig. 1351. 


(#*) V. ad es. H. LORENZ: Technische Elastizitàtslehre, pagg. 418-449, Minchen, Oldenbourg, 
1913. 
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scie de. Le forze — Vi e + (Va + dY;) agenti secondo il lato comune 
a due striscie adiacenti si eliminano in gran parte, e danno una forza 
residua dY,, che è rivolta verso l’alto se l'incremento dmi, è positivo. 
In definitiva, il momento torcente diventa Mn Mies © si hanno in più 
le forze dV, = dm;,, il cui valore riferito all’unità di lunghezza del con- 
torno è è, = dVx/de = dm/ /de. 

Per il principio di Saint-Venant (Cap. V, nota 1), in seguito a tali 
aggiunte di momenti equilibrati — m/,de e Vide lungo il contorno, il 
regime statico ed elastico della lastra si modifica sensibilmente soltanto 
nelle immediate vicinanze del contorno stesso, fino a una distanza circa 
uguale allo spessore s della lastra, mentre in tutto il resto rimane prati» 
camente invariato (%). 

In particolare, se si sceglie mi, = mn, îl momento torcente si annulla 
lungo il contorno, e viene sostituito da una distribuzione di forze verticali, 
che valgono v, = dV,fde = dm,;/de per unità di lunghezza del contorno. 
Queste forze v,, equivalenti al momento torcente, si chiamano forze di 
sostituzione. 

Se il contorno è rettilineo e normale alla direzione 2 o alla y, si annulla 
il momento torcente m,,, che viene sostituito dalle forze Vg = dMay/dY 
0 vy= dmfde 

3) Per quanto si è detto in a), se il vincolo non è atto a reagire con 
un momento torcente m,,, questo viene sostituito da una distribuzione 
di forze v, = dm,;/de. Quindi la reazione verticale t, del vincolo per 
unità di lunghezza del contorno non è uguale al taglio i,, ma risulta 


È) 
(1063) n=teto = +0. 
Se il contorno è normale alla direzione 2 o alla y, si ha 
dm. dm 
(1064) tras=t,+ > 3 ryg=ty+ da * 


Sostituendo a #,, t,, my le loro espressioni (1052), (1050), le reazioni ri- 
sultano espresse mediante le derivate di {: 


8 3 d3 d* 
(1065) 7, =— fi+emazti, r=—B+ enti. 


c) Se in un tratto del contorno ce, privo di brusche variazioni di 
direzione, il momento torcente m,, varia con continuità, le forze è, di 
sostituzione risultano ripartite lungo il tratto stesso. Se invece in un 


«*) La sostituzione si può fare soltanto lungo il contorno della lastra, e non in ogni punto 
di questa, perchè altrimenti non si potrebbe invocare il principio di Saint-Venant e si modifi- 
cherebbe il regime dell’intera lastra. 
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punto c, il momento m,, varia bruscamente dal valore m, prima di 6, 
al valore ms dopo c,, nel tratto infinitesimo compreso fra co— e e Co + € 
la forza di sostituzione ha il valore complessivo 


ta Cote 
f f dMno cote 
Lr = v,de = Se de= (mn) =mMmi—-m. (8) 
ud Coe 
cone ae 


Quindi nel punto c, si ha una forza di sostituzione concentrata di valore 
uguale alla differenza dei due momenti. 

In corrispondenza di un angolo A del contorno, il momento Mac DIO 
senta di solito una discontinuità, cioè in prossimità dell’angolo ha un 
valore mi su uno dei lati e un valore m, sull’altro lato. Quindi in A si 
ha una forza concentrata R, = ma — mi. Se l’angolo è retto, ma è uguale 
a m, e di verso contrario (fig. 1352); cioè si ha (n. 6205) my =—m, 
Perciò la forza risulta Ra = ma— mM, =— 2; e se i 
due lati sono normali agli assi 2 e y, si ha (1050) 


(1066) R,=2|m,,]=—21—»)B—. 


Questa forza è una reazione negativa, cioè rivolta 
verso il basso (*), che il vincolo trasmette alla lastra 
in A per impedire che l’angolo si sollevi. Natural 
mente essa esiste solo nel caso che il vincolo sia 
effettivamente capace di impedire il sollevamento dell’angolo (n. 635 }). 
In altri termini, nell’ultima striscia de (n. 624 a) di un lato del con- 
torno (cioè prima dell'angolo A, fig. 1352) si ha una forza — Y, che 
non si elimina perchè non c’è la striscia de successiva; e lo stesso dicasi 
per l’altro lato del contorno. La —V, e la —Y. sono uguali & 2,3 = May 
La loro somma vale — V,—-V,=PR,=2My. 
Siamo ora in grado di assegnare le condizioni al contorno nei vari casi. 
d) Contorno incastrato. Se un tratto del contorno è perfettamente 
incastrato, le condizioni di vincolo sono È = 0 e difon = 0. Se si tratta 
di un lato rettilineo e normale ad es. all’asse 2, in tutti i suoi punti 


Fig. 1352. 


(*) In altri termini, le due forze opposte, che nel caso di Mne continuo valevano — P_ = —m 
ePV+aV =m+dme la cui risultante era dY = dm, ora valgono — 7 = —meV+4F = 
= my + Amy è la loro risultante è AV = Am, = my— my. 

(4) È naturale che esistano queste reazioni R negative negli angoli. Infatti, in una lastra 
rettangolare appoggiata al contorno le v sono tutte positive, e fanno aumentare le r rispetto al ta- 
glio t, che da solo farebbe equilibrio al carico. Ma l'aumento subito dalle r è dovuto all'aggiunta 
dei momenti — 2,5, che non possono infivire sull'equilibrio alle traslazione verticale. Perciò l'equi- 
librio è ristabilito dalle quattro reazioni R, il cui complesso compensa l'aumento subito dalle r. 
D'altra parte questo compenso sussiste anche perchè la somma degli aumenti ty = dm,/de che 
tn subisce lungo un lato, fatta dal punto in cui Mro è nullo fino a un angolo, ossia l’integrale 
di @mng'de)de, è uguale a 72, nell'angolo, ossia (1066) a R/2. 
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dev'essere 
dî 
(1087) C=0; da = 0 


e) Contorno appoggiato. Se un tratto del contorno è appoggiato, in 
modo che i suoi punti non possano spostarsi verticalmente (5°), ma che 
la lastra possa ruotare liberamente, devono essere nulli È e il momento 
flettente m,. Se si tratta di un lato rettilineo e normale ad es. all'asse CA) 
in tutti i suoi punti dev'essere (1050) 


dl d3E 
t=0, dai +3 


(1068) DE 


Navier poneva invece le condizioni 


di E 
(1068,) t=0, VE=3t3 = 
che sono equivalenti alle (1068) (°°). 
Più semplicemente (%), le condizioni sono 


(1068,) t=0 CO 
3 da? i 

Le condizioni (1068) o (1068,) o (1068,) suppongono che il vincolo im- 
pedisca non solo l’abbassamento, ma anche l’innalzamento. Se invece in 
prossimità degli angoli il contorno della lastra può alzarsi (n. 635 f), tali 
condizioni non sono soddisfatte. 

7) Contorno libero. Se un lato della lastra, normale ad es. all'asse LA 

è libero, în tutti i suoi punti devono essere nulli il momento flettente m, 
e la reazione r,. Quindi, per le (1050) e le (1065), dev'essere (®) — 


d dI d» d” 
O) si+oi uo, SETTORE 0. 


(**) Diremo appoggiata una lastra quando è costretta a rispettare il vincolo lungo l’intero 
contorno, cioè senza potersi abbassare o sollevare in alcun punto di esso. Quando invece la lastra 
è libera di sollevarsi negli angoli (nn. 624 c, 635 f), lo diremo esplicitamente. 

Nelle figure indicheremo il contorno appoggiato con una punteggiata all’esterno del con- 1 
torno stesso, il contorno incastrato con un tratteggio e il contorno libero con la sola linea di contorno, 

(*) Infatti, essendo lungo il lato appoggiato t = 0 (e quindi indipendente da y), si ha 
d*/dy? = 0; e per la seconda delle (1068), è anche d?:/dr? = 0. Per conseguenza è soddisfatta 
anche la seconda delle (1068,). In altri termini, la condizione si riduce a d°./dr? = 0. 

È nullo non solo m, normale al lato, ma anche my nelia direzione di questo. 

(4) Secondo Poisson, lungo un contorno libero dovevano essere soddisfatte le tre condi- 
zioni my = 0, mn = 0, ty= 0. G. KiRCHHOFF (Veber das Gleichgewicht und die Bewegung einer 
elastischen Scheibe, «Journ. f. Math. (Crelle) », 1850, pag. 51) dimostrò che ie condizioni sono 
soltanto le due (1069). Si veda, ad es., il n. 23 del volume di S. TIMOSHENKO citato nella nota 38. 

W. Tmoxsox-P. G. PAT (Zreatise on natural philosophy, 2* ediz., Cambridge, University press, | 
1379-1883, $5 645-648 e 724-729) diedero di questo fatto l’interpretazione indicata nel n. 624 a), dalla | 
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Se un angolo del contorno della lastra è libero di sollevarsi, in esso 
dev'essere nulla la reazione R concentrata (n. 624 c). Se si tratta di un angolo 
retto, coi lati normali az e ay, perla (1066) in esso deve annullarsi 3°f/drdy. 

9g) Contorno vincolato elasticamente. Quando la lastra è vincolata a delle 
travi che ne sostengono il contorno, le condizioni sono più complesse (°). 


Esercizio 1186. — Determinare mediante la (1054) l'equazione della superficie 
elastica di una lastra rettangolare, appoggiata soltanto in corrispon- 
denza dei duo lati più lunghi OA e BO (fig. 1353) e caricata uni- 
formemente. 

Soluzione. a) In queste condizioni di vincolo sappiamo (n. 131) 
che la superficio media della lastra si deforma secondo una super- 
ficie cilindrica con le generatrici parallele a y, ad eccezione di due 
striscio prossime ai lati liberi 0B e 40, le quali s’incurvano an- 
che trasversalmente (?°). Perciò nella parte intermedia l’equazione 
della superficie elastica è funzione della sola «, ossia si ha t= (2). 
Quindi la (1054) si riduce all’equazione differenziale ordinaria d'{/da' = p/B, e la 
soluzione è (es. 187) 


(a) C= ih (a*— 2ax* + ada). 


Fig. 1353. 


Lungo i lati appoggiati la (a) soddisfa alle condizioni $ = 0 e d°£/de? = 0 (n. 624 e). 

Rispetto al caso di una trave di sezione rettangolare stretta, si ha B= 
= EJ/(1— 1°) in luogo di EJ; quindi la deformazione è ridotta nel rapporto da 
1a l—?, causa la contrazione laterale impedita (n. 131). 

Mediante le (1050), dalla (a) si deducono i vari momenti, che risultano m, = 
= p(ar— a?):2 (come per una trave), m, = VM, (n. 131), my = 0. 

b) Per l’uso che ne faremo in seguito (n. 628 c), è opportuno rappresentare 

la (a) mediante una serie di Fourier, che risulta (es. 201) 


a oi la (n= 1,3,5...) 


c) In modo analogo, si ottiene l'equazione della superficie elastica della 
lastra in questione anche per un carico ripartito non uniformemente, purchè la 
sua distribuzione sia funzione della sola x, cioè sia p = p(x). La superficie ela- 
stica è ancora cilindrica. 


quale risulta che lungo il contorno non è necessario che mn, e , abbiano valori determinati. 
Essi possono variare in infiniti modi, purchè non vari la somma ft, + dmp;/dc; e gli infiniti 
sistemi di forze al contorno che così risultano sono tutti equivalenti, ad eccezione di una 
striscia della lastra in prossimità del contorno (larga circa quanto lo spessore s), nella quale le 
tensioni dipendono dalla effettiva distribuzione di tali forze. 

Successive ricerche di Boussinesg, Lamb, Michell, Hadamard rimossero gli ultimi dubbi 
intorno ai risultati di Kirchhoff. Si veda anche G. SUPINO: Le condizioni al contorno per le 
lastre sottili inflesse, «Mem. Ace. d. Scienze», Bologna, 1945. 

() Si veda, ad es., il n. 22 del volume citato (nota 38) di S. TIMOSsHENKO. 

(®°) Questa deformazione marginale fa abbassare i punti di mezzo dei lati liberl OB e 4C 
di circa il 10% in più degli altri punti della loro congiungente situati all’interno (n. 636 c). 
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P$ Esereizio 1187, - Studiare una lastra rettangolare non vinco. 
lata, soggetta soltanto a quattro forze P uguali agenti negli 
9) angoli, due rivolte in alto e due in basso (fig. 1354 a). 
«o n Soluzione. La superficie elastica è una rigata di se- 
condo grado (a forma di sella, fig. 1354 b), rappresentata 
dall’equazione 
P (a) t= Cry. 
i Anzi tutto questa soluzione soddisfa l'equazione diffca 
I] renziale (1054). 
Fig. 1354. Per le (1050), (1052), le sollecitazioni risultano (71) 
2 
(5) m=m,=0, my =— (1-8 2 = (1-nD0, = 


Quindi anche lungo i lati è nullo il momento flettente m, 0 my, ossia è soddisfatta 
la prima delle condizioni di vincolo (1069). Inoltre ia (a) soddisfa evidentemente 
anche alla seconda. 

Lungo i lati il momento torcente my ha il valore costante dato dalla (b). 
Quindi (n. 624 a) le forze di sostituzione ripartite v, 0 v, sono nulle. Invece negli 
angoli si hanno le forze concentrate P = 2m,, (n. 624 e). Per la (1066) e per la 
(b), il loro valore è 
(e) |[P|= 2(1— y)B0. 


Se si ricava U dalla (c) e si sostituisce nella (a), si ottiene (72) 
P Val 
(21) = sapa = (1+) pa. 


Nelle sezioni inclinato di + 45° rispetto agli assi x 6 y si ha (1059) il momento 
flettente m, = — my = my = P/2. In queste sezioni risulta max Ca = — Max Gg = 
= ma/W = 3P/s?. Nelle sezioni parallele ai lati si ha max ty = 3P/s%. 


625. L’integrazione dell’equazione della superficie elastica. 


La soluzione dell’equazione differenziale (1054) è rappresentata da fun- 
zioni elementari solo nel caso della lastra ellittica incastrata (n. 626 a) 
(e in quello particolare della lastra circolare), o per qualche condizione 
speciale di carico (es. 1187, 1189). Negli altri casi dei quali si conosce la 
soluzione, essa è espressa da funzioni più complesse. 

Nei nn. 627, 628, 629 indicheremo brevemente i metodi principali 


(*) L’annullarsi di #, e ty può sembrare incompatibile con l’equilibrio in direzione verticale 
di una parte rettangolare di lastra prossima a un angolo A e soggetta a P in A. Ma se si separa 
tale parte dal resto della lastra, nei suoi angoli sorgono altre forze P equivalenti a 2may, ed essa 
si comporta ancora come l’intera lastra. V. anche il n. 11 del volume (nota 8) di S. TIMOSHENKO, 

('*) Essendo di facile realizzazione, questo caso si presta ottimamente per una verifica spe- 
rimentale dell’esattezza della teoria delle lastre, e sopra tutto dell’interpretazione data da Tom- 
son e Tait (n. 624 a). Le esperienze furono eseguite da A. NADAr: « Forschungsarbeiten aus d, 
Geb. d. Ingenieurwesens », H. 170, 171, Berlino, ediz. V. D. L, 1915; Die elastischen Plattcn, $ 14, 
Berlino, Springer, 1925. 
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d’integrazione, mediante i quali si ottengono le soluzioni per i casi più 
semplici e più frequenti nella pratica, espresse da serie doppie (Navier), 
o da serie semplici (Lévy-Estanave), o ricorrendo alle differenze finite 
(Marcus). Dopo di che, per non uscire dai limiti di quest'opera, ci limi. 
teremo a riportare i risultati più importanti relativi alle lastre di uso 
più frequente; tanto più che non esiste un metodo veramente generale 
d’integrazione, e che le soluzioni di casi più complessi sono ottenute 
spesso mediante artifici particolari, escogitati caso per caso dai singoli 
ricercatori. Indicheremo poi un metodo energetico, atto a fornire per 
successive approssimazioni le soluzioni di molti altri casi. Infine daremo 
un cenno dei metodi semiempirici più usati. 

Le prime soluzioni del problema della lastra rettangolare appoggiata lungo 1 
contorno furono date da Navier (°°) nel 1820 sotto forma di serie doppie, sia per 
un carico uniformemente ripartito, sia per un carico concentrato in un punto qual- 
siasi (n. 627). La possibilità di ottenere la soluzione mediante una serie semplice 
fu segnalata da Lévy (7) nel 1899. Seguendo questo concetto, furono ricavate varie 
soluzioni da Estanave (7°), da Hencky (7°), da Nédai (7) e da Mesnager (7) (n. 628). 

Una via del tutto diversa è quella indicata da Marcus nel 1919, che consiste nello 
scindere l’equazione differenziale del quarto ordine (1054,) in due equazioni del 
secondo ordine e nel ricavare la soluzione di queste facendo uso delle differenze 
finite (n. 629); via che consente di studiare lastre di varie forme, caricate e vin- 
colate in diversi modi (7°). 


626. La lastra ellittica. 


a) Lastra incastrata, caricata uniformemente. Anche 
per questa lastra, come per quella circolare, la soluzione 
è espressa da una funzione razionale (n. 625). Se @ e d 
sono i semiassi (a < db), e se gli assi e, y si fanno coinci- 
dere con gli assi 2a e 25 (fig. 1355), si ha 

2? 
(1070) "11-54 


Fig. 1355» 


(3) L. M. H. NAVIER: Recherches sur la flerion des plans élastigues, memoria presentata il 
14 agosto 1820 all'Accademia di Francia e pubblicata per estratto in « Bulletin de la Soc. phi- 
lomatique », 1823, pag. 92. Queste soluzioni furono completate da B. DE SAINT-VENANT nella 
sua traduzione della Elasticità di CLEBSCH, Parigi, Dunod, 1883, pag. 740. 

(4) M. Lbvy: Sur l'équilibre élastique d'une plaque reciangulatre, «Comptes rendus», 1899, 
Vol. 129, pagg. 535-539. 

(*) E. ESTANAVE: Contribution è l'étude de l'équilibre élastizue d'une plaque rectangulaire 
mince, Tesi presentata alla Facoltà di Scienze, Parigi, 1900. 

(*) H. HENCKY: Der Spannungszustand in rechieckigen Plaiten, Miinchen, Oldenbourg, 1913. 

(1?) A. NADAI: Die Forminderungen und die Spannungen von rechteckigen Platten, « Forsch. 
a. d. Geb. d. Ingenieurwesens», H. 170, 171, Berlino, ediz. V.D.I., 1915; e volume citato nella 
nota 21, $ 34. 

(*) A. MESNAGER: Cours de béton armé, Paris, Dunod, 1921, Cap. VI, e la memoria ivi citata. 

(*) H. MARCUS: Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung auf die Berechnung ela- 
stischer Platten, « Armierter Beton », 1919, pagg. 107, 129, 164, 181, 219, 245, 281; Zdem, Ber- 
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dove } è l'abbassamento del centro. Le derivate quarte che figurano nella 
(1054) sono 

dI _24f » _24f dI 8f 

dat PETE) dg — hi? daedy* — ab 


Sostituendole nella (1054), si trova che essa è soddisfatta se 


abi 
} p 


(1071) 88 Bat | 2a: + abi 


Le condizioni al contorno sono soddisfatte. Infatti, lungo il contorno 
il fattore fra parentesi della (1070) si annulla, per cui è soddisfatta la 
condizione £ = 0. Inoltre le derivate dé/d2, di/dy contengono ancora il 
fattore fra parentesi, per cui esse sono nulle al contorno, e quindi il piano 
tangente alla superficie elastica in ogni punto del contorno è orizzontale, 
ossia è nulla anche dé/d» (8). 

Le linee di livello della superficie elastica (1070) sono delle ellissi simili 
al contorno. 

Le sollecitazioni in un punto qualsiasi si ottengono calcolando le de- 
rivate della funzione £ e sostituendole nelle (1050) e (1052). Ad es., si ha 


1_ 30 y? 1 39 a 
m, = 4Bj (3 7 Uan “i +» ( TO E 9) 
1_3% a 1 32 “} 
ao) (my= abi) + (E 


85; 
may =— (1) i ay. 


I momenti flettenti nel centro risultano 


1 v z v\. 
(1073) m=4Bj( +3), mi = 48/142). 
I momenti flettenti alle estremità dell’asse minore valgono 
8Bf 8B, 
(1074) my = & my=—v Di, 


Questo m, è il momento massimo (in valore assoluto) nell’intera lastra. 
I momenti agli estremi dell’asse maggiore contengono d*® in posto di a? 


lino, Springer, 1924. Si veda anche il volume di N. J. NIELSEN: Bestemmelse af spaendinder i pla- 
der, Copenaghen, 1920. 

(‘) Il altri termini, se si considera sulla superficie elastica un’ellisse più piccola del con- 
torno e infinitamente vicina a questo, nei suoi punti il fattore fra parentesi è infinitesimo del 
primo ordine. Perciò il dislivello t dei punti di questa ellisse rispetto al contorno è infinitesimo 
del secondo ordine, perchè contiene tale fattore al quadrato; e quindi le tangenti alla superficie 
elastica al contorno sono orizzontali. 
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I momenti in A e in B sono dunque inversamente proporzionali ai 
quadrati di a e di b; ciò che vale press’a poco anche per i momenti m, 
ed m, nel centro (esattamente se v = 0). 

Se a=b = R, i vari risultati coincidono con quelli della lastra cir- 
colare (n. 610 d). Se invece d è molto grande rispetto ad a, i risultati 
coincidono con quelli di una trave incastrata di lunghezza 7 = 2a. In- 
fatti, le (1071), (1073), (1074) diventano f = p(2a)*/384B, m, = p(2a)?/24 
nel centro, m, = — p(2a)?/12 all’incastro. 

Il momento torcente mn, è nullo in ogni punto del contorno, come si ricono- 
sce sostituendo le (1072) nella seconda delle (1056). Quindi, essendo dm2n6/de = 0, 
la reazione al contorno è data dal solo primo termine della (1063). Essa è rispet- 
tivamente massima e minima alle estremità dell’asse minore e dell’asse mag- 
giore, dove risulta 


8B, 8Bj(3, 1 
n= (ata): nta): 


Ad es., se d = 2a, il loro rapporto è 3,71. 

b) Lastra incastrata, caricata nel ceniro. Secondo Lorenz (81), si otterrebbero 
risultati sufficientemente approssimati sostituendo il carico P concentrato nel 
centro con un carico uniforme di valore totale uguale a 3P, ossia con p = 3P/zab. 
Si noti però che nel caso della lastra circolare il carico p che provoca lo stesso 
momento d’incastro di P è p = 2P/xR?, mentre quello che provoca la stessa 
freccia è p = 4P/mR?; come si riconosce confrontando la (1005) con la (1011), e 
la (1002) con la (1009). 

e) Lastra appoggiata. Lo studio della lastra appoggiata presenta notevoli 
difficoltà analitiche, per cui ci limitiamo a riportare alcuni valori della freccia e 
dei momenti nel centro per v = 0,3 (52): 


bla=1,0 11 13 15 2 3 4 5 co 

f = 0,696 0,83 1,07 1,26 1,58 1,88 2,02 2,10 2,28 -pa*/Es 
m, = 0,206 0,235 0,282 0,321 0,379 0,433 0,465 0,180 0,500 - pa? 
my = 0,206 0,215 0,223 0,222 0,210 0,188 0,184 0,170 0,150 - pa?. 


(1075) 


Esercizio 1188. - Calcolare la freccia e i momenti flettenti di una lastra ellit- 
tica incastrata, avente 6 = 2a, caricata uniformemente, e confrontare i risultati 
con quelli della lastra circolare inscritta. 

Soluzione. La freccia risulta (1071) 


Î= P. 1608 16, pa‘ _ 128 . pat 1 
8B 3af+ 8at+ 48a' 59 SB 59 * 648 * 64B 


(*) H. Lorenz: Technische Elastizitàtslehre, pagg. 475-478, Minchen, Oldenbourg, 1913, 
(*) B. G. GALERKIN: Berechnung der frei gelagerten elliptischen Plaite auj Bieguny, «Zs. f. 
angew. Math. u. Mech. », 1923, pag. 113. La lastra è studiata usando le coordinate ellittiche, 
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Il momento m, agli estremi dell’asse minore vale (1074) 


4 2 
m=— SE. pe po pa =— 2,176 o 


Il momento massimo positivo è (1073) 
dt E(1 #8 ?\ pat = ( v\pa 
m, = 4B- Dia Za)= sl+ t)va = 2,17 147 16° 
Rispetto ai risultati della lastra circolare inscritta (E = a) (n. 610 8), la frec- 
cia e il momento negativo sono 2,17 volte maggiori. Il momento massimo posi- 


tivo è pure 2,17 volte maggiore se v = 0; s6v = 0,3 0 0,Ì, esso è 1,80 o 2,02 volte 
maggiore. 


627. La lastra rettangolare appoggiata al contorno. Soluzioni mediante 
serie doppie. 


Uno dei casi più frequenti nella pratica. è quello della lastra rettan- 
golare appoggiata lungo il contorno e impedita di sollevarsi negli angoli 
(n. 624c). Le prime soluzioni di questo problema { 
furono date da Navier (nota 73) sotto forma di serie 
doppie di Fourier, per i casi di un carico p uniforme- 
mente ripartito e di un carico P concentrato in un 
punto generico. 

a) Supponiamo da prima che la lastra sia sog- | 
getta a un carico ripartito secondo la legge 


Y 


(1076) P= Prin SEN SE sen > , 


essendo P,,, il valore massimo di p (®), @ e b i lati della lastra (fig. 1356), 
m ed n numeri interi qualsiansi (il caso semplice di m =n = 1 è svolto 
dettagliatamente nell’esercizio 1189). ? 

In questo caso la superficie elastica della lastra risulta affine a quella 
di carico, ossia è rappresentata da (84) 


MI n 
(a) È = Crn SN = Si sl A 


essendo c,, un coefficiente opportuno. Infatti, se si calcola la somma 


(*) Divisa la lastre in mn rettangoli di lati a/m e b/n, il carico (1076) è disposto a scacchiera, 
alternativamente positivo e negativo, variabile in ciascun rettangolo parziale nello stesso modo 
descritto nella nota 88, © Pmn è il valore massimo che assume 7 nel centro di ciascuno di essi. 

(**) La superficie elastica (a) ha lo stesso andamento del carico (1076), e cy, è il valore mas» 
simo di % nel centro dei rettangoli suddetti (nota 83). 


| __rrWr_ma z<ì©}©ì ‘]|] re 
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delle derivate seconde pure della (a), si otticne 


2/ MI ne max 
(L) Vil=-a (+ 77) mn Sen 53 sen 7”, 
mi nr Mae nr; 
(e) VV = V?(V72%) (1 + 1) Can SED —— 6en To 
Quindi, conrrontando la (c) con la (1054,) 
vi È =? E sen SEE sen SI , 
si riconosce che quest’ultima è soddisfatta se 
mi, ni ) é D, 
@ (4), osiase eu CREA, = 
Bat 
Perciò l’equazione della superficie elastica risulta 
(1077) = Fa 7a è Sen da sen SI, 
nm 1) 


La (1077) soddisfa inoltre alle condizioni al contorno. Infatti, pere = 0, 
x=a@,y=0,y=b, ossia lungo i quattro lati, le (a), (6) danno gt =0, 
V®% = 0, che sono le condizioni di Navier (1068,). 

0) Se il carico p varia nel campo 2 = 0-a, y = 0-b secondo una 
funzione qualsiasi p = p(e, y), questa si può sviluppare in serie doppia 
di Fourier (8) 

(e) P = P(0, 9) = ZE Pan Sen SE gen 22Y 
ma (73 b 


dove i coefficienti p,,, sono dati da 


4 max na, 
(1078) Prin = 23/fr0, Y) sen a 50 3 dedy . 
00 


Quindi, sovrapponendo gli effetti, la superficie elastica risulta rappresen» 
tata da una serie doppia i cui termini sono del tipo (1077). 

Ottenuta così la funzione £ = Ea, y), da essa si deducono le solleci- 
tazioni e le reazioni degli appoggi mediante le relazioni (1050), (1052), 
(1065), (1066). 

In questo modo è possibile studiare la lastra per qualsiasi distribu- 
zione di carichi. 


(*) V. le opere citato nella nota 29 dol Cap. XXI. 
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c) Carico uniformemente ripartito. Nel caso di p = cost, se m ed n 
sono enirambi dispari, i coefficienti (1078) diventano 


(1078,) 


16p 


mn ntmn? 


altrimenti si ha p,,=0. Perciò l’equazione della superficie elastica è 
rappresentata da (9) 


(1079) 


Ben 
16p a U A 
C=TpZZ eat (my n =1,3,5....) 
del) 


L’abbassamento nel centro (2 = a/2, y = b/2) è dato da 


(1080) 


mtn—2 

— 162 (1) È 
} BET mi n° 
mel +77) 


Per le prime due delle (1050) si ottiene incltre 


(1081) m, 


+) 
Pi 169 5 a +” mao naYy 


n mon (E 23) 


a SON (m,n =1,3,5...) 


d ’ 
a ba 
mentre nell’espressione di m, al numeratore figura invece 
n3/68 + vm3/af. 
4) La (1079) converge rapidamente, per cui basta tener 
conto soltanto dei primi termini (es. 1190). Si ha già una discreta 


approssimazione tenendo conto del solo primo termine, nel qual 
caso la (1079) diventa 


sen TE sen TY 
_ 16p. a b _16p. as na ny 
(1079,) = 7 E a) FB @PpnT sn. 
a' ba 


Invece la convergenza delle espressioni (1081) dei momenti 
fiettenti non è altrettanto rapida, per cui è necessario tener 
conto di un certo numero di termini. 


(*) Le potenze di x e 1 loro inversi, che spesso figurano nelle formule che seguono, valgono 


x = 3,14159265 1/2 = 0,3183099 
n° = 9,86960440 1/23 = 0,1013212 
ni 31,0062767 1/23 = 0,0322515 
n* = 97,4090910 1/3* = 0,0102660 
n= 306,019685 1/25 = 0,0032678 


n' = 961,389195 1/2°= 0,0010402 


LE LASTRE PIANE 135 


e) Carico uniformemente ripartito su di un rettangolo parziale, limitato da 
due rette di ascisse £, e £, e da due rette di ordinate N. ed Ns (fig 1357). L’e- 
quazione della superficie elastica risulta (2) (n= 12,8...) 


MIL nAY 
sen sen" 


ale i 
mn 


a, 


Nel caso del carico totale la (1082) coincide con la (1079). 
J) Carico concentrato în un punto generico di coordinate È ed ” (fig. 1357 b), 
L'equazione della superficie elastica data da Navier è (v. anche l’es. 1233) 


mi nIM 


sen —— sen 
4P a b MIT nIY 
(1083) È Fia z2 E: Co) sen sen 7°. (mn=1,2,3...) 
ad 


Se P è nel centro della lastra (É = a/2, n= b/2), i termini con mon pari 
si annullano e restano solo quelli con m, n= 1,3,5.... 

La È è nulla solo se 2=0, 0 2=a, 0 y=0, 0 y=b; per cui tutti i punti su- 
biscono abbassamenti positivi, dovunque agisca il carico P (e quindi anche per 
qualsivoglia distribuzione di carichi verso il basso). 


Esercizio 1189. — Studiare la lastra rettangolare appoggiata, soggetta a un 
carico variabile con legge sinusoidale 
ne 
(a) p= posen sen, 
essendo po l'intensità del carico nel centro della lastra (85). 
Soluzione. Il carico è del tipo (1076) con m = n = 1. Perciò, per la (1077), 
la superficie elastica è rappresentata dall’'equazione 


(0) t= —Pe__ sone son 
1 1 a db 
Ci 3) 
La freccia risulta 
Po Poatb* 
(e) i #H URINE! ) niB(a+ bf * 
\al' be, 


(*) Risultati numerici per il caso della lastra quadrata caricata parzialmente si trovano nel 
n. 632 e). 

(**) Il carico rappresentato dalla (a) varia con legge sinusoidale in entrambe le direzioni x C) 
Y. cioè secondo una superficie a doppia curvatura. Le sezioni di questa con piani verticali paral- 
leli a x sono delle sinusoidi, di ordinata massima ri, variabile secondo y con legge DI =?» sen 1y/b. 
E analogamente per le sezioni con piani verticali paralleli a y. Nel centro della lastra 1 carico p 
assume il valore massimo pe. 
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Se si confronta la (b) con l'equazione approssimata (1079,), si riconosce che 
la deformazione dovuta a un carico p uniforme è poco diversa da quella dovuta 
a un carico sinusoidale di intensità massima pg = 16p/22 = = 1,6p (in armonia 
con la (1078;)) (8). 

I momenti flettenti e il momento torcente si deducono dalla (3) mediante 
le (1050), e le loro espressioni risultano 


1 v na TY v nr ny 
m, = EI(L+ ta) sen sen» my= n 25; (1; } 1) sen Sen 7 


n°Bi na TY 
2 87 D° 


may =—-(1—7) 


Le quattro superficie che rappresentano p, È, m., m, sono affini tra loro. 
I momenti m,, n, sono massimi nel centro della lastra e si annullano lungo i 
quattro lati. Il momento m., è nullo nei punti delle mediane. 

Dalla (b) si deducono anche gli sforzi di taglio t,, 1, mediante le (1052), e le 
reazioni 7,, *y ripartite lungo i lati mediante le (1065). Ad es., lungo i lati pa- 
ralleli a y si ottiene 
_ PBI ny _9®Bf(1 2—- 2 muy. 

A+) sale, 


sen > ta senz? 
a br hi a b 


oa 
5 


b? 


Le reazioni ,, 7, variano dunque con legge sinusoidale lungo i lati e si annullano 
alle loro estremità. 
Le reazioni £ concentrate negli angoli (n. 624 c) dedotte mediante la (1066), 
sono date da 
E=-21- "E, 
Il carico totale risulta Q = 4pyab/a*. La somma delle reazioni ripartite sn- 
pera il carico Q di 8(1—v)x®Bf/ab = 4R. Quindi si ha equilibrio fra il carico 
Q e le reazioni r ed R. 


Esercizio 1190. — Determinare l’abbassamento e il momento flettente nel cen- 
tro di una lastra quadrata, appoggiata o caricata uniformemente. 
Soluzione. Essendo d = a, la (1080) si semplifica nella 


mtn-2? 


pa 1000 pp e 


NB sa mam + ni) ne) * 


Calcoliamo la serie doppia, computando soltanto i primi nove termini, 
ossia ponendo m = ledn= 1,3,5,m=3edn=1,3,5,m=5edn=1,3,5 


(**) Alla stessa conclusione si giunge anche usando il metodo dei minimi quadrati (A. NADAI: 
Die elastischen Plaiten, $ 32, Berlino, Springer, 1925), o il principio della minima energia poten. 
riale (H. LORENZ: « Zs. V. D. I. », 1913, pag. 623; Technische Elastizitùtslehre, pag. 457, Munchen, 
Oldenbourg, 1913). 
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Si ottiene così 


Lor] 1 1 1 1 1 
I=cg\ri:8 1-3 -10t 15-28 31-10t 3318 
1 e ds 1 16pa' 944 è 
3-5-848% 5-1-26? set) n3B 0244 i 
ossia 
* pal 
(a) f= 0,00406 Fr. 


Il coefficiente di questa espressione è esatto fino all'ultima cifra (n. 631 a). 

Se ci fossimo limitati ai primi quattro termini, ponendo cioè m = led n = 1, 8, 
m= 3 ed n= 1,8, avremmo ottenuto 0,0040536. Infine, se ci fossimo limitati al 
solo primo termine (m = 1, n= 1), avremmo ottenuto 0,00416, con un errore 
in eccesso di 2,46%; ciò che conferma quanto si è detto nel n. 627 d). 

In modo analogo si calcola il momento flettente nel centro. È necessario 
però tener conto di un numero maggiore di termini, perchè la (1081) converge 
meno rapidamente della (1079). Tenendo conto dei primi 49 termini, si trova 


t.1 DI 
(0) my=m=(14+) one 0,2243 = 0,03684(1 + vpat= LT pas. 


Esercizio 1191. - Idem, nel caso di un carico P nel ceniro. 
Soluzione. Per a = bd e per P nel centro, l'abbassamento del centro che si 
deduce dalla (1083) è 
4Pa 1 
“i hi 
J MB n Z e 


RR N10, 
COL (mn= 1,3,5..) 
(i termini con mm 0 n pari si annullano, perchè le funzioni trigonometriche diven- 
tano sen 7/2 e sen n77/2). 

Computando soltanto i primi nove termini come nell’esercizio 1190, si ot- 


tiene 
1 1 1 1 1 i 4Pa? 
= — i Fin posa i 2 4 
nB G his; 10? 1 18 + 2 II © 948° ne) niB 


0,2782; 
ossia 
(a) f= 0,01142 


Pat 
E° 


Il valore esatto (1114) è invece f= 0,01159 Pa?/B; quindi l’errore è di 1,47%. 


Esercizio 1192. — Una lastra quadrata è soggetta a un carico P nel punto 
E =n= a/4 (fig. 1358). Calcolare l’abbassamento €» sotto il 
carico. 

Soluzione. Essendo r=y=É=n=a/4, l'insieme delle funzio- 
ni trigonometriche della (1033) si riduce a sen? mzz/4 sen? na/4=c. 
Quindi la (1083) diventa 


4Pa? e = 
{r= n*B de (m°+ n8)?" 
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Per m= 1, n= 1,2, 3, 4,5 si ha rispettivamente c = 1/4, 1/2, 1/4, 0, 1/4; 
per m=2,n= 1,2, 3,4,5sihac= 1/2, 1, 1/2,0, 1/2; perm=3,n= 1,2, 3, 
4,5sihac= 1/4, 1/2, 1/4,0, 1/4; perm=4,n= 1, 2,3,4,5sihac=0); per 
m= 5, n= 1,2, 3, 4,5 si ha c= 1/4, 1/2, 1/4, 0, 1/4. Quindi, computando i 
primi 25 termini, si ottiene 


4P@ | 139; s4a Pa 
Lo = Si; 0,132275 = 0,00543 +. 


628. La lastra rettangolare appoggiata al contorno. Soluzioni mediante 
serie semplici. 


In diversi casi è possibile ottenere l’equazione î = (x, y) della su- 
perficie elastica espressa mediante una serie semplice, il cui calcolo è 
più comodo di quello di una serie doppia; tanto più che spesso le serie che 
si ottengono convergono più rapidamente delle serie doppie di Navier 
del n. 627. Tuttavia i singoli termini non sono così semplici come quelli 
delle serie doppie. Indichiamo come si ottiene la soluzione, limitandoci 
al caso del carico uniformemente ripartito (°°). 

a) Com'è noto dalla Teoria delle equazioni differenziali lineari, l’in- 
tegrale generale Z dell’equazione (1054,) 


(a) V* = p[B 


si può ottenere come somma di un integrale particolare qualsiasi £, della 
(a) stessa e dell’integrale generale £» dell'equazione omogenea (cioè della 
stessa equazione nella quale si è posto p = 0) 


(0) VE=0. 
Per cui si ha 
(0) t= Ca + Do. 


L’integrale î, tiene conto del carico p agente sulla lastra, e si assume 

di forma tale da soddisfare alle condizioni al contorno lungo due lati 

opposti della lastra. L’integrale Zn dev'essere pure tale da soddisfare 

alle stesse condizioni, e deve contenere le costanti indeterminate che 

occorrono per far sì che l’integrale £ = Z1 + è, soddisfi anche alle con- 
dizioni al contorno lungo gli altri due lati. 

b) Come fu indicato da Lévy (nota 74), l’integrale generale $, del- 


(**) Seguiamo il procedimento di A. NAÀDAI ($ 34 del volume citato nella nota 78), che è più 
semplice dei procedimenti seguiti da altri. Procedimenti diversi si trovano nei lavori citati nelle 
note 76,77, nonchè in quello di M. SALVATI: Z1 culcolo della lastra piana rettangolare, Bari, Accolti, 
1936. 
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l'equazione (d) si può scrivere nella forma 


@ Colt, 9) =ZY,(y) sen 22 — SF,() seno,  (an="%) 
n a n @ 
(n= 1,2,3...), dove le Y,(y) sono funzioni della sola y (*). 
Applicando alla (d) l'operatore V! = d'/de' + 294/de%dy* 4 dIfdy', ri- 
sulta che la (4) soddisfa la (5) se ciascun termine Y,(y) soddisfa l’equa- 
zione 
YiV(y) — 2a5Y (V) +aY,() =0. 


L’integrale generale di questa si può scrivere 
(e) Y,(y)=A4,senh a,y + B, cosh a,y + Cn0,4 senh any + D,a,Y cosh anY + 


L’integrale î, soddisfa alle condizioni î, = 0 e d*00/de* = 0 (e quindi 
alla V:5,= 0, n. 624e) lungo i lati x =0 e 4 =a (cioè paralleli a y), 
perchè per questi valori di ® si ha sen a,r = 0. 

ec) Carico uniformemente ripartito. In questo caso, un integrale par- 
ticolare della (a) è (es. 1186 a, d) 


O) as 3iR (0 — 2aa3 + a80) = DEri sen a, . 
Come %, anche £, soddisfa alle condizioni &, = 0 
e d*0,/da° = 0 lungo i lati paralleli a y; quindi soddi- 
sfa alle stesse condizioni anche la soluzione $ = 0 + la 
Con gli assi x, y della fig. 1359, per la simmetria 
della lastra e del carico rispetto all’asse 2 la Y(y) deve 
assumere gli stessi valori per +y o per —y. Quindi nella 
(e) rimangono soltanto il secondo e il terzo termine, che 
non cambiano segno se si cambia segno a y. Perciò, 
ponendo in evidenza nella (e) lo stesso fattore pa'/B che 
figura nella (f) (ciò che è consentito dalle costanti indeterminate, che 
ora risultano prive di dimensioni), la soluzione £ = Z1 + î diventa 


Fig. 1359, 


24 p(_4 NIY Lg NIY ai NILE 
(1084) I E + cosh "SY + 0, "I senb "20) sen "2 


Si devono escludere i valori pari di n, perchè per n pari sen n/a as- 
sume valori uguali e di segni contrari in punti simmetrici e e a —@ 
(mentre in essi la £ dev'essere uguale). Inoltre, come vedremo, bd, e €, 
sono nulli per » pari. Perciò nella (1084) si ha n = 1,3,5.... 


(®) La questione è analoga a quella del n. 591 a), perchè la funzione Fx, y) doveva soddi- 
sfare l’equazione (926) véF = 0, che è uguale alia (0). 
Nella (e) i coefficienti Cy e D, della (c) del n. 591 a) sono invece Cy 0, © Dy0n> 
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Dalla (1084) si deduce (V3 = d°/da® + d*/dy?) 
1085 = P@ (4 Lon NIY) sen OY 
(1085) \V4A E z( pa TY 20iaîon cosh n )sen cai 


Scegliendo opportunamente i coefficienti dn © C,, Sì riesce a soddisfare 
alle condizioni al contorno anche lungo i lati paralleli a #, le quali ri- 
chiedono (1068,) che per y = + 5/2 si abbia Z=0 e V:2=0. Quindi 
per y = + 5/2 devono annullarsi i singoli termini delle sommatorie che 
figurano nella (1084) e nella (1085). Posto per brevità 


nb 
(1086) Pn 3 Da? 
si deve dunque avere 
4 2 
(9) d,c08h pn + epy senh pn =— pis On 06h PSI 


da cui si ricavano le espressioni dei coefficienti d,, e c,: 


__4+2p,igh 9, I 
(1087) db, = nia cong, > Tini così p,° 


Questi coefficienti sono diversi da zero solo per n dispari, poichè per n 
pari i secondi membri delle (9) sono nulli, non esistendo nella (}) i ter- 
mini con n pari. Quindi la (1084) contiene soltanto i termini con » dispari. 
La (1084) è dunque l’equazione della superficie elastica della lastra (*2); 
in essa i coefficienti d,, c, si calcolano mediante le (1087) e con la posi- 
zione (1086). Essa converge tanto rapidamente che si ottiene già una 
buona approssimazione tenendo conto soltanto del primo termine (perchè 
il primo termine della parentesi e i coefficienti d,, c, contengono 1/n"). 
d) I momenti m,, my, my in ogni punto della lastra si deducono 
dalla (1084) mediante le (1050). Le loro espressioni risultano 


My =Max +2 pe En] (1—v)b, cosh ]n+-c,[(1—v)7, senh qy—27 cosh 7,]} sen È, 


(1088) ( my=m1,—a*pa?Zn* (1-»)b, cosh 7,-+-c,[(1-—v)m, senh 7,4 2 cosh 7,]} sen é, 
myy=—(1-r)a?pa®Zn?[b,, senh 7,-+-0n(7n COSì 7,-+-Senh Ma)] COS Én 3 
dove ) at ) 
(a — (a — © na na 
(4) ma = PE ’ my=rÈ D) ’ in3 7 met, 


La convergenza di queste espressioni non è così rapida come per la (1084), 
causa il fattore n°; tuttavia tenendo conto soltanto del primo termine 
si ha già un’approssimazione sufficiente. 


(*® Tabelle estese dei valori delle funzioni iperboliche, comode per il calcolo delle lastre, 
si trovano nel volume di K. HAYASHI: Sieben- und mehrstellige Tafeln ecc., Berlino, Springer, 1926. 
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Gli sforzi di taglio {,, i, si ottengono mediante le (1052), nelle quali 
la parentesi è data dalla (1085). Le reazioni r,, tylungo i lati si ottengono 
mediante le (1065). Infine, le reazioni concentrate negli angoli sono date 
da R=2m,y (n. 624 c), dove m,, è calcolato per 2 = 0, y = b/2, ossia 
per în = 0; Mm = Pn (®). 

e) Abbassamento e momenti nel centro. Nel centro della lastra, ossia 
per a = a/2,y=0, si ottiene 


(1089) i>(R+zeit o), 


m, = pe31/84 RZ 17 n{(1—-2)b,— 2v0,]} 
(1090) my = pafr/8—RZ(-1)# n[(1—)b, + 20,]} 
Maygy= 0. 
Se si tiene conto soltanto del primo termine, si ha 


(1089,) =, 
my = pa1/3+ 28[(1— v)b — 2ve.]} 
my = pa r/8—[1— db + 2e;]}. 


7) In modo analogo si possono studiare anche distribuzioni di ca- 
rico variabile, purchè p dipenda soltanto da 2 e non da y, cioè sia p = P(2). 


(1090;) 


Esercizio 1193. — Anche l’equazione differenziale della linea elastica di una 
trave si può integrare nel modo che si è detto nel n. 628 a). Studiare in tal modo 
la travo a mensola dell’eseroizio 186 (fig. 281). 

Soluzione. Un integrale particolare dell’equazione (235) n = g/EJ è ad es. 
M = q2*/24EJ, come si verifica facilmente. L’integrale generale dell’equazione 
omogenea 737 = 0 è 70 = ar* + ba° + er + d. Quindi l'integrale generale della 
(235) è 


LI 
(a) m=Mm+M = 3ipg+ 02 + bo + c0+d. 


Le costanti a, db, c, d si determinano mediante le condizioni ai limiti, che 
sono M=0eT=0pera=0, yn=0edy=0 pere=1. Dalla (a) si ricava 


"n _ GR 


= PÒ 4 Ban + Ma +0 = I 4 6ar4+- 2% rn I° L 6a 
7 GET è 257 * VI i 


Per le (233), (234), le prime due condizioni equivalgono a 7/= 0 ed yp=0 
per ® = 0; per cui dev'essere a = è = 0. Le altre due condizioni forniscono le 


(**) V. ad es. il volume già citato (nota 78) di A. NADAI, pagg. 128-130, 
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equazioni 
ql* q® ; Mo Le 
2EITI+9=0.  Gnpt0=0, dacui  0=—i7° 335 


Quindi la (a) diventa, come nell’esercizio 186, 


_ 98 qa qui 


N" dARI _ GET SEI 


Esercizio 1194, — Determinare l’abbassamento e i momenti nel centro di una 
lastra quadrata di lato a, caricata uniformemente. 
Soluzione. Per b = a si ha (1086) Pn = 2/2. I coefficienti (1087) risultano 


bi = — 0,008961708, ci = 0,002604648, 
da = — 0,000003242, cs = 0,000001450. 
Se si tiene conto soltanto dei primi due termini o del primo termine, la (1089) 


o la (1089) danno rispettivamente /= 0,004062pa'/B o f= 0,004059pa4/B. Quindi 
si ha (cfr. es. 1190) 


4 
(a) f = 0,00406 Pe. 
Se si tiene conto nelle (1090) dei primi due termini, si ottiene 
ma = (0,03684 + 0,03700v)pa", —amy= (0,03700+ 0,036847)pa? . 


Tenendo conto di un numero maggiore di termini, i duo coefficienti tendono a 
diventare uguali, e i due momenti acquistano il valore comune (cfr. es. 1190) 


me = my = c(1+ v)pa® = 0,03684(1 + v)pa = 3 ci pat. 


Per quanto si è detto nel n. 623 5), nel centro il momento flettente è uguale 
in tutte le direzioni. 


Esercizio 1195. — Determinare l'abbassamento e i momenti flettenti nel cen- 
tro di una lastra rettangolare avente il lato d di lunghezza doppia del lato a, 
appoggiata e caricata uniformemente. 

Soluzione. Computiamo soltanto il primo termine delle varie sommaiorie, 
I coefficienti (1086), (1087) risultano 


(1 b, = — 0,0028988, c, = 0,0005638, 
Quindi, sostituendo nelle (1089;), (1090,), si ottiene 
f= 0,01012pa'/B, im = (0,0964+ 0,0175v)pa?, ma, = (0,0175+ 0,09647)pa?. 


L’approssimazione è ottima, perchè i coefficienti esatti (n. 630 a, b) valgono 
0,01013, 0,u965, 0,0174. 
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Esercizio 1196. — Determinare la reazione r ripartita lungo ciascun lato e la 
reazione E agli angoli di una lastra quadrata di lato a, appoggiata e caricata uni- 
formemente. 

Soluzione. Per la prima delle (1052) si ha #, = — Bd(V?0) : de. Quindi, sosti- 
tuendo nella (1085) i coefficienti (1087) e derivando rispetto a x, si ottiene l’espres- 
sione di t,, che poi si calcola lungo il lato £ = 0. 

Si sostituiscono poi i coefficienti (1087) nella terza delle (1088), si deriva rispetto 
a y, si pone x=0, quindi si sostituisce nella prima delle (1064), che dà r,(°). 

Dall’espressione che si ottiene, si riconosce che 7, si annulla alle estremità 
dei lati ed è massima a metà di questi, dove risulta (n = 1, 3, 5...) 


Max 7, ( De nt 
820 72° n? così ng/ 


1—» tgh n2/2 \_ 
2 se Er n cosh SR) ela 
Computando soltanto i due primi termini delle sommatorie, si ottiene per v = 0,3 
(a) max rz = (0,5— 4 - 0,4006/7* + 0,7 - 0,3717/7)pa = 0,42pa. 


La reazione I? concentrata negli angoli è uguale (n. 624 c) al doppio di my 
negli angoli, e risulta espressa da 


—» DIES 
na 4(1 x v) pa D n7/2 — senh n77/2 cosh n77/2 


cio n cosh? n77/2 - (n=1,3,5..) 


Il calcolo di questa sommatoria è rapido, perchè, eccettuato il primo termine che 
vale — 0,66766, i successivi sono praticamente uguali a — 1/n* (perchè senh n77/2 
e cosh 27/2 acquistano valori elevati e pressochè uguali tra loro). Si ottiene 


(5) E=-—- 0,093(1— v)pa?. 


629. Il calcolo delle lastre mediante le differenze finite (*). 


Infine, indichiamo brevemente un metodo col quale si evita l’integra- 
zione dell'equazione del quarto ordine alle derivate parziali (1054); inte- 
grazione che spesso presenta serie difficoltà, dovute specialmente alle 
condizioni di vincolo. Alla (1054) si sostituiscono due equazioni del se- 
condo ordine alle differenze finite, che si integrano risolvendo due si- 
stemi di equazioni algebriche lineari molto semplici. L’approssimazione 
dei risultati che in tal modo si ottengono è buona, almeno nei casi più 
comuni, e può essere spinta al grado voluto. 

a) Per facilitare la comprensione del metodo in questione, appli- 
chiamolo da prima allo studio di una trave. Sappiamo che l’equazione 
differenziale del quarto ordine (235) della linea elastica si scinde nelle 


(#) V. ad es. il volume citato (nota 78) di A. NADar, pagg. 128-130. 
(*) H. MaRcUS, volume citato nella nota 79. Esempi interessanti si trovano anche nel $ 71 
del 2° volume dell’opera di K. BEyER (nota 30). 
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due equazioni del secondo ordine (222), (233;); per cui la 


d' È deM dn M 
(a), (8), (c) pa cr w; equivale alle da 1: da = Dj° 


Sappiamo pure che dal confronto delle (3), (e) con l’equazione (4) della 
funicolare di un carico q 
Ly CI 

(4) da = TH: 
si deduce che il diagramma M(%) e la linea elastica n(x) si possono otte- 
nere rispettivamente come funicolare del carico q fatta con distanza 
polare H = 1 (ossia con tensione orizzontale H = 1), e come funicolare 
del carico fittizio qg* = M/PJ fatta pure con distanza polare 1. 

Sostituiamo ora per approssimazione l’equazione differenziale (d) con 
un’equazione alle differenze finite; cioè consideriamo le differenze se- 
conde finite Ax* e /4*y invece dei differenziali secondi da? e d2y. In tal 
modo, se H = 1, la (d) diventa 


4°y 
(e) AR 371° 


La differenza prima 4y, in un punto % (cioè quando si passa dal punto 
©, al punto 2,41) è dy, = YUt1—Y La differenza seconda /?y, è (*) 


0) 4y,=A4(4y) = (Uta — Ya) — (Un Us) = Yata + Vir T 24n. 
Se gli incrementi Ax si assumono costanti, e si indicano con 4, la (e) di, 


venta 


. d°Yn = Uta + Vera — 2a =—-q9, 
08818 


(9) 2Un— Yr1—Yxt1 = 92°. 


Se il carico ripartito g si sostituisce con carichi q4x = g,A concentrati 
nei punti % che delimitano gli intervalli 7 (e con ciò la funicolare di q 
diventa il poligono funicolare dei 4A), la (9) esprime l’equilibrio in dire- 
zione verticale del vertice % del poligono funicolare. Infatti, se S,-, ed 


("‘) La differenza seconda 4°y; è la differenza delle differenze prime a destra e a sinistra 
del punto &, ossia è (Yr11—V£) — (Ve—Yz-1). Perchè così essa corrisponde nel miglior modo a d°y 
nell’intorno di %. Mentre se si deducesso A°y; in modo formale, cioè 

b3vz = MAY) = AlVx4a — Va) = Mia — Ag = rta — Vena) — Vega — Va) 
Ul risultato corrisponderebbe invece all’intorno del punto XK +1. 

Del resto anche per la differenza prima Ay; si può assumere Ax = Ux—Yx- Perchè il dyy 
è compreso fra Yx — Yx-1 © Yx41 — Up. Perciò il valore più approssimato della derivata prima 
dy/dx nel punto % è dato da Urta — Ve) © (Cra — 743), ossia da (Weta — Va) 24 so Ar=2. 


Esso è la media dei rapporti incrementali Wa —Vr-2) : 3 © (Vz+1 — Vx) : è & sinistra 0 a destra 
del punto %. 
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58; sono le tensioni nei due lati del poligono concorrenti in % (fig. 1360 a), 
l'equilibrio del punto % in direzione verticale richiede che sia 
Si Sen an — Sy sen a, = gi. 


(L’equilibrio in direzione orizzontale richiede che sia S,-,c08a-1= 
= S cos a, = H, ossia che la componente orizzontale H7 delle $ sia co- 
stante in tutti i lati.) Ma si ha 


Bison i=Htga = HEHE, g,senag=H tg a=nft Ma, 


Ter cui risulta 
i Vi ta TV 
HU: 31 pp 0 =qA, 
ossia 


2 lr YWt1 = q4/H, 

che, se H =1, è appunto la (9). PIET1800; 
Pertanto, poichò le ordinate y del primo e del secondo poligono fu- 
nicolare, cioè relativi ai carichi g e q* = M/EJ, sono i momenti flet- 
tenti M e le ordinate 7 della linea elastica, la (9) diventa nei due casi 


(1091), (1092) 215,— M;-1—-M:1=@48, 2lx— Mer Max = (M,/PI)R. 


Se in un punto % (o in più punti) agisce anche un carico concentrato 
P,, il secondo membro dell'equazione (1091) di tale punto è q,2? + PA. 
Se manca il carico ripartito, il secondo membro si riduce a P,A per il 
punto caricato e si annulla per i punti scarichi. 

Scrivendo la (1091) ela (1092) per tuttii punti che delimitano i segmenti 
A nei quali si è divisa la trave, ossia per tutti i punti %, si ottengono due 
sistemi di equazioni algebriche lineari, aventi rispettivamente le inco- 
gnite M ed n. Se la trave è appoggiata agli estremi A e B (fig. 1360 b), 
il primo poligono funicolare ha le ordinate estreme Yo=Mo=00%n41= 
= MHn+1= 0, perchè in A e in B si ha M =0. Quindi il primo sistema 
di equazioni (1091) contiene le incognite M,, Ma... M,, che sono tante 
quante sono le equazioni scritte per i punti 1, 2... n. E per conseguenza 
i valori di M si ottengono risolvendo soltanto il sistema (1091) (problema 
staticamente determinato) (es. 1197). Se invece la trave è incastrata agli 
estremi, sono incognite anche Y, = M, ed Mx; = M,, mentre il nu- 
mero delle equazioni (1091) è sempre lo stesso (es. 1198 e nota 104). Degli 
incastri in A e in B si può tener conto solo mediante le equazioni (1092). 
E per conseguenza non si possono calcolare gli M se non si risolvono 
contemporaneamente entrambi i sistemi di equazioni (problema statica- 
mente indeterminato) (es. 1198). 
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Evidentemente l’approssimazione dei risultati è tanto migliore quanto 
più grande è il numero degli intervalli Ax = 7 (note 102, 103). 
b) Per lo studio delle lastre si procede in modo del tutto analogo. 
Anzi tutto è facile sostituire l’equazione del quarto ordine (1054,) 


dî Lx4 dif d° de \ (3° dl 
VC = ani +2 Gandgi + dg — È + DIE tagi 


)= vv = £ 


con un sistema di due equazioni del secondo ordine. Infatti, se si intro- 
duce una funzione M definita da 


de, 32 
(1093) M=_- BV =— EI + DO), 
la (1054,) si scinde nelle due 
(1094), (1095) VIM=-p, Vit=_ È. 


Per la (1093) e le (1050), la funzione M è legata ai momenti flettenti 

m, ed n, dalla relazione 
- Matty, 
(1096) Sea 
per cui M (che si può chiamare il momento-somma) in ogni punto è un 
invariante (cioò indipendente dalle direzioni degli assi 2, y), come lo è 
my + my (n. 623 d e nota 60). Essa dà una valutazione della flessione 
della lastra in ogni punto, poichè (988) è legata alle curvature 1/0, e 1/0, 
dalla relazione 
1 1 M 

1097 —+T=35. 
sL081) ee, B 

Le (1094), (1095) corrispondono alle (b), (c) delle travi, col cambia- 
mento dell’operazione d*/dx? nell'operazione V? = d°/da? + d*/dy?. 

Consideriamo ora una membrana elastica inizialmente piana, tesa al 
contorno da una forza S (per unità di lunghezza) uguale in tutti i punti 
del contorno stesso (e uguale anche in tutti i punti interni e in tutte le 
direzioni, n. 581), e soggetta a un carico ripartito P = P(€,y) normale 
al suo piano. Se la deformazione è piccola, le ordinate w della membrana 
deformata (superficie funicolare di p) soddisfano l'equazione (n. 652) 


(1098) Vino ta î 


che corrisponde alla (4). 
Confrontando la (1094) e la (1095) con la (1098), si deducono i seguenti 
teoremi (*): 


(#) H. MARCUS, $ 2 del volume citato nella nota 79. 


_ —% 
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19) Una membrana elastica piana avente lo stesso contorno di una 
lastra piana e tesa nel suo piano dalla forza uniforme (n. 581 0) S=1, 
assoggettata allo stesso carico p sopportato daila 
lastra si deforma in modo che le ordinate w danno 
il valore di M in ogni punto della lastra. 

2°) Se la stessa membrana si assoggetta invece 
al carico fittizio p* = M/B, la sua deformata coin- 
cide con la superficie elastica (e, y) della lastra. 

Il primo di questi teoremi è per le lastre il cor- 
rispondente della proprietà dimostrata nei nn. 196, 
197 per le travi, mentre il secondo è il corrispon- 
dente del teorema di Mohr (n. 210 e). 

c) Pensiamo di decomporre la membrana sud- 
detta in due ordini di striscie parallele agli assi e, 
y, di larghezze 4y = 4, e de = 2,, e (li sostituire poi 
tali striscie con due ordini di fili situati a metà della 
larghezza delle striscie stesse (fie. 1361 a). Otteniamo 
così una rete o trama di fili elastici ortogonali tra 
loro, tesi dalle stesse forze Y/, = SZ, e H, = SZ, che tendevano le stri- 
scie corrispondenti. In ogni nodo della rete agisce un carico verticale 
concentrato p,4,4,, cioè uguale al carico agente sul rettangolo 7,4, 
avente per centro il nodo. 

Sostituiamo ora l’equazione alle derivate parziali (1098) della defor- 
mata della membrana con un’equazione alle differenze finite. Per la (f) 
si ha in un nodo % (fig. 1361 b) 


Fig. 1361. 


Y 


(A°%w0z), = + wa Qik, (403), = wa + wW,— 20, ; 


quindi l’espressione Vw, diventa 


Vi, = (42204), Ù (4207), _ otro — 20, + Wa + wo — 20, 
* da Ar 23 di i 


Perciò, se S = 1, la (1098) viene sostituita dalla 


Qer— Wa—W, Qi — Wo Wa 


(h) DE x E FL =Pas 

Se le due larghezze 4, e 7, si assumono uguali (4, = 7, = 7), si ha più 
semplicemente 

(Me) dn — Wy — Wo — WU Wa = Dad? + 


In modo del tutto analogo a quello del n. 629 a), si riconosce che 
la (4) o la (4) esprimono l’equilibrio in direzione verticale del nodo %, 
soggetto al carico p.Z,4, 0 px4° e alle quattro tensioni dei quattro tratti 
di filo concorrenti in %. 
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Pertanto, poichè le ordinate w della prima e della seconda rete, cioè 
caricate coi carichi p e p* = M/B, sono i momenti-somma M e le ordi- 
nate î della superficie elastica della lastra, la (%,) diventa nei due casi 


(se A,= 4, = 4) 

(1099) 4Mx—M,— I, M,—My= più, 
M 

(1100) Mlb L-U= Fw. 


Scrivendo la (1099) e la (1100) per tutti i nodi della rete, si ottengono 
due sistemi di equazioni algebriche lineari, aventi rispettivamente le 
incognite M e 7. Come per le travi, se la lastra è appoggiata al contorno 
il primo sistema si risolve indipendentemente dal secondo, che si risolve 
in un secondo tempo quando sono già noti i valori degli M (es. 1199). 
Se invece la lastra è vincolata in qualsiasi altro modo, è necessario risol- 
vere contemporaneamente entrambi i sistemi di equazioni (es. 1201) (0). 

d) Ottenuti i valori degli M e delle £ in tutti i punti k, se ne dedu- 
cono poi le sollecitazioni negli stessi punti sostituendo nelle (1050), (1052) 
le varie derivate coi corrispondenti rapporti incrementali (°°). Si ha così 
nel punto % (fig. 1361 Db), se A,= Z,=, 


(ta = BI(2îx— Ca lo) + (20 — E — Ca] 12 
(1101) | My = BI(2îx— &— Ca) + (20 — Ca l)] : 42 


May = B(1—v)l(6, + Ca) — (Ca + Ca)] 1 472 
i, = (M-M):22,  t,=(M,—M):24. 


e) Se in un nodo € agisce anche un carico concentrato P,, il secondo 
membro dell’equazione (1099) di tale nodo è px4° + Pi. Tuttavia se la rete che 
si è sostituita alla lastra ha le maglie poco numerose, i 
momenti M che si ottengono sono abbastanza approssimati 
nelle zone lontane dal punto caricato %, ma non lo sono 
nelle immediate vicinanze di %. Perciò è necessario in un se- 
condo tempo studiare con migliore approssimazione l’intorno 
di %. A tal fine si decompone la zona efgà in maglie più pic. 
cole (fig. 1362), e si pensa che P, sia uniformemente ripar- 
tito sul quadrato punteggiato. Quindi si serivono le equazio- 
ni (1099) per i nodi interni di tale zona, assumendo per i suoi 


(**) Nel caso della funicolare di un carico 9, essa è determinata dall’equazione (4) dd? — 
= — a/H a meno di una funzione mx + n (n. 28 8), cioè a meno di una funzione che è soluzione 
dell’equazione omogenea d°y/2x2* = 0. Nel caso presente, la (1098) determina la funzione rela, y) 
a meno di una funzione che è soluzione dell’equazione omogenea v?w = 0. Perciò resta indeter- 
minata la superficie dalla quale si devono misurare le ordinate w della deformata della mem- 
brana perchè rappresenti la superficie 37(x, y). Lo stesso dicasi per la superficie Ca, 7), se il cone 
torno della lastra è cedevole. 

(*) Per la (1052) e la (1093), Il taglio #, è dato da #, = — BU(y20): dr= dAI/dr; e per 
la nota 96, la derivata d11/dr è data da (Ma — 313): 2) (Ag. 1361 Db). 
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nodi periferici a, b, c, d, e, f, g, hi valori di M già trovati, che si ritengono 
attendibili (per gli altri nodi del contorno, come i, si deducono i valori di M 
per interpolazione) (1%). 

}) Come si è già detto, col metodo di Marcus si evita l’integrazione della 
(1054) e si risolvono invece due sistemi di equazioni algebriche lineari molto sem- 
plici, con le incognite rispettive 1 e $. L’approssimazione dei risultati è suffi- 
ciente nella maggior parte dei casi, ed è tanto migliore quanto più numerose sono 
le maglie della rete (però cresce rapidamente il numero delle incognite e delle 
equazioni) (es. 1199 a, b). Il metodo è lo stesso qualunque sia la distribuzione del 
carico agente sulla lasira, e si presta allo studio delle lastre vincolate in modi 
diversi (!%). Abbiamo considerato per semplicità il caso della lastra rettangolare 
e della rete a maglie pure rettangolari; tuttavia si possono studiare anche lastre 
di altre forme, che danno origine a reti con maglie esagonali, triangolari ecc. (19), 


Esercizio 1197. - Calcolaro i momenti flettenti o le ordinate della linea elastica 
di una trave appoggiata e caricata uniformemente, usando 


le differenze finite. LI 
Soluzione. Per la simmetria della trave 6 del carico, i EEE 

valori di M e di 7) sono simmetrici rispetto al centro della 7a) 

trave. Perciò basta limitare il calcolo alla metà sinistra, che Fig. 1363, 


si divide in quattro parti uguali A= Ax = 1/8 (fig. 1363). 
Nel nostro caso si ha 3, = 0, My = My, n0=0, Ns = N] Quindi il sistema 
di equazioni (1091) risulta 


2M,— Mi = q73 IM, = 3,594% = 3,5g12/641 = 0,0546991? 
ka 2M,—M,— M,= 94° da cui M,= 6,047? = 6,092°/64 = 0,0937592 
2M,— Mi— 3, = 9%? My = 7,542 = 7,5912/64 = 0,11719gl? 
2M.,— 2%; = 97? M, = 8,094 = 8,091?/64 = 0,125009??. 


Questi valori di M sono esatti (192), 
Coi valori trovati per M, il sistema di equazioni (1092) risulta 


| 2a — Ma = M,}3/EJ = 3,5474/EJ 
© 2a — Ma — Ns = M42/EJ = 6,04924/EJ 
2: — Mo — Na = M4°/EJ = 7,594/EJ 

2a — 2a = Mj/EJ = 8,09A4/EJ , 


('*) Si veda il $ 8 del volume di H. MARCUS (nota 79). 

(!) Si vedano i Capp. V-IX del volume di H. Marcus (nota. 79). 

(°°) La sostituzione del carico ripartito g con carichi concentrati 2° nel punti X corrisponde 
al concetto dei carichi indiretti (n. 200). In questo caso, in cui g è uniforme, i carichi 9} sono esat- 
tamente i carichi indiretti; quindi i momenti 3 nei punti % sono uguali a quelli dovuti al carico 
ripartito (n. 200 d). Quando invece g è variabile, per ottenere gli M esatti si dovrebbe decom- 
porre il carico su ogni tratto A in due forze agenti agli estremi di à, quindi sommare in ogni punto 
& le due forze provenienti dai due tratti è adiacenti, e assumere questa somma come carico in 
posto di g;à. 

Si può pure oitenere una migliore approssimazione applicando nel nodo % il carico (Ce 
+ 49, + 9x+1)-/6; ciò che corrisponde allo stesso concetto della formula di Simpson (573). 
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la cui soluzione è 
n: = 21,0444/EJ = 21,0914/4096£J = 0,005127904/EJ 
= 38,5944/EJ = 38,591!/4096£J = 0,00939991!/EJ 


Ma 
ns = 50,0424/2J = 50,0q2t/4096EJ = 0,01220790!/PJ 
n: = 54,0974/BJ = 54,0q1*/4096EJ = 0,013184914/EJ . 


I valori esatti di 7, dedotti dall’equazione (es. 187) 


q (x 3, 
Ci sto Ft) 

sono invece (19) 0,005056 - 0,009277 - 0,012054 - 0,01302197/EJ. I valori trovati 
sono dunque in eccesso di 1,41-1,30-1,27-1,25%. 


Esercizio 1198. — Idem, nel caso della trave incastrata alle estremità. 
Soluzione. In questo caso è incognito anche il momento M, nel punto 0 = A. 
Pensiamo di aggiungere a sinistra della trave 48 un’altra trave uguale (fi. 
gura 1364), pure incastrata e caricata uniformemente. Se proviamo a scrivere 
q una quinta equazione del tipo (1091) per il punto 0, da 
aggiungere alle (a) dell’esercizio 1197, essa non serve, per- 
sE chè non è che una conseguenza (*%) delle quattro equa- 
A de ca È: $ si 5; 
zioni (a). Perciò bisogna invece aggiungere alle quattro 
equazioni (è) una prima equazione, che tenga conto delle 
condizioni di vincolo, per le quali dev’essere 70 = 0 ed 7-1= 7 (tangente 
orizzontale in 0). Questa equazione diventa 


Fig. 1364. 


2lo—M)-a—Mm= — 2h = MA/LI. 


Risultano così i due distemi di equazioni 


{ 2M,— Mo Ma = gh? —2M = M}3/EJ 

(a) 2M,— M,— My = qA? Mi Na = M,42/EJ 
2M,— My, My = 94? (5) 2a M_ 3 = My}/EJI 
2M,—2My = gh? 2a— Me Mm = M343/EI 

\ 2la— 2Ms = M,32/EJ 


I due sistemi si risolvono nel modo più semplice sostituendo nelle (a) le espres- 
sioni degli M dedotte dalle (8). Si ottengono così le quattro equazioni (a) con le 
quattro incognite 71, 72: 773, Y4- Ricavati i valori di queste, si sostituiscono nelle 


(*) I valori di n non sono esatti perchè si è supposto che M sia costante in ogni tratto lungo 
X avente per centro 1 punti X (nota 102). 

(1) Il momento M_, nel punto — 1 è uguale a M, nel punto 1. Quindi il primo membro di tale 
equazione diventa 21/5, — M_y — M, = 22, — 2M;. Il secondo membro tiene conto del carico 
a agonte sul tratto è che ha il centro in 0 e della reazione concentrata in 0, che per l’insieme 
delle due travi vale 91 = 89%. Quindi il secondo membro diventa — 792?. Perciò l'equazione risulta 
20M, — 2M, = — 79. Ma essa coincide con quella che si ottiene ricavando M; dalla quarta delle 
(a) e sostituendolo nella terza, poi ricavando 3/3 dalla terza e sostituendolo nella seconda, eco. 
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(b) e si hanno i valori degli 1. Si ottiene così 


Mo, Mx, My, Mz, M,=—0,008203, —0,002734, 0,001172, 0,003516, 0,0041297 - ql; 
No Mo Mo N Mm = 0, 0,000641, 0,001709, 0,002594, 0,002930 - g4/E7. 


I valori esatti sono invece (n. 232 e) 


Mo, M,, Mo, Ms, M.x=—0,008333, —0,002865, 0,001042, 0,003385, 0,004167 + 912; 
No Mo Mo Mo Ma = 0, 0,000498, 0,001465, 0,0022389, 0,002604 - q24/227. 


Come si vede, l’approssimazione è molto peggiore di quella raggiunta per la trave 
appoggiata, essendo gli errori di 3,1% per I, e di 12,5% per 7, (e assai maggiori 
per gli altri valori). Perciò sarebbe necessario assumere ad es. 7 = 7/16. 


Esercizio 1199. — Calcolare i valori di I e di È in diversi punti di una lastra 
quadrata di lato a, appoggiata lungo il contorno e caricata uniformemente. 

Soluzione. a) Assumiamo le maglie di lato 7 = a/4 (fig. 1365 a). Per la sim. 
metria della lastra e del carico, i valori di M e di £ diversi tra loro sono soltanto 


H 
' 
Ù 
' 


_—_=—— il 


Fig. 1365. 


quelli dei tre nodi 1, 2, 3. Nei nodi del contorno si ha M,= M = M.,=0, 
Ca = 0 = È = 0. Perciò il sistema di equazioni (1099) risulta 


4M,—2M, = pl MI, = 11pA°/16 = 11pa?/256 = 0,04297pa? 
4My,— M,— My= pi da cui M,= 14p%?/16 = 14pa?/256 = 0,05469pa? 
4M,— 4M, = pi? MI, = 18p/°/16 = 18pa?/256 = 0,07031pa?. 
Noti i valori di 1, il sistema di equazioni (1100) diventa 
42%, = 11pA4/16B î= 835pA4/64B = 35pat/16384B = 0,002136pa4/B 
4Cr-l1—Ca = 14pA'/168 da cui f,= 48p71/04B = 48pa4/16384B = 0,002930pa4/B 
4l:—4t, = 18pA4/16B ta= 66p4!/64B = 66pat/16384B = 0,004028pa*/B 


Nel centro è m,= my; quindi per la (1096) si ha m,=m,=(1+ r)1/,/2 = 

= 0,03515(14 v)pa?, che è in difetto di 4,7% sul valore esatto (1109), che è 

0,03684(1+ v)pa?. La freccia f = 3 è in difetto di 0,79% rispetto al valore 
esatto (1107), che è 0,00406pa4/B. 

3) Se invece si assumono le maglie di lato 7 = a/8 (fig. 1265 b), sono inco- 

gniti i valori di 2 e di È nei punti 1, 2... 10. Ad es., il sistema di equazioni (1099) 
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diventa 
4M,—-2M; = pi? AM, -M—-Ms—- M; = pi? 
4M,— M,—M,- My = pà? 4M,— 2M,— M, = pi? 
4M;—2M,—2M = pl 4Ms— My—M;— M,— Mx = pl 
4M,— M,—2M,— My = pà? 4M3—2M,—2M = par 
4M,— M,—2M3— Mw = pd? 4Mo—4My = phi 


Risolvendo il sistema, i valori di M,, M,... My risultano 
0,01778-0,02774-0,03291-0,03452-0,04466-0,05377-0,05664.0,06523-0,06388-0,07278 - pa. 


Noti gli M, si scrive il sistema di equazioni (1100). I coefficienti delle © sono 
uguali a quelli degli M nelle equazioni precedenti. I valori che si ottengono per 
1, a+ Cio risultano 


Cl > 0,000663-0,001186-0,001515-0,001627-0,002134 * pa‘/B 
(I 0,002733-0,002937-0,003507-0,003770-0,004055 * pa*/B. 
Nel centro si ha m, = my = 0,03639(1 + v)pa?, in difetto di 1,22% rispetto 


al valore esatto. La freccia è in difetto di 0,12%. 


Si noti che con maglio poco numerose si ha un’approssimazione mediocre per 
gli M, ma buona per le È. 


Esercizio 1200. — Calcolare i valori di m,, m,, Mays ts, t, in alcuni punti della 
lastra dell’esercizio 1199. 

Soluzione. I momenti m,, my si deducono dai valori di È mediante le prime 
due delle (1101). Ad es. nel punto 7 (fig. 1365 b) si ottieno 


airs = BI(257 — 200) + v(2îr — E — Co)] : (8/64) = (0,000408 + 0,0004777)64pa? 
may = BI(20 — En — Ca) + (26 — 200)] : (a?/64) = (0,000477 + 0,000408»)64pa?, 


Per v = 0,3 risulta m_, = 0,0353pe?, My = 0,0384pa?. 
Il momento m,, è dato dalla terza delle (1101). Ad es. nel punto 6 si ottiene 


Maxy = B(1— (C+ Ea) — (É+ Ca)] : (a8/16) = (1 — 7)0,000596 - 16pa? = 
= 0,00954(1— v)pa?. 


Gli sforzi di taglio #,, t, si deducono dai valori di 3f mediante le due ultime 
delle (1101). Ad es. nel punto 6 si ottione 


tes = (M— My) : (2a/8) = 0,01198 + dpa = 0,0479pa 
tsy = (Ms — M;) : (24/8) = 0,03232 - pa = 0,1293pa. 


Esercizio 1201. — Calcolare i valori di M e di È in diversi punti di una lastra 
quadrata, incastrata al contorno e caricata uniformemente. 

Soluzione. Assumiamo le maglie di lato 7= a/4 (fig. 1366). Per la simmetria 
della lastra e del carico, i valori di M e di È diversi tra loro sono Mi, Ma, Mz, 
May, Ms, Mx © Car Cao la 
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Pensiamo aggiunta a destra della lastra un’altra lastra 
uguale, pureincastrata e caricata uniformemente. Le condizioni 
di vincolo richiedono che sia &4=f3= l3=0, l7= Cl, la= lx 

L’equazione (1099) si può scrivere soltanto per i punti 
1, 2, 3, perchè nei punti 4, 5, 6 non si conoscono i valori 
della reazione (della quale si dovrebbe tener conto insieme 
al carico p). Invece l’equazione (1100) si scrive per i punti 


1, 2, 3, 4, 5, 6. Si ottengono così i due sistemi di equazioni Fig. 1366. 
| 4M,—2M,—2M; = pi? 4t,— 2la = M,4/B 
(a) 14M,—23,— M:— M= pi 4l,— 2% — È = M,1/B 
4Ms—4Ma = pi? dls— 4la = M,43/B 
(0) — 2%, = M,43/B 
— 2%, = M;A8/B 
0= M42/B. 


I due sistemi si risolvono nel modo più semplice sostituendo nelle (a) le espres- 
sioni degli M dedotte dalle prime cinque delle (8). Si ottengono così le tre equa. 
zioni (a) con le tre incognite È, îa, Ga: 


240,— 160,+ 223 = pA4/B 
— 16î,+ 26%,— 8% = pA4/B 
8, 320,+ 200, = p44/B. 


Risolvendo questo sistema, si ricava 


__ 149 pd __ 220 pà . 
G=7p n “= p' ©" 8 E 


Quindi la freccia risulta f = 23 = 0,00180pa*/B. 

Sostituendo poi questi valori nelle (5), si ottengono anche f valori di M. 
In particolare, nel centro risulta 2£,3 = 0,03792pa?, da cui (1096) m3, = gy= 
= 0,01896(1+ v)pa?. Nel punto 4 risulta 1, = — 0,0386pa#, che è anche il va- 
lore di my, perchè (1050) ivi è m,, = vm,.. Nel punto 6 risulta My = 0, in 
armonia col fatto che negli angoli il momento my nella direzione della diagonale 
e il momento nella direzione normale sono nulli (n. 634 a). 

I valori esatti sono invece f = 0,00126pa*/B, ms. = may = 0,0178(1+ v)pat, 
my = — 0,0513pa? (n. 634 a). L’approssimazione è dunque molto più grossolana 
che per la lastra appoggiata. 


630. La lastra rettangolare appoggiata al contorno. Carico uniforme, 


Nei nn. 627, 628, 629 abbiamo indicati i metodi principali per lo studio 
delle lastre, e abbiamo anche esaminati alcuni casi particolari (es. 1189, 1190, 
1191, 1192, 1194, 1195, 1196, 1199, 1200, 1201). Riportiamo ora i risultati 
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più importanti relativi alle lastre rettangolari (fig. 1359) dilatiaed(a<b), 
appoggiate al contorno (nota 66) e caricate uniformemente (106); (198). 

a) Freccia elastica. L’abbassamento di ogni punto è dato dalla 
(1079) mediante una serie doppia, o dalla (1084) mediante una serie sem- 
plice. L’abbassamento nel centro è dato dalla (1080) o dalle (1089), (1089,). 
Per diversi valori del rapporto 3/4 tale abbassamento risulta 


ai 
(1102) $=G Dr i 


dove il coefficiente c, ha i valori (1) 


bla= 10 11° 12 13 14 15° 16 1,7 
0 =0,00406 0,00485 0,00564 0,00638 0,00705 0,00772 0,00830 0,00883 


bla= 1,8 1,9 2,0 2,5 3,0 4,0 5,0 c° 
% =0,00931 0,00974 0,01013 0,01150 0,01223 0,01252 0,01297 0,01302 


Per b/a = co si ha naturalmente ec, = 5/384 = 0,01302 come nel caso di 
una trave, perchè la lastra si deforma secondo una superficie cilindrica 
(n. 131, es. 1186). La (1102) vale per qualunque valore di v, che figura 
soltanto in B = 5s°/12(1— »2). Nel caso di v = 0,3 è di uso più comodo 
la prima delle (1104). 


(**) Le principali opere dalle quali si sono raccolti { risultati numerici del nn. seguenti, e che 
citeremo brevemente di volta in volta, sono: 

A. MESNAGER: Cours de béton armé, Parigi, Dunod, 1921. 

A. NADAI: Die elastischen Platten, Berlino, Springer, 1925. 

M. SALVATI: Il calcolo della lastra piana rettangolare con carico uniformemente distribuito, 
Bari, Accolti, 1936. 

H. Marcus: Die Theorie clastischer Gewebe und ihre Anwendung auf die Berechnung biegsa» 
mer Platten, Berlino, Springer, 1924. 

G. MAGNEL: Pratique du calcul du béton armé, Parigi, Dunod, 1927. 

A. PARIS: Cours de béton armé, vol. 1°, Losanna, Rouge, 1936. 

T. H. Evans: Z'ables of moments and deflections for a rectangular plate fixed on all edges ecc., 
«Journal of applied mechanics», Am. Soc. Mech. Eng., 1939, n. 1. 

I. A. WOJTASZAK: Stress and deflection of rectangular plates, « Design data », pagg. 9-11, ediz. 
Amer, Soc. of Mech. Eng., New York, 1939. 

S. TIMOSHENKO: Theory of plates and shells, New Jork, McGraw-Hill, 1940. Della pubblica- 
zione di questo magistrale volume non si aveva notizia nell’Italia settentrionale quando scrissi 
Il presente capitolo nel primo semestre dell’anno 1944 (la stampa ne fu ritardata di oltre due 
anni causa la guerra). Perciò non potei tener conto di molti utili risultati contenuti nel suddetto 
volume; e ora ho potuto profittarne in misura molto limitata (essendo le bozze già quasi defl- 
nitive), ritoccando soltanto i dati di qualche tabella. 

Dalle opere citate si sono riportati i valori più attendibili, controllandoli in diversi modi. 
Molti di essi sono stati calcolati appositamente. 

(!**) Maggiori particolari sulle lastre rettangolari e quadrate si trovano, ad es., nella me- 
moria di A. MESNAGER: Moments et flèches des plaques rectangulaires minces portant une charge 
wniformément réparlie, «Ann. des ponts et chaussées», 1916, III, pag. 341. Un riassunto è 
riportato nel volume dello stesso (nota 105), pagg. 131 e seguenti. 

(2) S. TIMosHENKO (nota 105), pag. 133; M. SALVATI (nota 105), pag. 71. 


= 
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b) Momenti flettenii nel centro. I momenti flettenti m,, n, © il mo- 
mento torcente m,, in un punto qualsiasi sono dati dalle (1081) o dalle 
(1088). I momenti flettenti sono di solito massimi nel centro della lastra, 
e sono dati dalle (1090), o più semplicemente dalle (1090,). Per i valori 
più frequenti del rapporto b/a, e per qualunque valore di v, i momenti 
nel centro si calcolano facilmente mediante le 


(1103) me, = (‘+ cm)pa?, = me, = (01 + 00)pa, 
dove i cocfficienti e, e c, valgono (1) 


bla= 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 
cs =0,0368 0,0447 0,0524 0,0597 0,0665 0,0728 
cs =0,0368 0,0359 0,0344 0,0324 0,0303 0,0280 


bla= 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0 co 
ei =0,0785 0,0837 0,0885 0,0927 0,0965 0,1250 
e, = 0,0257 0,0235 0,0213 0,0193 0,0174 0 


È maggiore il momento Mo, nella direzione ® del lato minore a. 

Se il rapporto b/a tende ainfinito, i coefficienti diventano c=0,125=1/8, 
ci = 0; e si ha m, = pa?/8, m., =, (mo, è dovuto alla contrazione 
laterale impedita, n. 131, es. 1186). 

Per il cemento armato si usa di solito v = 0,1 (nota 28). 

Se v= 0,3 (metalli duttili), è più comodo calcolare la freccia e i momenti 
nel centro mediante le formule seguenti: 


(1104) = cpai/Es, Me, = PA, Mo, = cypa?, 
dove i coefficienti e,, c,, c, valgono (1°) 


b/a= 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 

e; = 0,0443 0,0530 0,0616 0,0697 0,0770 0,0843 0,0906 0,0964 
c, = 0,0479 0,0554 0,0627 0,0694 0,0755 0,0812 0,0862 0,0908 
cy = 0,0479 0,0493 0,0501 0,0503 0,0503 0,0499 0,0493  0,0486 


bla = 1,8 1,9 2,0 2,5 3,0 4,0 5,0 Co) 

0,1017 0,1064 0,1106 0,1256 0,1336 0,1400 0,1416 0,1422 
c, = 0,0948 0,0985 0,1017 0,1130 0,1189 0,1235 0,1246 0,1250 
cy = 0,0479 0,0471 0,0464 0,0428 0,0404 0,0384 0,0376 0,0375 


ta 
Il 


Nella fig. 1367 sono rappresentati i momenti m,, mì, (cioò per y = 0, n. 640 8) 
i vari punti delle due mediane, nel caso di db = 2a (11°). 


D 
à 


(19) si sono dedotti dalle tabelle di M. Sarvari (nota 105), pag. 73. 
(**) S. TIMOSHENKO (nota 105), pag. 133; M. SALVATI (nota 105), pag. 71. 
(1°) H. Marcus (nota 105), pag. 81. 
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c) Momento negativo in prossimità degli angoli. Le 
reazioni E negative concentrate negli angoli generano 
in prossimità di questi dei momenti negativi, che sono 
massimi nella direzione della bisettrice. Nelle lastre di 
cemento armato essi provocano delle crinature nella 
parte superiore, dirette circa. normalmente alla biset- 
trice; e per evitarle è opportuno disporre qualche ferro 
superiore, parallelamente alla bisettrice stessa. 

Nella direzione normale alla bisettrice si ha un 
momento positivo uguale. 

Nella lastra quadrata e nella lastra molto al- 

Fig:130% lungata tale momento, negli angoli, vale rispettiva- 
mente (nn. 631 c, e, 636 @) (111) 


(1105) ma =—0,0464(1—»)pa?, ma =-— 0,068(1 — r)pa?. 
Per b/a qualsiasi si ha (n. 631 e) 
(1105) ma = R/2. 


d) Reazioni ripartite lungo i lati. Se il rapporto b/a è poco diverso da 1, 
le reazioni 7,, ry sono tutt'altro che uniformemente ripartite lungo i lati. La loro 
intensità è massima al centro dei lati ed è nulla agli estremi. Nel n. 631 d) indi- 
cheremo la loro distribuzione nel caso della lastra quadrata. Se invece la lastra 
è molto allungata, la reazione è uniformemente ripartita per un lungo tratto 
centrale dei lati maggiori, dove vale r, = 0,50pa, e si annulla rapidamente in 
prossimità degli estremi; mentre varia con legge all’incirea parabolica lungo i 
lati minori, raggiungendo un’intensità massima poco maggiore di 0,50pa (!!*). 

Il valore massimo di r, nel punto di mezzo dei lati, varia poco se cambia b/a, 
poichè da 0,50pa nella lastra molto allungata scende a 0,42pa nella lastra qua- 
drata (v = 0,3). 

e) Reazioni concentrate negli angoli. Per i valori più frequenti di d/a si ha (!!°) 


b/a= 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0. 00 


06) R=—c.(i—v)pa? 
(1106) E=—ce,(i—»)Pa"} , _ 0,093 0,106 0,118 0,123 0,128 0,130 0,136 


631. Caso della lastra quadrata. 


Ai risultati raccolti nel n. 630, relativi alla lastra rettangolare 
appoggiata al contorno e caricata uniformemente, aggiungiamo al- 


(111) A. MESNAGER (nota 105), pagg. 135-136; A. PARIS (nota 105), pag. 319. 

L’esistenza di un momento negativo in prossimità degli angoli è naturale anche perchè il 
piano tangente alla superficie elastica in un angolo è orizzontale. 

(15) M. SALVATI (nota 105), pag. 75; A. NADAI (nota 105), pag. 130. 


er 
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cune notizie più dettagliate per il caso particolare della lastra quadrata 
di lato a (18). 
a) La deformazione. La freccia elastica è data da (14) 


poi _ pat 


(1107) f=0,00406 = 3a. 


Per v = 0,3 (metalli) e per yv = 0,1 (cemento armato) si ha più sem- 
plicemente 
pas 
Es? 


pat 
pe” 


(1108) Î = 0,0443 f = 0,0482 

Gli abbassamenti dei punti delle mediane distanti 0,1-0,2-0,3-0,4 « a dal cen- 
tro, si ottengono sostituendo nella (1107) al coefficiente 0,00406 i valori 0,00395- 
0,00339-0,00251-0,00133. Gli abbassamenti dei punti delle diagonali distanti 
0,1-0,2-0,3-0,4 - d dal centro, si ottengono sostituendo nella (1107) a 0,00406 i 
valori 0,00378-0,00285-0,00150-0,00042 (*5). La deformata delle diagonali asso- 
miglia a quella delle travi incastrate agli estremi, ossia è convessa verso l’alto 
in due tratti prossimi agli angoli, in armonia con l’esistenza dei momenti negativi 
(nn. 630 c, 631 c). Il piano tangente alla superficie elastica in un angolo è evi. 
dentemente orizzontale. 


Db) Imomenti flettenti positivi. II momento flettente nel centro, uguale 
in tutte le direzioni, e dato da (es. 1190) (119) (117) 


dla 
(1109) me = 0,03684(1 + r)pa = rig par. 
27,14 


Praticamente risulta 


e a 
(1110) Mm = 7 per v= 0,3, Me = DE per v=0,1. 


A parità di carico totale Q = pa?, il momento m, (nonchè i momenti 
negli altri punti) non dipende dalla dimensione @ della lastra (cfr. la 
nota 11). (Lo stesso accade per le lastre rettangolari aventi uguali b/a.) 


(1) Ulteriori particolari si trovano nel volume di A. MEsNAGER (nota 105), pagg. 131 e se- 
guenti, nonchè nella memoria citata nella nota 106; e nel volume di H. MARCUS (nota 105), $ 7. 

(3) Rispetto al caso della lastra appoggiata soltanto lungo due lati opposti = 5pa‘/384B), 
la freccia è 3,2 volte minore. 

(*!) A. MESNAGER (nota 105), pag. 135. 

(*!*) Per ciò che riguarda la dipendenza di m, dal valore di v, si può ripetere quanto si è os- 
servato nella nota 15; mentro una verifica analoga a quella deli‘esercizio 1159 mostra che il mo- 
mento complessivo lungo una sezione diagonale è pa?4/24, in armonia col metodo approssimato 
del n. 644 a). 

Se v = 0,3 si ha m, = pa?/20,9; se v = 0 si ha n, = pa?/27,1. Il primo valore è maggiore 
di Mmedio = Pa*/24 nella sezione diagonale (1186), e il secondo è minore. Quindi nella sezione 
diagonale m è massimo nel centro se v = 0,3, ed è minimo nel centro se v = 0. 

(’) Le vantaggiose condizioni statiche delle lastre risultano chiaramente dal confronto di 
my, nonchè di my (n. 831 c), col momento massimo 7 in una lastra della stessa luce e appoggiata 
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Nei punti delle mediane distanti 0,1-0,2-0,3-0,4-a dal centro, il momento 
flettente nella direzione della mediana si ottiene moltiplicando m, per 0,98-0,91- 
0,76-0,48; mentre il momento flettente nella di- 
rezione normale alla mediana si ottiene moltipli- 
cando m, per 0,95-0,81-0,60-0,31 (118), se v= 0,1. 

Nella fig. 1368 è rappresentato l’andamento 
dei momenti #,, m, lungo le mediane, per v= 0 
(n. 640 8); nonchè dei momenti #1, nia, lungo le 
diagonali, del momento m,y e della reazione r 
lungo i lati (119). 

c) Momento negativo in prossimità degli 
angoli. Il momento negativo negli angoli, nella 
direzione della diagonale, è dato da (n. 631 e) 


Fig: 1968. (1111) ma=—0,0464(1—)pa?. 


Mentre il momento m, nel centro aumenta se il coefficiente di con- 
trazione v è notevole (metalli), invece ma diminuisce. 

Se v = 0,1, il valore assoluto di my è un po’ maggiore di m, (ma = — 0,0418pa?, 
mi= 0,0405pa?). Se invece » = 0,3, è notevolmente minore (ma = — 0,0325pa?, 
me = 0,0479pa?). 

Questo momento diminuisce rapidamente lungo la diagonale, e si annulla 
nei punti che distano circa 0,184 dagli angoli; poi diventa positivo. 

In direzione normale alla diagonale si ha negli angoli un momento ma, 
uguale, ma positivo (n. 623 b e nota 123). 

d) Reazioni ripartite lungo i lati. Nei punti dei lati distanti 0-0,1-0,2-0,3- 
0,4-0,5 - a dagli angoli, la reazione r è data da (12°) 


\ 0 01 0,2 0,3 0,4 0,5-4 
(1112) r=(e—e”v)pa ‘ ec'=0 0,26 0,35 0,41 0,45 0,46 
| e’=0 0,08 0,08 0,10 0,12 0,12 


Per v = 0,3 e per v = 0,1 il valore massimo della reazione, nel punto di mezzo 
dei lati, è 0,42pa e 0,45pa. 
e) Reazioni concentrate negli angoli. Esse valgono (121) 


(1113) = — 0,093(1— v)pa?. 


Per v = 0,1 (cemento armato) si ha R = — 0,084pa® = —— pa?/12. 


soltanto lungo due lati opposti (che funziona perciò come trave). I momenti 7, ed my sono 0,2945 
(1+v)e 0,371 (1—v) di my, ossia circa moyl3 se v = 0,1. Però il vantaggio diminuisce rapidamente 
nella lastra rettangolare, se B/a è notevolmente maggiore di 1. 

Nelle lastre metalliche è sufficiente perciò uno spessore minore. Nelle lastre di cemento ar- 
mato il vantaggio è in parte neutralizzato dalla necessità di disporre due ordini di ferri (n. 545). 

(15) A. PARIS (nota 105), pag. 320; H. MARCUS (nota 105), pag. 56. 

(**) H. Marcus (nota 105), pag. 60. 

(**) A. MESNAGER (nota 105), pag. 136. 

{!) A, MESNAGER (nota 105), pag. 136; A. NADAI (nota 105), pag. 130. 
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Come si è detto nel n. 630 c), il momento my negli angoli è dovuto alla R. 
Infatti, in una sezione normale alla diagonale (fig. 1369), distante d dall’angolo 
e di lunghezza 2ò, la E provoca un momento complessivo (458) 


Mi=my:26= Rò, d 1) 
sala Y/ 
R 0,093 
na (1— v)pa® = — 0,0465(1— r)pa!, IR 


Fig. 1369. 


Ma 


in armonia con la (1111) (128). 

È facile verificare che l’insieme delle reazioni r ripartite lungo i quattro lati 
e delle quattro reazioni negative R concentrate negli angoli fa equilibrio al carico 
pa”, come si era riconosciuto nella nota 63 (cs. 1206). 


Esercizio 1202. — Una lastra rettangolare di cemento armato, appoggiata al 
contorno, di lati a = 4,80 m e = 6,00 me di spessore 8 = 20 cm, è soggetta 
a un carico uniforme p = 800 kg/mq. Calcolare i momenti flettenti e l’abbassa- 
mento nel centro. 

Soluzione. Si ha b/a = 1,25. Per interpolazione si trova (n. 630 b, a) cr = 0,0562, 
ca = 0,0333, c, = 0,00602. Assumendo £ = 2 - 105 kg/emq, v = 0,1, si ha (986) 

2.105 - 20° 
© 12(1— 0,1?) 


Quindi si ottiene (1103), (1102) 


B = 1,35 - 10° kgem, 


Mo, = 0,0595 - 800 - 4,80? = 1098,5 kgm/m 
n 


1098,5 kgem/em, 


mme, = 0,0389 + 800 + 4,802 = 717,0» = 717,0 » ; 
0,08 - 4804 
i = 0,00602 1,35 10° = 0,189 em. 


Esercizio 1203. — Calcolare i ferri necessari per la lastra dell’esercizio 1202. 
Soluzione. I ferri più importanti sono quelli paralleli a x, destinati a soppore 
tare Meo 9 si dispongono in prossimità della faccia inferiore della lastra. Per essi 
si ha l’altezza utile 4= 18 cm, per cui il braccio della coppia interna (n. 528 a) 
è n= 0,9-18= 16,2 em. Considerata una striscia di lastra larga un metro, lo 
sforzo totale nei ferri è 
8= 1098,5/0,162= 6780 kg. 


Assumendo %,= 1200 kg/emq, la sezione necessaria è 4,= 5,65 cmq, cho si 
ottiene con cinque ferri di 12 mm di diametro (uno ogni 20 cm). Man mano 
cresce la distanza dal centro, si possono disporre più distanziati. 


(1) Le reazioni r,, r, non figurano nel computo di mm, perchè negli angoli si annullano; 
comunque il loro momento sarebbe infinitesimo del secondo ordine. Il momento del carico è in- 
finitesimo del terzo ordine. 

('#°) Il momento 74 è uguale al momento torcente m,, nell’angolo, perchè (1066) si ha 
R=2m,y. Perciò i momenti intorno all’angolo si trovano nel secondo dei casi particolari indi» 
cati alla fine del n. 623 d). 
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I ferri paralleli a y si dispongono sopra quelli suddetti, per cui si ha 
h=-16,8 em, d=0,9-16,8=-15 cem, S=717,0/0,15=4780 kg, 4,= 3,98 cmq, 
e si possono usare cinque ferri di 10 mm di diametro. 

Dalla (1106) per v= 0,1 si ha £=— 0,1 pa?; per cui (1105,) negli angoli si 
ha ma=— 0,05 pa*=— 922 kgm/m. Quindi risulta S= 922/0,162= 5700 kg, 
A,= 4,75 cmq; e si dispongono superiormente, in direzione delle bisettrici e 
fino a una certa distanza dagli angoli, dei ferri di 10 mm distanti 17 cm tra loro. 


Esercizio 1204. — Una lastra quadrata di ferro, di 80 cm di lato e di 2 em di 
spessore, appoggiata al contorno, è soggetta alla pressione uniforme di 3 kg/cmq. 
Calcolare i momenti flettenti nel centro e negli angoli, la tensione massima, la 
freccia e le reazioni concentrate negli angoli. 

Soluzione. Per le (1109), (1111) i momenti valgono 


mj= 0,03684-1,3-3-80°= 919,5 kgem/em 
ma =— 0,0464 -0,7-3-808=— 623,6» 


Quindi la tensione massima, nel centro, risulta 


ag 90 
maxo= = 25/6 1379 kg/emq » 
La rigidezza della lastra vale (986) 
2,1210828 — Ra 
B= 129(1— 0,3) > 1,538 - 10° kgem. 
Quindi la freccia risulta (1107) 
3.804 
j = 0,00406 1,538 10% = 0,324 em. 


Infine, le reazioni concentrate valgono (1113) 
R=_— 0,093 -0,7-3-80° = — 1250 kg. 
Esercizio 1205. — Una lastra quadrata di cemento armato di 6 m di lato, appog- 
giata al contorno, è soggetta a un carico uniforme p = 700 kg/mq. Calcolare i 


momenti flettenti in diversi punti di una mediana e negli angoli. 
Soluzione. Assumendo v = 0,1, il momento flettente nel centro risulta (1109) 


m = 0,03684 + 1,1 + 700 - 62 = 1021 kgm/m . 


Nei punti situati sulle mediane e distanti 0,1-0,2-0,3-0,4-@ dal centro, i momenti 
nella direzione della mediana e nella direzione normale alla mediana risultano 
rispettivamente (n. 631 d) 


1000 929 776 490 kgm/m 
970 827 613 317 è 4 


Il momento negativo negli angoli è (1111) 


ma = — 0,0464 - 0,9 - 700 - 6° = — 1052 kgm/m. 
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Esercizio 1206. — Verificare per la lastra quadrata che l’insieme delle reazioni 
r ripartite lungo i quattro lati e delle quattro reazioni negative R concentrate 
negli angoli fa equilibrio al carico pa?. 

Soluzione. Supponiamo, ad es., che sia y= 0,3. I valori della reazione r ri- 
partita lungo i lati, dati dalla (1112), valgono 0-0,24-0,33-0,38-0,41-0,42 - pa. La 
reazione complessiva lungo un lato si può calcolare mediante la formula di Sim. 
pson (573), e vale 

sio 2(0+ 4-0,244+ 2-0,33-4+ 4-0,38-+2-0,41+2-0,42)pa = 0,32pa?. 
Perciò le reazioni ripartite risultano per i quattro lati 4 - 0,32pa? = 1,28pa?. 

Ciascuna delle reazioni concentrate negli angoli vale (1113) 


E =— 0,093(1— 0,3)pa® = — 0,065pa?. 


Quindi le quattro reazioni E risultano complessivamente 4R = — 0,26pa?. 
Pertanto, l’insieme delle reazioni ripartite e concentrate risulta 


1,28pa* — 0,26pa? = 1,02pa?. 


La piccola differenza rispetto al carico pa? è dovuta all’incertezza dell’ultima cifra 
dei coefficienti della (1112) e della (1113). 


Esercizio 1207. - Calcolare l'abbassamento e i momenti nel centro di una la- 
stra rettangolare appoggiata, caricata uniformemente sulla quarta 
parte della sua superficie (fig. 1370). 

Soluzione. L’abbassamento $, o i momenti Mor Me, nel centro 
sono gli stessi qualunque sia il quadrante caricato (cfr. il n. 227). 
Perciò essi valgono 1/4 di quelli provocati dal carico totale 
(n. 630 a, db). Essi non sono però i valori massimi, che invece si 
verificano in un punto del quadrante caricato. 

Nel caso della lastra quadrata risulta Fig. 1370. 


CL = 0,00101pat/B, me, = mx, = 0,009X14+ v)pe?. 


Esercizio 1208. — Confrontare la freccia e il momento flettente nel centro 
della lastra quadrata e della lastra circolare inscritta, appoggiate al contorno e 
caricate uniformemente. 

Soluzione. Nella lastra quadrata si ha (1107), (1109) 


{= 0,00406pa‘/B; per v= 0,3 m,= 0,0479pa?, per v=0,1 m.= 0,0405pa?. 
Nella lastra circolare si ha (1015), (1017), (2R=a) 


per v == 0,3 f = 0,00398pa'/B, m,= 0,0516pa?, 
per v= 0,1 f= 0,00453pa'/B, mi = 0,0484pa?. 
Il momento m,, e anche la freccia f, è minore nella lastra quadrata, special. 


mente se v ha un valore basso. Ciò è dovuto all’esistenza del momento negativo 
ma negli angoli, e non accade nelle lastre incastrate (es. 1215), nelle quali m= 0. 
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632. La lastra rettangolare appoggiata al contorno. Carico concentrato. 


La soluzione della lastra rettangolare appoggiata, soggetta a un carico 
P concentrato in un punto qualsiasi, è data dalla serie doppia (1083) di 
Navier. Per lo stesso caso generale si hanno anche soluzioni in serie sem- 
plice (1*), di convergenza assai più rapida, ma i cui termini sono tutta- 
via più complessi. Nel caso particolare in cui P agisca in un punto di 
una delle mediane, si ha una soluzione pure in serie semplice assai più 
comoda (15). 

Ci limitiamo a indicare alcuni risultati di uso pratico. 

a) Lastra rettangolare caricata nel centro. La freccia è data da 


Pa? 
(1114) i=%% 


dove il coefficiente c, ha i seguenti valori (125) 


bla= 1,0 1,1 1,2 14 1,5 1,6 
6 = 0,01159 0,01266 0,01353 0,01485 0,01535 0,01570 


bla= 1,8 2,0 3,0 4,0 0 
e =0,01620 0,01651 0,01691 0,01693 0,01696 


I momenti flettenti diventano infiniti sotto il carico. In realtà però 
questo è ripartito sopra una piccola area finita, ad es. circolare; e in tal 
caso è possibile calcolare i momenti sia al contorno di questa (1%), sia 
nel suo centro, come vedremo per la lastra quadrata. 

Inoltre, se il carico è molto concentrato, il taglio tin prossimità della 
zona caricata ha valori elevati. Pertanto, le lastre sono poco atte a 
sopportare forti carichi pressochè concentrati. ‘ 

b) Lastra quadrata caricata nel centro. Come caso particolare della 
(1114), la freccia è data da 
2 
(1115) f = 0,01159 Poi $ 


ed è 2,85 volte maggiore di quella (1107) provocata da un carico unifor= 
memente ripartito pa? = P. 


(1) M. BERGSTRAESSER: Versuche mit freiaufliegenden rechieckigen Platten unter Einzelkraft- 
belastung, « Forsch. auf d. Geb. d. Ingenieurwesens », H. 302, ediz. V. D.I., 1928, pagg. 14-15; O. 
ZANABONI: Risoluzione, in serie semplice, della lastra rettangolare appoggiata, sottoposta all’azione 
di un carico concentrato comunque disposto, « Ann. di Mat. pura e appl. », serie IV, T. XIX, 1940. 

(*) S. TIMOSHENKO: Ueber die Biegung der allseitig unterstiitzten rechteckigen Platte unter 
Wirkung einer Einzellast, « Der Bauingenieur », 1922, pag. 51; volume citato (nota 105), n. 33. 
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Se il carico P è concentrato, i momenti sotto il 
earico risultano infiniti. Nel punto « (fig. 1371) a una 
piccola distanza r dal carico si ha (12°) (1°) (poi nota 22) 


( PR a 
m,= Z[a +») log 35 — 0,250| , 


(1116) P a 
m=%G [a +») logz7 + 0,450| . Vig. 1371. 


Nei punti di una mediana distanti a/8-2a/8-3a/8 dal centro, i 
momenti nella direzione della mediana valgono (v = 0,3) (1°) 0,139 - 
0,061 - 0,026 - P, e quelli nella direzione normale alla mediana valgono 
0,175 - 0,101 - 0,047 - P. Il momento negativo nell’angolo, nella direzione 
della diagonale, risulta (1°) 


(1117) ma =— 0,094(1—»)P, 


ed è circa doppio di quello (1111) dovuto allo stesso carico ripartito. Que- 
sti ultimi momenti sono indipendenti dal lato a della lastra (nota 11). 

La reazione r ripartita lungo i lati è massima nel 
loro punto di mezzo, dove vale 0,7P/a, se v = 0,3. 
Il diagramma r assomiglia più a un triangolo che 
a una parabola (fig. 1372). Le reazioni È = 2my 
(n. 631€) concentrato negli angoli valgono 


(1118) R=— 0,19(1—»)P. 


-0,66P 


Nella fig. 1372 è rappresentato l'andamento dei 
vari momenti e della reazione r (*°8) per v = 0,8. 

Se invece P è distribuito sopra una pic- 
cola area circolare di raggio r 
(fig. 1371), i momenti nel punto 
u sono ancora dati dalle (1116), purchè r sia piccolo ri- 
spetto ad a. Nel centro O si ha (m, = m,-| P/4x, nota 22) 


Fig. 1372. 


P 
(1119) mm [a + a)log = + 0,750| : 


c) Lastra quadrata caricata sopra un quadrato minore. Se il carico P è uni- 
formemente ripartito sopra un quadrato centrale di lato a, (fig. 1373), il mo. 


(*) S. TIMOSHENKO, pag. 52 della memoria citata nella nota 125. Vi si trovano m,, ny ane 
che per la lastra rettangolare. 

(?*’) Questi momenti differiscono poco da quelli (1024) della lastra circolare. 

(**) H. MARCUS (nota 105), $ 8. 

(*) A. PARIS (nota 105), pag. 321. 
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mento nel centro è dato da (129) (190) (131) 
ill 


=" poeta kei 


afa=1/16 1/8 14 12 1 


1120)( mo = Cn(1+ v)P 
(1120)( mo = cn(1+3) Cm = 0,258 0,202 0,147 0,090 0,03684. 


Se ala = 1/4, il momento negli angoli è ma = — 0,083(1— »)P. 


Esercizio 1209. — Confrontare i risultati delle formule (1119) e (1120), quando 
P è ripartito sopra un circolo di diametro 2r = a/16 o sopra un quadrato di lato 
a, = a/16. 

Soluzione. Per a/2r = 16 la (1119) dà (v= 0,3) 


my = (0,103 log 16 -+ 0,060)P = (0,103 + 2,7726 + 0,060)P = 0,346P.. 
Invece per a,/a = 1/16 la (1120) dà (v = 0,3) 
m, = 0,258 « 1,3P = 0,335P. 


Esercizio 1210. — Una lastra quadrata di cemento armato di 
6 m di lato, appoggiata al contorno, è soggetta a un carico 
complessivo di 5 tonn uniformemente ripartito sul rettangolo 
segnato nella fig. 1374. Calcolare i momenti nel centro 0. 

Soluzione. Tali momenti sono gli stessi (cfr. il n. 227) che 
si avrebbero se il carico complessivo agisse sul quadrato cen- 
Fig. 1374. trale di lato a, = a/2. Quindi (1120) risulta 


site, = me, = 0,090 + 1,1 - 5000 = 495 kgm/m, 


Esercizio 1211. —- Una lastra quadrata di cemento armato di 8 m di lato, appog- 
giata al contorno, è sostenuta nel centro da un pilastro, il cui capitello circolare 
ha 1 m di diametro. Calcolare la reazione del pilastro e il momento nel centro 
della lastra, provocati dal carico uniforme p = 600 kg/mq. 

Soluzione. Per determinare la reazione X del pilastro, si può supporre la X 
concentrata, perchè la freccia provocata da X dipende poco dall’area sulla quale 
agisce (nota 27). Quindi si ottiene X mediante la condizione che annulli la 
freccia (1107), (1115): 


pat _ Ze _ 0; 
0,00406 E 0,01159 B = 0; 
da cui 
= 000406 da ae - .-8= 
X= 001159 2° = 0,350pa? = 0,350 - 600 - 8° = 13440 kg. 


(13°) Tabelle più estese per le lastre quadrate e rettangolari si trovano nel volume di 
S. TiMosHENEO (nota 105), pagg. 155-156. 

(!*1) Se ax/a = 1/16, il momento m, è 7 volte maggiore di quello provocato dallo stesso ca- 
rico ripartito sull’intera lustra. Ma questo non significa che la lastra possa sopportare soltanto 
un carico 7 volte minore. Infatti, le tensioni elevate si limitano a una zona ristretta, per cui sì 
verificano le circostanze favorevoli indicate nei nn. 605 c), 614 e). Quindi la lastra presenta una 
resistenza assai maggiore di quella teorica. 


LE LASTRE PIANE 165 


Nota la X, il momento nel centro si ottiene sovrapponendo i momenti (1109), 
(1119): 
13440 
= . . » 82 
me = 0,03684 + 1,1 + 600 + °— 2° (i, 1logz” St 0 ,750) = 


= 1556— 3248 = — 1692 kgm/m. 


633. Le sollecitazioni nelle iravi perimetrali. 


Spesso l’appoggio di una lastra, specialmente di cemento armato, non è co- 
stituito da quattro muri, bensì da quattro travi perimetrali, sostenute a loro volta 
da quattro pilastri d'angolo. Per calcolare il momento flettente in mezzaria delle 
travi, è necessario conoscere il carico che viene loro trasmesso dalla lastra. Se 
si tiene conto della deformazione delle travi, ossia degli abbassamenti dei punti 
del contorno della lastra, il problema è molto complesso (?°). Perciò conviene 
supporre che le travi non si deformino sensibilmente, nel qual caso la distribu» 
zione della reazione r è nota (n. 630 4). Il momento Mmaz che si ottiene è appros- 
simato in eccesso, perchè la deformazione delle travi fa diminuire le reazioni r. 

Se la lastra è quadrata, per v = 0,1 (cemento armato, nota 28) le reazioni 
(1112) valgono r= 0-0,25-0,34-0,40-0,44-0,45 - pa. Il momento in mezzaria di una 
delle travi risulta (es. 1212) 

Mas = 0,0478pa? . 


Se invece si supponesse la trave soggetta al carico Q = pa?/4 uniformemente 
distribuito, risulterebbe 
la a? /4)a 
Mno = GE = MIMO 0,03125pa? ; 


mentre se si supponesse soggetta allo stesso carico Q = pa?/4 ripartito secondo un 
triangolo (corrispondente al peso della quarta parte della lastra limitata da 
due mezze diagonali), risulterebbe 


pa __ a di s 
Max = o-(3 c)- Dai q,041Tpat. 


Nel caso della lastra quadrata si può dunque assumere 
(a) Mmar = 0,048pa?. 


Questo valore è maggiore degli altri due trovati, perchè l’insieme delle rea- 
zioni r su di una trave è maggiore del carico ga*/4 (es. 1206) 


Esercizio 1212. - Determinare il momento fiettente in mezzaria di ciascuna 
delle quattro travi perimetrali di una lastra quadrata di cemento armato, cari. 
cata uniformemente. 


(***) Si veda E. WEBER: Die Berechnung rechteckiger Platten, die durch elastische Triger 
unterstittzi sind, «Ingenicur-Archiv », 1937, pag. 311; S. TIMOSHENEO (nota 105), pagg. 92-93. 
Il problema si può anche studiare in modo approssimato (v. ad es. la memoria di A. DANUSSO 
citata nella nota 178). Si veda anche il volume di A. MESNAGER (nota 105), pagg. 144-146, 
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Soluzione. Per v=0,1 si ha (1113) R=—0,0837pa?. All’estremità di una 
delle travi agisce la metà della somma della reazione ga*/4 del pilastro e della È; 
ossia la forza 


A = (0,25+ 0,0837)pa?:2= 0,16685pa*. 


Dividiamo il diagramma delle r in 10 striscie di larghezza a/10 e di ordinate 
estreme (n. 633) r= 0-0,25-0,34-0,40-0,44-0,45 - pa. La prima striscia si consi- 
dera limitata da un arco parabolico, perchè ivi il diagramma r è molto curvo; 
per cui l’area è (2/3)0,25pa - a/10 = 0,0167pa?. Le successive quattro striscie si 
considerano di forma trapezia, per cui le loro aree sono 0,0295-0,0370-0,0420- 
0,0445- pa?. Supponendo che i baricentri delle striscie siano a metà della lar- 
ghezza a/10, il momento in mezzaria della trave, riguardata come appoggiata 
agli estremi, risulta 


Mmaz = 0,16685pa? - a/2 — 0,0167pa? - 94/20 — 0,0295pa? - 7a/20 — 
— 0,0370pa? - 54/20 — 0,0420pa? - 3a/20— 0,0445pa? - a/20 = 0,0478pa? . 


634. La lastra rettangolare incastrata al contorno. 


Per la lastra rettangolare incastrata al contorno, le migliori solu- 
zioni, dotate di ottima approssimazione, furono ottenute aggiungendo 
alla soluzione della lastra appoggiata, che soddisfa l’equazione (1054,) 
V4% = p/B, una soluzione opportuna dell’equazione omo- 
genea V* = 0, tale da annullare in modo soddisfacente 
le rotazioni d5/dr o di/dy nei punti del contorno (1). 
Soluzioni approssimate si ottengono anche usando il me- 
todo di Marcus (n. 629). Infine buone soluzioni può dare 
il metodo energetico (n. 641). 

Indichiamo qui alcuni dei risultati più utili. 

a) Lastrareitangolare caricata uniformemente (fig.1375). 
La freccia, i momenti nel centro, e i momenti negativi 
nei punti di mezzo i dei lati più lunghi (che sono i massimi, in valore 
assoluto) e nei punti di mezzo j dei lati più corti sono dati da 


Fig. 1375. 


Vital 
(1121) i=05F; 
(1122) Mo, = (C+ 0M)pa, = mo, = (0° + cm)pa? ; 
(1123) mi, = — PA, mi, = — pa? ; 


(1) Si vedano S. TIMosHENKO (nota 105), n. 44, che contiene anche notizie bibliografiche; 
A. MESNAGER (nota 105), pagg. 139-143; M. SALVATI (nota 105), Cap. IV; A. NÀDAI (nota 105), 
5 45, che segue però una via un po” diversa, 
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dove i coefficienti c,, c,, cs) C;, € hanno i seguenti valori (184): 


bla= 1,0 ia 1,2 1,3 1,4 1,5 

c = 0,00126 0,00150 0,00172 0,00191 0,00207 0,00220 
e, = 0,0178  0,0218  0,0255 0,0288 0,0316 0,0339 
cs = 0,0178  0,0168  0,0154 0,0138 0,0122 0,0104 
c =0,0513 0,0581 0,0639 0,0687 0,0726 0,0757 
e =0,0513  0,0538 0,0554 0,0563 0,0568 0,0570 


bla= 1,6 Bi 1,8 1,9 2,0 0° 
c; = 0,00230 0,00238 0,00245 0,00249 0,00254 0,00260 
ci = 0,0358 0,0373 0,0386  0,0396 0,0403 0,0417 
ca =0,0086 0,0070 0,0056 0,0044 0,0033 0 

& =0,0780 0,0799 0,0812  0,0822  0,0829 0,0833 
o =0,0571 0,0571 0,0571 0,0571  0,0571  0,0571 


Nella lastra quadrata il momento m,, supera notevolmente il mo- 
mento m, della lastra appoggiata. Per b/a =00 i momenti nm, ed my, 
coincidono naturalmente con quelli della trave in- 
castrata lunga a, ossia con pa?/24 e con —pa?/12. 

Nella fig. 1376 sono rappresentati i vari momenti 
per v = 0 (n. 640 d). 

Il momento torcente è nullo in tutti i punti del 
contorno, perchè, essendo ad es. dZ/de = 0 lungo i 
lati paralleli a y, si ha d°7/drdy = 0 (1050). Quindi 
(n. 624 c) sono nulle anche le reazioni concentrate ne- 
gli angoli, ed è nullo il momento my negli angoli (1%). 

Le reazioni ripartite lungo i lati raggiungono il 
massimo valore nei punti di mezzo dei lati maggiori. Fig. 1376, 

Per b/a = 1,0-1,25-1,50-1,75-2,0 si ha (1%) rmaz = 0,44-0,50-0,52-0,52-0,52 + pa. 
Per gli stessi valori di d/a, la reazione totale lungo uno dei lati maggiori vale 
0,250-0,298-0,332-0,356-0,375 - pab. 

b) Lastra rettangolare con un carico P nel centro. La freccia e il 
momento nel punto di mezzo del lato maggiore sono dati da 


Li 
(1124), (1125) j= de , m,=—aP, 


(1%) M. SALVATI (nota 105), pagg. 100, 102; S. TIMOsHENEO (nota 105), pag. 228; J. A. Woy- 
TASZAK (nota 105), pag. 11; A. NADAI (nota 105), pagg. 183-184; H. MARCUS (nota 105), Cap. VII. 

(3*) Negli angoli la curvatura e i momenti m sono nulli in tutta le direzioni, 

(1°) A. MESNAGER (nota 105), pag. 142. 
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dove i coefficienti c, e c, hanno i seguenti valori (1°) 


bla = 1,0 1,2 14 1,6 1,8 2,0 
e =0,0056 0,0065 0,0069 0,0071 0,0072 0,0072 
a =0,126 0,149 0,160 0,165 0,167 0,167 


Nel centro i momenti sono infiniti (cîr. i nn. 614, 632 a, d). 


Esercizio 1218. — Confrontare i valori della freccia della lastra quadrata, ap- 
poggiata o incastrata al contorno, e soggetta a un carico uniformemente ripartito 
pa? o a un carico P = pa? concentrato nel centro. 

Soluzione. Per le (1107), (1115), (1121), (1124) si ha 


Lastra articolata, carico ripartito i, = 0,00406pa? - a°/B, 
Lastra articolata, carico concentrato f, = 0,01159P + a/B. 
Lastra incastrata, carico ripartito Îa = 0,00126pa? - a*/B. 


Lastra incastrata, carico concentrato f, = 0,0056P - a?/B. 


Dal confronto risulta che fs = 2,85f,, fa = 4:44fs, f1= 3,22fa, fa = 2,07. 


Esercizio 1214. — Una lastra rettangolare di cemento armato, di lati a= 5 m, 
b= 7,50 m e di spessore s = 20 cm, è incastrata al contorno ed è caricata uni- 
formemente con p = 800 kg/mq. Calcolare il momento flettente massimo e la 
freccia. 

Soluzione. Si ha b/a = 1,5, cui corrisponde c; = 0,0757, c, = 0,00220. La ri- 
gidezza vale (es. 1202) B = 1,35 - 10° kgem. Quindi risulta (1128), (1121) 


mi, == — 0,0757 - 800 + 5° = — 1514 kgm/m, 
0,08 - 5004 
j= 000220 37 gs = 0.081 cm. 


Il momento massimo positivo nel centro (1122) vale soltanto m,, = 699 kgm/m. 


Esercizio 1215. -— Confrontare i momenti nel centro e all’incastro (a metà dei 
lati) e la freccia della lastra quadrata e della lastra circolare inscritta, incastrate 
e caricate uniformemente. 


Soluzione. Nella lastra quadrata si ha (1122), (1123), (1121) (v = 0,3) 
m, = 0,023lpa?, m,= 0,0513pa?, f = 0,00126pa'/B. 
Nella lastra circolare si ha (1004), (1005), (1002) (2R = a) 
my = 0,0203pa?, m,, = — 0,03125pa?, = 0,00098pa'/B. 


I momenti e la freccia sono dunque maggiori nella lastra quadrata; mentre 
sono minori se le lastre sono appoggiate (es. 1208). 


(1) S. TIMosHENEO (nota 105), pag. 231. 
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635. La lastra rettangolare coi lati vincolati 
in modo misto. 


Non sempre i lati di una lastra rettan- 
golare sono vincolati tutti e quattro nello 
stesso modo. Riportiamo i risultati relativi 
gi casi più frequenti nella pratica (79). 

a) Due lati opposti appoggiati e due 
incastrati (fig. 1377 a). Se il carico è unifor- 
memente ripartito, la freccia, il momento 
massimo (in valore assoluto), che è il mo- 
mento d’incastro my, nel punto di mezzo è 
dei lati incastrati, e i momenti nel centro 


(per v= 0,3) sono dati da (1°) Fig. 1377. 
(1126) f=c,pat/B, mi, = — GP@ 4 Me, = CP@, Me, = Opa? ; 
bla= 0,5 2/3 1,0 1,5 2,0 (CS) 


e; =0,00056 0,00105 0,0019 0,0025 0,0026 0,002604 
c = 0,030 0,047 0,070 0,081 0,083 0,083333 
e, =0,012 0,020 0,033 0,041 0,041 0,0417 
e, =0,022 0,026 0,024 0,017 0,015 0,014 


Si noti che nel centro, per d > a, è maggiore il momento m. nella 
direzione delle striscie incastrate. 
Se invece agisce un carico P nel centro, si ha (14°) 


bla= 0,5 1,0 2,0 3,0 
(1127) = Pa/B, mi, = — cP è e, = 0,00384 0,00703 0,00722 0,00724 
Vo = 0,166 0,168 


Nel caso deila lastra quadrata, i momenti nel centro si ottengono aggiun- 
gendo a n, dato dalla (1119) i seguenti valori negativi (14°): 


(1128) Am, =— 0,0308P, Ame, =—0,05052. 


b) Tre lati appoggiati e uno incastrato (fig. 1377 b). Con un carico 
uniformemente ripartito, l'abbassamento nel centro, il momento massimo 
(in valore assoluto), che è il momento d’incastro m;, nel punto di mezzo 


(1) Si veda in proposito anche il metodo approssimato di Marcus (n. 643, es. 1236-1240). 

(1?) J. A. WoJTASZAK (nota 105). V. anche B. G. GALERKIN: Elastic thin plates, Leningrado, 
1933; J. BOOBNOFF: Theory of structures of ships, Pietroburgo, 1914; S. TIMosHENKO (nota 105), 
pag. 206. 

(10) S. TIMOSHENKO, pag. 54 della memoria citaia nella nota 125. 
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i del lato incastrato, e i momenti nel centro (per v = 0,3) sono dati da (141) 
(1129) f= cpa*/B, my, = — Gpa, Mo, = CDA, mo, = PA ; 


bfa= 0,5 2/3 1,0 1,5 2,0 (CS) 

cs =0,00058 0,00127 0,00275 0,0042 0,0049 0,005208 

c = 0,031 0,050 0,084 0,111 0,122 0,1250 

cs = 0,012 0,022 0,039 0,054 0,060 0,0625 

e, = 0,023 0,031 0,034 0,028 0,024 0,021 

o) Tre lati appoggiati e uno libero (fig. 1378 a). Nel punto di mezzo 
% del lato libero si ha il massimo abbassamento fr e il massimo momento 
flettente (nella direzione y), che sono dati da (2) 


bla = 0 1,0 2,0 3,0 
(1130) f. = c;pb'/B, m,,= cpb? < er = 0,01302 0,0125 0,0069 0,0037 
Go = 0,125 0,110 0,060 0,032 
I valori di f, e di m,, della tabella sono quelli a una certa distanza dal 


bordo libero, perchè nel punto r la jr è un po’ maggiore, specie se d/a — 0 
(n. 636 0). Anche m,, nel punto 7 è un po’ maggiore (14). 


d) Due lati opposti appoggiati, uno incastrato e uno libero (figura 
1378 b) (1). In questo caso si ha (14) 
bfa= 1,0 1,5 2,0 3,0 co 
fe = c;pa*[B c; =0,0112 0,0335 0,0581 0,0943 0,125 
my UP, Me, cpl? eg =0,12 0,23 0,32 0,43 0,5 
oc, =0,097 0,056 0,029 0,008 0 


(1131) 


I DI e) Due lati opposti appoggiati e due liberi (fig. 1379). È il caso 
Î | della flessione cilindrica, considerato nel n. 131 e nell’esercizio 1186. 
Ì Però la superficie elastica è pressochè cilindrica solo nella parte 
I | abbastanza distante dai bordi liberi. In prossimità di questi essa 
Ù s'incurva anche nel piano yz, con curvatura negativa (fig. 179) (14°). 
Fig. 1379. Con uno studio meno superficiale (!*’) si può determinare, ad es., 


(14) S. TIMOSHENKO (nota 105), pag. 213; I. A. WOJSTASZAK (nota 105), pag. 11. 

(1) M. SALVATI: Za lastra piana rettangolare con carico uniforme, vincolata lungo tre lati, 
pag. 24, Bari, Accolti, 1937. V. anche I. A. WoyraszaK (nota 105), pag. 11. 

(43) S. TrMosHENKO (nota 105), pag. 219. 

(4) In queste condizioni si trova, ad es., una lastra avente uno dei lati maggiori incastrato 
in un muro e i due lati minori appoggiati su due mensole uscenti dal muro. 

(5) S. TIMOSHENKO: Strength of materials, Londra, Macmillan, 1936, vol. secondo, pag. 508; 
M. SALVATI (nota 142), pagg. 25-26. 

(**) Questa curvatura è dovuta al fatto che ai bordi liberi la contrazione laterale (n. 130) 
non è impedita. D'altra parte, se la curvatura nel piano yz fosse nulla fino ai bordi liberi, ivi 
dovrebbe esistere il momento my = vm,, mentre invece ai bordi si ha my = 0. 

(&’) E. EsraNAVE (nota 75); H. MARCUS (nota 105), $ 24. 
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l’abbassamento del punto di mezzo dei lati liberi. Il caso di b/a = co è conside- 
rato nel n. 636 c); quello della lastra appoggiata sui due lati minori è studiato 
da Marcus (1°) per a/b = 2. 

J) I quattro lati sono appoggiati, ma gli angoli possono sollevarsi. Lo studio 
teorico di questo caso è ostacolato dal fatto che non si conosce la lunghezza dei 
tratti lungo i quali la lastra non si solleva. Ricerche sperimentali (149) su lastre 
quadrate soggette a un carico P nel centro mostrano che l’abbassamento nel 
centro è maggiore di circa 16% di quello che si ha quando gli angoli sono impe- 
diti di alzarsi. Il sollevamento negli angoli è circa 1/4 dell’abbassamento nei cen- 
tro. La lunghezza dei tratti appoggiati è in media 4/10 dei lati. 

Quando gli angoli non sono impediti di alzarsi si devono aumentare opportu- 


namente i momenti flettenti. 


Esercizio 1216. — La lastra rettangolare di cemento armato di una terrazza 
fra due fabbricati ha i duo lati opposti più lunghi incastrati nei fabbricati stessi 
(perchè si prolunga nei solai) e gli altri due lati appoggiati sui muri sottostanti. 
I lati sono a = m 6,8 = m 7,50 e lo spessore è s = 20 cm. Calcolare m,, ed f 
provocati dal carico p = 500 kg/mq. 

Soluzione. Si ha b/a = 1,25. Per interpolazione, mediante il tracciamento dei 
diagrammi di c,, c, (1126), si trova e, = 0,077, ec, = 0,00235. Quindi, essendo 
(es. 1202) B= 1,35 - 10° kgem, si ottiene 


mi, = — 0,077 - 500 - 6° = — 1386 kgm/m, 
0,05 + 6001 _ 
f = 0,00235 1,35 105 = 0,113 em. 


Esercizio 1217. —- Idem, nel caso di una terrazza rettangolare sopra un corpo 
sporgente di un fabbricato, avente un lato di m 7,50 incastrato nel fabbricato 
e gli altri tre appoggiati sui muri sottostanti. 

Soluzione. Per interpolazione si trova (1129) e; = 0,102, c, = 0,0036. Quindi 
si ottiene 


mi, = — 0,102 - 500 » 6 = — 1836 kgm/m, 
0,05 - 6001 _ 00, 
f= 0,0036 1,35. 108 > 0,173 cm. 


Esercizio 1218. - Gli scaffali di un negozio hanno i piani costituiti da lastre di 
cristallo di lati a= 36 em, d= 96 cm e di spessore s = 0,6 cm, aventi un lato lungo 
incastrato nel muro, i due corti appoggiati su mensole, e il quarto lato libero. 
Calcolare i momerti flettenti massimi e l’abbassamento del punto di mezzo del 
lato libero, provecati dal carico p = 350 kg/mq. 

Soluzione. Avendosi b/a= 2,67, per inierpolazione si trova (1131) c;= 0,40, 


(**) M. BERGSTRAESSER (nota 121), pagg. 23-24. 
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c,= 0,013, c,= 0,035. Quindi si ottiene 


mi, = —0,40 + 0,035 -36° = — 18,1 kgem/em 
m_,= 0,013-0,035-902= 42» 
Omar = 6 18,1/0,6° = 302 kg/emq. 


Assumendo E = 640000 kg/emq, v = 0,25, si trova B = 12290 kgem. Quindi 
risulta (149) 
0,035 - 364 


= 0,085" az — 


= 0,407 cm. 


Esercizio 1219, — Idem, nel caso in cui l’incastro nel muro non sia efficace e 
sia da considerare come un appoggio. 
Soluzione. Per interpolazione si trova (1130) e, = 0,038, e, = 0,0045. Quindi 
si ottiene 
my, = 0,038 + 0,035 - 96° = 12,3 kgem/em 
0,035 + 964 : 


si P 
j= 0,0045557 


= 1,09 cm. 


636. La lastra rettangolare molto allungata. 


Consideriamo una lastra rettangolare molto allungata (ad es., b/a > 5), appog- 
giata lungo i due lati maggiori e vincolata in vari modi lungo i lati minori. Se la 
lastra è caricata in modo indipendente da y, nella parte abbastanza lontana dai 
lati minori la flessione è pressochè cilindrica (es. 1186), come se questi lati fossero 
liberi (!°) (ossia non è influenzata dal modo in cui sono vincolati). È però 
interessante conoscere il comportamento della lastra anche in prossimità dei lati 
minori, che varia col tipo del loro vincolo, e di ciò faremo cenno in a), d), c) (151), 
In d) e in e) ci occuperemo invece di due altre condizioni di carico abbastanza 
frequenti nella pratica. 

a) Lato minore appoggiato (fig. 1380 a) (*). L'equazione della superficie 
elastica è (192) 


(1132) ta 1 fi (140) E] sen 2. (n= 1,3,5..) 


BT n 


Da essa si deducono le sollecitazioni e le reazioni mediante le (1050), (1052), (1085). 
Lungo la quasi totalità dei lati maggiori la reazione r, è ripartita uniforme- 
mente ed è uguale a 0,50pa. Lungo il lato minore la 7, è essenzialmente varia- 


(1) Da esperienze che ebbi occasione di eseguire con cristallo Securit risultò con gli stessi 
dati la freccia f = 0,452 cm. La differenza in più è da attribuire a un cedimento angolare del- 
l’incastro nel muro. Il modulo E era stato dedotto in precedenza disponendo la lastra come una 
trave appoggiata lungo i lati minori e misurando la freccia provocata da un carico in mezzeria. 

(*°) Perciò, come si è già detto (n. 622 e), il beneficio del funzionamento della struttura come 
lastra è pressochè nullo. 

(31) Il comportamento della lastra in prossimità di questo lato è pressochè indipendente 
dalle condizioni di vincolo dell’altro lato minore, in virtù della notevole lunghezza della lastra. 

(15°) A. NADAI (nota 105), $ 22. 
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bile, e raggiunge nel mezzo il valore massimo 0,51pa. Negli angoli si annullano 
sia la r, chela r,. 
La reazione concentrata negli angoli vale R = — 0,136(1— v)pa?. 
b) Lato minore incastrato (fig. 1380 b). Nella (1132) il termine fra parentesi 
tonda diventa 14 nay/a. 
Nei punti del lato incastrato si ha 


(1133) my=—p(ae—2°):2, m, = VMy è 


Questi momenti sono uguali a quelli (es. 1186) che si hanno nella parte centrale 
dove la flessione è pressochè cilindrica, salvo il cambiamento di segno e lo scam. 
bio delle direzioni x e y. 

La reazione E negli angoli è nulla, perchè lungo il lato incastrato è 
m,, = 0 (n. 634 a). 

c) Lato minore libero (fig. 1880 c). In prossimità del lato libero la superfi- 
cie elastica cessa di essere cilindrica (nota 146). La deformazione del bordo libero 
segue la stessa legge £(x) che si ha nella parte cilindrica (es. 1186), ma è (3—»): 
:(1—»)(3+ 7) volte maggiore. So v = 0,3 o 0,1, gli abbassamenti dei punti del 
bordo libero, e in particolare la freccia, sono 1,17 0 1,04 volte maggiori di quelli 
della zona lontana dai lati minori. 

Negli angoli si hanno le reazioni concentrate R = 4 0,54vpa? : (34 ») (ri 
volte verso l'alto). Se v = 0,3, risulta R= 0,049pa?. 


Fig. 1380. 


d) Consideriamo ora una lastra rettangolare molto allungata, appoggiata 
lungo i lati maggiori, mentre i lati minori sono in condizioni qualsiansi (non 
avendo i loro eventuali vincoli influenza sensibile a una certa distanza da questi 
lati). Agisca un carico P concentrato in un punto a metà della larghezza a e a 
notevole distanza dai lati minori (fig. 1381 a). 

La superficie elastica della lastra è rappresentata dall’equazione (159) 


nel _nay 


Pa dae nat) nITR x 
(1134) (4 sani ZO (ì + a | (a=1,3,5...;y> 0) 


La freccia nel punto caricato risulta (cfr. il n. 632 a) 


2 2 
(1135) jet Lo 0,01698 Po ; (L= 1,0518) 


ni 


(*) A. NADAI (nota 105), $$ 23 e 25; S. TIMOSHENEO (nota 105), n. 34. 
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e) Nelle stesse condizioni del n. 636 d), agisca invece un carico Q unifor- 
memente ripartito lungo una striscia molto stretta (fig. 1381). In questo caso 
l'equazione della superficie elastica è (1°) 


nry 


Lo n 
(1136) r-0ere2 (i + st) sen “92, (n=1,3,5..:y>0) 


niB a 


La freccia nel punto di mezzo della striscia caricata risulta 


nt nat 
(1137) j csrl 2 _ 001015 se, (eci ° 0,0889) 


Esercizio 1220. — Nel caso della fig. 1381 b), calcolare i momenti flettenti nel 
punto di mezzo della striscia caricata. 
Soluzione. Dalla (1136) si ricava 


a 


dl Q xe al ; NET) sen SEE 


Per x = a/2, y= 0 le due derivate sono uguali, e risultano 


nel 
vi _d»E__@Q pl) _ Q Q 
iatale 067-008 


Perciò nel punto considerato i due momenti sono uguali, e valgono (1050) 


my = my = 0,0928(1+ 7)Q . 


Esercizio 1221. — Nel caso dell’esercizio 1220, determinare la larghezza d che 
dovrebbe avere una striscia di lastra appoggiata soltanto su due lati opposti 
(cioò funzionante come una trave di lunghezza a), affinchè, caricata uniforme- 
mente con lo stesso carico totale Q, avesse in mezzaria la stessa tensione 
max 024 provocata dai momenti m, ed my trovati. 

Soluzione. Il momento in mezzaria della suddetta striscia equivalente, fun. 
zionante come trave, è dato da (226) 


M= de = 0,125Qa. 


IH momento m, per unità di larghezza della striscia è 
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La max 024 ha lo stesso valore, se si ha (n. 640 a) 
(1-39) 0,1250 + = (1—v)0,0923(1+»)Q, ossia se = 1,354 (1). 


In pratica si può assumere d = a. 


637. La lastra quadrata appoggiata nei quattro angoli. 


Talvolta s’impiegano lastre rettangolari appoggiate sol- & A 
tanto nei quattro angoli (fig. 1382), ad es. su pilastri, men- 
tre i lati sono liberi da ogni vincolo. Indichiamo alcuni ri. {0 
sultati per il caso della lastra quadrata. gap 

a) Carico uniformemente ripartito (fig. 1382 a). L’ab- A 
bassamento nel centro e l'abbassamento del punto di mezzo 


r di un lato sono dati da (15) 
(1138) {= 0,025pat/B, È, = 0,017pa'/B. Fig. 1382. 


La f è circa 6 volte maggiore di quella della lastra appoggiata lungo il contorno. 
Nel centro il momento è 


(1139) Mo, = Mo, = 0,084(1+ v)pa?. 
Nel punto di mezzo dei lati si ha 
(1140) mr = Ma, = 0,154(1— 2°)pa?, my mM 0. 


Se v = 0,3, risulta m, = 0,109pa? ed m, = 0,140pa?, e il secondo supera il primo 
quasi del 30% (159). 

Negli angoli, il momento nella direzione della diagonale, agente nella sezione 
distante è dall’angolo (fig. 1369), vale 

pe. ; MILA LA a 

(1141) My = ri ò, dacu m3= 33 8 0,125pa?. 
Nella direzione normale alla diagonale si ha un momento my uguale ma negativo 
(invece nella lastra appoggiata lungo il contorno è negativo my ® positivo my» 
n. 631 c). 

Ai bordi la curvatura si inverte. Ad es. lungo il bordo 7 si ha una curvatura 
d*/Ny° che è uguale a — rd°d2°, affinchè (1050) risulti my = 0. 


(3) Si usa anche dire che d è la larghezza della striscia interessata dal carico Q ripartito su 
di una retta. Tale carico provoca la stessa sollecitazione che provocherebbe un carico ripartito 
sull’intera lastra, di intensità p = Q/ad = 0/1,350? = 0,740/a?. Si veda anche il n. 67 d) del vo- 
lume di F. BLEICE citato nella nota 31 del Cap. XXV. 

Per lo studio pratico di una questione analoga nel caso di un carico concentrato, sì vedano 
ad es. i nn. 41-52 a pagg. 114-136 della memoria di A. DaNnUSSO citato nella nota 178. 

(5) H. MARCUS (nota 105), 5$ 22 e 23. 

(*#) Il momento m, nei punti della mediana y varia quasi linearmente; quindi il suo valore 
medio è circa 0,125 paî. Lo stesso valore medio si ottiene anche mediante considerazioni di equi» 
librio (es. 1245 d). 
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b) Carico P nel centro (fig. 1382b). L’abbassamento nel centro e l’abbassa- 
mento del punto di mezzo r di un lato sono dati da (15) 


(1142) {= 0,039Pa8/B, È,=0,022Pa?/B. 


Il momento nel centro (che teoricamente sarebbe infinito se P fosse concen- 
trato) dipende dall’estensione della zona sulla quale agisce P (n. 614). Nel punto 
di mezzo dei lati si ha 


(1143) me, = m,, = 0,216(1—»)P, 


Esercizio 1222. — Una lastra quadrata di cemento armato, di 5 m di lato e di 
20 em di spessore, è appoggiata negli angoli su quattro pilastri. Calcolare i vari 
momenti e gli abbassamenti provocati dal carico uniforme p = 500 kg/mq. 
Soluzione. Per le (1139), (1140), (1141) risulta (v = 0,1) 


Mo, = Mo, = 0,092 - 500 - 5° = 1150 kgm/m 
m,,= m,,= 0,152 - 500-5* = 1900» 
— ma = Mg = 0,125 -500-5° = 1560 » . 


La rigidezza vale B = 1,35 - 10° kgem (es. 1202); per cui si ottiene (1138) 


0,05 - 5004 0,05 - 5004 
= 50 = 
= 0,025 1,35 105 0,58 cm, = 0,017 — 1,35. 10° 


= 0,39 cm. 


638. Carico triangolare (paratoie). 


Le paratoie di dimensioni modeste (!’) sono 
costituite di solito da una lastra rettangolare, 
disposta con due lati orizzontali e due verticali. 
Il carico è triangolare se la superficie dell’acqua 
è all’altezza del lato superiore. Le più frequenti 
condizioni di vincolo sono le seguenti: i quattro 
lati appoggiati; il lato orizzontale superiore libero 
e gli altri tre appoggiati. 


a) I quattro lati sono appoggiati (fig. 1383 a), TTT ° A 
L’equazione della superficie elastica è (15) Fig. 1383. 
2: — 1) (2 + p, tgh 9,) cosh 7, — 7, senh x 
t144) {= 200 ‘pl 1) h- Pn 18 Pea Tn SDA Mal sen È, 


dove n = 1, 2,3..., En = naefa, n= nay/b, p, = nab/2a (1086). 


(1) Le paratoie di notevoli dimensioni sono rinforzate da travi o nervature orizzontali, 
poste a distanze decrescenti verso il basso. Il calcolo si riduce a quello delle travi. Talvolta si 
aggiungono nervature verticali. 

(3) E, ESTANAVE, memoria citata nella nota 75; A. NADAI (nota 105), $ 36; K. BevER 
(nota 30), pag. 675. Nel volume di S. TIMosHENEO (nota 105) sono considerate lastre soggette a 
carico triangolare con diverse condizioni di vincolo. 
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La freccia e il momento fiettente massimo sono dati da (1°) (a lato 
verticale) 


bla= 0,5 10 15 20 30 40 
e, =0,00034 0,00208 0,0039 0,0051 0,0061 0,0064 
Cm =0,014 0,027 0,043 0,053 0,061 0,063 


f= 0p,0/B 
Mmaa 3 mPat* | 


(1145) 


Nel caso particolare della lastra quadrata, la deformata dell’asse di 
simmetria 0 è rappresentata dall’equazione (158) 


LI 
(1146) #=P25 (0,002055 sen © _ 0,000177 sen 220. 0,000025 sen ST sg 
a 

Nel centro risulta % = 0,00203 p,a‘/B, ossia, com’è giusto (n. 227), 
la metà della freccia (1107) provocata dal carico uniforme Pa. Lo stesso 
dicasi per i momenti m, ed my. La Cna =f = 0,00208p,a*/B si ha per 
® = 0,554. I momenti massimi sono max m,= 0,027p,0%, max m, = 
= 0,025p,0%, per a = => 0,64. 

b) Il lato orizzontale superiore è libero e gli altri tre sono appoggiati 
(fig. 1383 b). La freccia e il momento massimo sono dati da (159) 


ab= 0510 15 20 30 40 
cs = 0,0024 0,0037 0,0044 0,0053 0,0061 0,0064 
Om = 0,019 0,033 0,045 0,053 0,061 0,063 


Î = cpb*/B 


(1147) 
Monarg = OmPab® 


Esercizio 1228. — Una paratoia è costituita da una lastra rettangolare di ferro 


appoggiata sui quattro lati e avente a = 90 cm, d = 135 cm. Calcolare lo spes- 
sore necessario e la freccia elastica. 


Soluzione. Alla base si ha p, = 0,09 kg/emq. Il rapporto dei lati è b/a = 1,5. 
Quindi il momento massimo vale (1145) 


Mmax = 0,043 - 0,09 - 90* = 31,3 kgom/om, 
Se si assume % = 1000 kg/emq, si devo avere 


/6-31,3 
1000 


Times — 1000, dacui s= } = 0,433 em, 


83/6 
Se si addotta s = 0,45 cm, si ha (986) B = 16700 kgem. Quindi la freccia 
risulta (1145) 
0,09 - 90* 


j= 0,0039 Tm 


= 1,38 em (199), 


(!5*) I. A. WosTASZaK (nota 105), pag. Il. 


(!°) I risultati sono poco esatti, perchè la freccia f è tripla dello spessore, contrariamente 
all’ipotesi che gli spostamenti t siano molto minori di s (n. 619), 
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Esercizio 1224. — Una paratoia è costituita da una lastra rettangrlare di ferrs 
arente a = 90 cm, db = 60 em, col lato orizzontale superiore libero. Calcolare lo 
opessore necessario e la freccia. 

Soluzione. Alla base si ha p, = 9,09 kg/cmq. Il rapporto dei lati è 4/6 == 1,j. 
Quindi il momento massimo vale (1147) 


Mmaz = 9,045 - 0,09 - 60° = 14,5 kgem/em. 


Con % = 1900 kg/cmq lo spessore risulia 


e = TRO 


1000 = 0,296 cin, 


Se gi aseumne s = 0,3 cm, si ha B= 4950 kgem. Quindi ia freccia simuia 
(1127) 
0,09 - 60* 


{= 0,0044 E 


= 1,04cm (19), 


639. Lastre di forma diversa dalla rettangolare. 


a) Triangolo rettangolo isoscele (fig. 1384 a). Lastra #&ppoggiata al contorna. 
Un carico uniformemente ripartito provoca l’ abbassamento 
massimo nel punto g=y=->0,28a, espresso da (199) 


7? 


(1148) {= 0,00088pat/B . 


Il momento flettente massimo si ha pel punto r=y= 
= 0,334, agisce nella direzione della bisettrice dell'angolo 
retto, ed è dato da 


Hi 
i 
i 
' 
H 
Ì 
Ù 
i 
i 
le 


{1149) Mmaz = 0;022pu? . 


Esso è circa la metà di quello che si avrebbe nella lagira 
quadrata di lato a. 
Nel vertico O si ba 


Fig. 1384, (1150) = ma=— 0,0134pa?, -—E=—0,027pa?. 


b) Triangolo equilatero (fig. 1384 b). Lastra appoggiata al contorno. Lan. 
bassamento nol baricentro, provocato da un carico uniformemente ripariite, è 
dato da (19) 

(1151) f == pa'/1728B = 0,000579pa'/B. 


(1) Anche in questo caso è 7> s (nota 180). Tuttavia in questo caso i massimi spostamenti 
% si hanno in alto, dove la flessione dolia lastra è pressochè cilinsrica; per cui ana si hanno tea- 
sioni nel piano medio (es. 1155). 

(*) A. NADAI (nota 105), $ 44; S. TosHENEO (nota 105), n. 57. 

(3) S. WosnowsKr-KRIEGER: Berechnung der ringsum frei aufliegenden gleichscitigon 
Dreiecksplalte, «Ingenieur-Archiv», 1933, pagg. 254-262. 
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Il momento nel baricentro, uguale in tutte le direzioni, è 
(1152) my = (14 v)pa?/72 = 0,0139(1+ v)pa?. 


Però nei punti delle mediane % distanti 0,54% dai vertici si ha il massimo mo- 
mento in direzione normale alla mediana; e nei punti distanti 0,73% dai ver- 
tici si ha il massimo momento in direzione della mediana. Per v = 0,3, essi 
valgono rispettivamente 


(1153) mi = 0,0194pa?, my = 0,0186pa? 


(nel baricentro, per v = 0,3, si ha soltanto m, = 0,0181pa?). 
Negli angoli non c’è la reazione concentrata. 
Nel caso di un carico P nel baricentro, la freccia sotto P è 


(1154) = 0,00428Pa?/B. 


e) Poligoni regolari. Se la lastra ha la forma di un poligono regolare con un 
numero di lati almeno uguale a sei, il suo comportamento non è molto diverso 
da quello della lastra circolare inscritta nel poligono (es. 1243). Quindi la freccia 
o i momenti flettenti si possono calcolare con sufficiente approssimazione usando 
le formule della lastra circolare, di raggio & uguale all’apotema del poligono. 

Si ha già una certa approssimazione, sia pure grossolana, nel caso della lastra 
quadrata (es. 1208, 1215). 


Esercizio 1225. — In un angolo rientrante di un fabbricato si costruisce una 
terrazza, costituita da una lastra di cemento armato a triangolo rettangolo iso- 
scele, appoggiata coi due cateti sui muri e con l’ipotenusa su di una trave che 
si considera rigida. Calcolare il momento massimo provocato dal carico p = 500 
kg/mq, essendo il cateto a = 4 m. 

Soluzione. Per la (1149) si ottiene 


Tmax = 0,022 - 500 - 4 — 176 kgm/m. 


Il momento nell’angolo retto (1150) è soltanto ma = — 107 kgm/m, 


640. Le condizioni di resistenza delle lastre. 


a) Se si adotta il criterio di porre un limite alle dilatazioni, anzi- 
chè alle tensioni (n. 122 b), la resistenza di una lastra è assicurata se in 
ogni punto le tensioni principali ideali (119) non superano il carico di 
sicurezza. 

Nel caso più comune delle lastre rettangolari caricate uniformemente, 
nelle quali i momenti massimi sono m, ed m, nel centr), le condizioni di 
resistenza risultano evidentemente (W = 15°/6) 

Ma VM, myj—-vm 


(1155) oss ag ha = <k. 
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Nel caso della lastra circolare o quadrata, i momenti n, ed m, nel 
centro sono uguali. 
b) Invece di usare i momenti effettivi my ed my, dati dalle (1050), 
e di ricorrere alle condizioni di resistenza (1155), può essere più comodo far 
uso di momenti ridottim, ed m,, dati dal solo primo termine delle (1050) (164), 
e porre il limite % alle tensioni che da essi si deducono, senza considerare 
le tensioni ideali; ciò che dà risultati pressochè equivalenti. 
Infatti, se si usano i momenti effettivi m,, My, è si considerano le 
tensioni ideali, le condizioni (1155) si possono scrivere (1050) 


dei E RETIÀ 


Val 
(a) 
dé d3L d°E dc ; PHA “ 8 
sto B(1 vga ha È 


Se invece si usano i momenti ridotti #,, y, @ si tralascia la considera- 
zione delle tensioni ideali, si ottengono le condizioni 


(1156) #6 <k, sn <k, 
ossia 

DE 235 DES 
O) Bra Str —Pii ce: 


Le (5) differiscono dalle (a) soltanto per il fattore 1— »?, che è poco di- 
verso dall’unità (1 —»° è uguale a 0,91-0,9375-0,99 se » vale 0,3-0,25-0,1); 
ossia le (5) sono praticamente equivalenti alle (a). Si possono dunque 
usare i momenti ridotti #,, #, (che sono minori dei momenti effettivi 
My, My, se entrambi sono positivi), purchè si tralasci di considerare le 
tensioni ideali (che sono pure minori delle tensioni effettive), poichò l’una 
cosa compensa praticamente l’altra (tanto più che il piccolo divario è 
a favore della resistenza). 

Nelle lastre circolari e rettangolari i momenti ridotti w,, , nel centro 
sono dati dalle (1004), (1017), (1103), (1109), (1122) ponendo in esse v = 0. 

I momenti reali sono legati ai momenti ridotti dalle relazioni 


(11551) m=M vm, my=My + Mm. 


c) Le tensioni tangenziali 7,,, Ty, dovute al taglio #. o #, raggiungono rara» 
mente valori più preoccupanti di quelli delle tensioni normali G,, 0y dovute ai 
momenti flettenti. Ciò può accadere soltanto nel caso di un carico molto concen- 
trato, oppure nel caso di una lastra eccezionalmente grossa rispetto alle altre 
due dimensioni (cfr. il n. 202). 


(*%) I momenti ridotti 1, 1, sono quelli che si avrebbero se fosse v = 0. 


LE LASTRE PIANE 181 


Se il materiale è omogeneo, le tensioni 7 variano nello spessore s della lastra 
con la stessa legge parabolica che trovammo per le travi di sezione rettangolare 
(n. 167), e il valore massimo a metà dello spessore risulta (191) (nota 62) 


(©) Tras = 1,54/5. 


Si può adottare la condizione di resistenza (187), o Ia (188) (Cap. XL). 

Nelle lastre di cemento armato si ha (n. 536 d) Ta: = tl = —1/0,9%= 
= —1/0,88 = 1,25t/s. Per lo stesso motivo che dicemmo nel n. 536 €), la Trax 
supera raramente il valoro di 4 kg/emq consentito dalle Norme ufiiciali; per 
cui di solito non è necessario far uso delle staffe. 


Esercizio 1226. - Calcolare nei due modi del n. 640 a, è) le tensioni massime in 
una lastra rettangolare di ferro appoggiata al contorno, avente a = 80 em, Bb = 
= 120 cm, s = 2 cm, e soggetta al carico p = 1,5 kg/emq. 

Soluzione. a) Per b/a = 1,5 e per v= 0,3 si ha dalle (1103) c, = 0,0728, c. => 
= 0,0280, 0, + cv = 0,0812, ca + cv = 0,0498, 


me, = 0,0812 - 1,5 - 80° = 779,5 kgem/em 
me, = 0,0498 - 1,5» 80* = 478,1 » |. 
Quindi, essendo W = 2°/6 = 0,667 cm'*/cm, si ottiene (1155) 
Oria = (779,5 — 0,3 + 478,1): 0,667 = 954 kg/em 
g/cmq 
Oyta = (478,1 — 0,3 » 779,5): 0,667 = 366 >» » 
b) I momenti ridotti valgono 
ie, = 0,0728 + 1,5 + 80? = 698,9 kgem/em 
Te, = 0,0280 - 1,5 + 80° = 268,8 » . 
Quindi si ottiene (1156) 
G.,= 698,9: 0,667 = 1048 kg/emg, —&., = 208,8:0,607 = 403 kg/emq . 
Il rapporto fra le tensioni trovate in a) e quelle trovate in dB) è 1—-»° = 0,91. 


La concordanza è molto migliore nel caso del cemento armato (1— 7v?2= 0,99). 


Esercizio 1227. -— Idem, nel caso di una lastra quadrata di ferro, avente a = 
==120 cm, 8 = 2 cm, p= 1,5 kg/emq. 
Soluzione. Per la (1109) si ha 


Mo, = Me, = 0,3684 - 1,3 - 1,5 - 120° = 1034,5 kgem/em 
ma, = M., = 0,3684 - 1,5 + 120° = Wi a + 
Quindi per le (1155), (1156) si ottiene 


Oz ia = Ty ta = (1— 0,3)1034,5 : 0,667 = 1086 kg/emq 
Ga, =0y = 795,7:0,667 1193 » - 


Il 
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641. Il metodo energetico. 


Il seguente metodo approssimato, per studiare le lastre senza inte- 
grare l’equazione (1054), è fondato su considerazioni energetiche. Si può 
usare un procedimento di prima approssimazione, nel qual caso basta 
uguagliare il lavoro esterno dei carichi al lavoro interno di deformazione. 
Esso dà, di solito, le deformazioni con buona approssimazione e le solle- 
citazioni con approssimazione assai meno buona. Oppure si può usare 
un procedimento più approssimato, ricorrendo al principio della minima 
energia potenziale totale (n. 336). In questo 
modo si conseguono approssimazioni molto 
migliori, potendosi stringere da presso finchè 
si vuole il risultato esatto. 

Ricaviamo da prima l’espressione del la- 
voro interno di deformazione, mentre il la- 
voro esterno dei carichi è dato dal teorema 
di Clapeyron (n. 332). 

a) Il lavoro di deformazione delle lastre. 
Consideriamo un elemento di lastra di area 
dA = dody (fig. 1385). Se p e g. sono gli angoli d’inclinazione nei punti 
1 e 2 della sezione parallela a 2 passante per 1 e 2, il lavoro del momento 
flettente m_dy che agisce sull’elemento dy è (1/2)m,0Y * (P1— 92). Ma si ha 


dl Las 
di Pa = = T(0)an=_Ì ili 


Fig. 1385. 


Quindi tale lavoro risulta 


dl 1 
-+ Mya ey = MdA. 
Analogamente, il lavoro del momento flettente m,dr che agisce sul- 
l’elemento de risulta 
1 d°7 1 dî 
a ty ya 0 dg = —9; my 4 + 
Se p' e 9” sono le inclinazioni medie degli elementi ad e cd deformati, 
il lavoro del momento torcente m,,dv che agisce sull’elemento dw è 
{1/2)myde + (9 — gp"). Ma si ha 
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Quindi tale lavoro risulta 


1 Da4 1 d% 
2 Use Sony EU = Ma 37; dY 


dA. 


Uguale lavoro compie il momento torcente m_,dy che agisce sull’ele- 
mento dy. 

Pertanto, trascurando come nelle travi il lavoro degli sforzi di taglio 
t, © ty; il lavoro di deformazione dell'elemento dA = de dy è la somma 
dei quattro lavori suddetti, e risulta 


d°0 La4 4 
(a) dL=-3(m Mazzi + myz + 2 mey ot) dA + 


Infine, sostituendo i momenti m,, ,, #,y con le loro espressioni 
(1050), si ottiene il lavoro espresso mediante le derivate seconde della fun- 
zione (2, Y): 


0 are B(G) Gf E tt) a. 


Il lavoro di deformazione dell’intera lastra risulta dunque (‘9) 


cssn 1-2 [+ ai) 


che si può anche scrivere nella forma equivalente 


CRE CERI 


B 
(11573) =2/l( dai + 3y 21 —)a dy? sa 


Nel caso delle lastre di forma qualsiasi incastrate lungo il contorno, 
come pure nel caso delle lastre rettangolari incastrate o appoggiate lungo 


(195) Allo stesso risultato si giunge anche partendo dall’espressione generale (483) del lavoro 
in funzione delle tensioni e delle deformazioni, che nel caso di c, = ,, = x,y = 0 si riduce a 


(0) Li = 1 I (0289 + Sy ?y + Tey Yay) dedi. 
Vv 
Nel nostro caso si ha 
i age i rr, 
s12° * #12’ se aa 
U 201 + vm ye 
"3 a Mm—vmy), ey= TO Myra, ay 2 i ds 


Si sostituiscono queste espressioni nella (c), si eseguisce l'integrazione rispetto a 2 fade - 
= 88/12), si esprimono m,, My, yy mediante le (1050). Dopo qualche riduzione, si ottiene la (1157). 
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il contorno, l’integrale della parentesi quadra della (1157,) è nullo (!°) (19°). 
Quindi in questi casi si ha più semplicemente 


(1157) 3/6 Li Do) aa i 2 [vr da. 
4 


Nel caso particolare delle lastre circolari caricate simmetricamente ri. 
spetto al centro, partendo dall’espressione del lavoro di deformazione dL, = 
= (1/2)(0,2,-+ 038)dV, esprimendo le o e le e mediante i momonti m, ed my 


(come nella nota 165), e questi ultimi mediante le (993) dove o=— dé/dr, 
si ottiene 

È 23 (ce) ta di di 
(1158) nina f[( Se) 4 r(T2) +209 de ide. 


Se la lastra è incastrata, è nullo il terzo termine deila parentesi. 


b) Procedimento di prima approssimazione. Se sulla lastra agiscono 
uno 0 più carichi concentrati, oppure un carico ripartito p = p(w, y), il 
lavoro esterno è rispettivamente (488) 


(1159) n=ixzPt, L=+/pntad. 
4 


Il lavoro esterno si trasforma in altrettanto lavoro interno; per cui 
dev'essere 


(1160) L,=L. 


Il procedimento consiste nell’assumere per la superficie elastica inco- 
gnita un’espressione del tipo 


(4) t=cf0,9), 


dove c è un coefficiente da determinare ed {(, y) è una funzione arbi- 
traria ma verosimile (che non soddisfa generalmente la (1054)). Sosti- 
tuendo la È e le sue derivate seconde nélle espressioni (1159), (1157) di 
L, e di L; e applicando la (1160), si ottiene un’equazione che determina 
il valore di e (es. 1228-1232), ossia l’ampiezza delia deformazione. 


(*#) In Geometria solida si dimostra che tale parentesi è uguale a 1/0,0,. Inoltre si dimostra 
che l'integrale di drdy/o,0y esteso a una data superficie curva è l’angolo solido chiamato curva» 
tura totale della superficie data; ed è misurato dall’area tagliata su di una sfera di raggio 1 da 
tutti i raggi condottI per il suo centro e paralleli alla normale alla superficie in tutti i punti del 
contorno. 

Nel caso delle lastre incastrate tale arca è evidentemente nulla. Ed è nulla anche nel caso 
delle lastre rettangolari incastrate o appoggiate lungo il contorno, perchè 1 raggi suddetti trac- 
ciano sulla sfera dei punti situati su di una croce, di area nulla. 

(*’) Una conseguenza di questo fatto è che il coefficiente dell’espressione della freccia dell@ 
lastra circolare incastrata e della lastra rettangolare non dipende dal coefficiente v di Poisson 
(che influisce perciò solo su B); mentre per la lastra circolare appoggiata esso dipende da vw 
(1015), (1023). 
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L’intuizione suggerisce la forma più verosimile della funzione f(x, y), 
dipendentemente dal tipo del carico e dalle condizioni al contorno. Que- 
ste ultime dovrebbero essere tutte soddisfatte dalla Z = f(x, y). Quando 
ciò riesca difficile, ci si accontenta che siano soddisfatte solo in parte, 
a scapito naturalmente dell’approssimazione dei risultati. 

Ottenuto il valore di c, risulta nota l’equazione approssimata della 
superficie elastica, e in particolare il valore della freccia. L'errore che si 
commette è dovuto al fatto che la funzione assunta non rappresenta la 
vera superficie elastica. Tuttavia la % di un dato punto non è molto er- 
rata, poichè essa dipende dall'insieme delle deformazioni dell’intera la- 
stra, che risente poco degli scostamenti della cf(7,y) dalla superficie 
elastica vera. (In altri termini, il lavoro L; dipende principalmente dal- 
l’entità della deformazione globale, e molto meno dalla forma della de- 
formata.) 

Ma quando poi si deducono dalla Z(7, y) i momenti n, My, May, l'ap- 
prossimazione è di solito assai peggiore (es. 1229), perchè i valori di que- 
sti dipendono unicamente dai valori locali delle curvature, che possono 
essere assai discoste da quelle vere. 

e) Procedimento più approssimato. Si assume per la superficie ela= 
stica un’espressione del tipo 


(e) = cf:(7,9) + cofs(1,) + cofs(as 9) +. 


dove c1, €2, €... sono dei coefficienti da determinare, ed f,(2, y), fa(2, 4); 
Îs(1, y) .. sono delle funzioni arbitrarie, ma separatamente verosimili, e 
quindi soddisfacenti ciascuna, possibilmente, alle condizioni al contorno. 

Se ora si pensa di dare ai coefficienti c,, ca, cs... delle variazioni pic- 
colissime de, de», des ..., deve risultare nulla la variazione prima dell’e- 
nergia potenziale totale E,, ossia dev'essere soddisfatta la (495). Quindi, 
se dî sono le variazioni delle ordinate £ dovute alle variazioni dei coef- 
ficienti e, e se dI, è la corrispondente variazione del lavoro interno, si 
deve avere (495) 


(1161) EPS—3L=0, oppure fpst4dA4—6L=0. 
4 


Si sostituiscono nella (1161) l’espressione (e) e le sue derivate seconde. 
Poi si suppone successivamente diverso da zero uno solo dei de, e gli 
altri nulli, e si ottiene un sistema di tante equazioni quanti sono i 
coefficienti e, che determinano i valori di questi (v. l’es. 1233 e la nota 174). 

In sostanza, si viene così a dosare nel modo più opportuno ciascuna 
funzione f(x, y) che compone l’espressione (e) della 2, cioè in modo che 
la (e) si scosti il meno possibile (compatibilmente col numero delle fun- 
zioni componenti) dall’espressione esatta di {. Se nella (e) s’introduce 
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un numero elevato di funzioni, si può spingere l’approssimazione fino al 
grado desiderato; tuttavia il lavoro materiale può diventare considere- 
vole. Se le singole funzioni soddisfano esattamente alle condizioni al 
contorno, si ottiene al limite il risultato esatto (es. 1233). 


Esercizio 1228. — Calcolare la freccia della lastra rettangolare appoggiata al 
contorno e caricata uniformemente. 
Soluzione. a) Assumiamo per l’espressione (d) di È la funzione 


t= seni senF, (0 =f= freccia) 
che soddisfa alle condizioni (1068,) al contorno (£=0 per e=0, x=a,y=0, 
y= di; dia = 0 per £=0, = a; 2fNy = 0 pery=0, y= 0). 


Le derivate seconde sono 


di n ne TY dl n ax my 
da e illa nai b , 297 Der i i Si 


Sostituendo nella (11573) (*°°), ed essendo 


d a 
PELCAMMNCE2:] * a TY 29%, 
fra pes a ioni = 


si ottiene 

a+ 53)? 

“a * 

Sostituendo l’espressione di $ nella (1159), si ottiene anche 


L= + pe f sent? sen dd = È cpad. 
Pi 


Uguagliando (1160) i lavori L, ed L,, risulta l'equazione 


2 ni (a? + 5°)? 16 abi 
d= BET CORPO ic 


da cui e=i=7B @ 4 


in armonia con l’equazione approssimata (1079). 


(**) Verifichiamo direttamente in questo caso che l'integrale della parentesi quadra della 


(1157) è nullo. Infatti, si ha dI da dI 
SIE Ga) Ja - 


i 


ai are ety WET IA 2 g(ab _ab 
742 f( 2 sen? 7 — 008° 08 a) e(E AB 
4 


Perchè questo accada, non è necessario che la % (x, y) sia la vera equazione della superficie 
elastica, ma basta evidentemente che soddisfi alle condizioni al contorno (nota 166). 


lan 
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Nel caso della lastra quadrata, si ottiene 
pa ee, pat 
== 000602, 


con l’errore in eccesso di 2,46% rispetto al valore esatto (1107). 

b) Supponiamo invece che le rette parallele agli assi ® o y si deformino 
in modo simile alla linea elastica di una trave appoggiata e caricata uniforme- 
mente; ossia assumiamo l’espressione (es. 187) 


30, (£_ +Eftoot4 D. 


Sostituendo l’espressione di £ nella (1159) e le espressioni delle derivate se- 
conde di $ nella (1157»), e uguagliando (1160) i lavori L, ed L,, si ricava 


p abi 


{= 0,01657 pop: 


Nel caso della lastra quadrata si ottiene 


LI 
f = 0,004138 a ; 
con l’errore di 1,72%. 
Esercizio 1229. - Dall’equazione della superficie elastica ottenuta nell’eser- 


cizio 1228 a) dedurre i momenti nel centro della lastra. 
Soluzione. Per a = a/2, y = b/2 le derivate seconde di { valgono 


dl Eh Lala xi 
vital ae ul 
Quindi, sostituendo nelle (1050), si ottiene 
DI! v 16 5°+ va? 16 a8+ 9b* 
me Bai(+3 1a) = GF} a PODI, my = @E+ 5 pab®, 


Nel caso della lastra quadrata risulta 


mise i (1+ v)pa? = 0,04106(1 + »)pa!, 


con l’errore in eccesso di 11,5%, assai maggiore di quello della freccia. 


Esercizio 1230. — Calcolare la freccia della lastra rettangolare appoggiata al 
contorno, provocata da un carico P nel centro. 

Soluzione. a) Se assumiamo la stessa espressione di { dell’esercizio 1228 a), 
l'equazione (1160) diventa 


P; a + 63)? k; 4 Pa3b3 
Fer, dci 1° o ia 
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Nel caso della lastra quadrata si ottiene 


1 Pa Pa? 
i>2R3000277, 
con l’errore di 11,4% rispetto al risultato esatto (1115). 
5) Se invece supponiamo che le rette parallele agli assi x o y si deformino 
in modo simile alla linea elastica di una trave soggetta al carico P nel centro, 
cioè se assumiamo l’espressione (es. 193) 


= f(3 2-41 
cia sSt_+. 
si ottiene (28°) per la lastra rettangolare e per quella quadrata 


33600 Pa? 


ne. 
1° 33048" Fi0a dp arza E gio SE 00070 


(errore 6,9%) 


Pa? 
E° 


Esercizio 1231. — Calcolare la freccia della lastra quadrata incastrata al con- 
torno e caricata uniformemente. 

Soluzione. a) Assumiamo per È un'espressione analoga a quella dell’esercizio 
1228 b), ma supponendo el » le rette parallele agli assi x 0 y si deformino in modo 
simile alla linca elastica di una trave incastrata e caricata uniformemente (n. 232 0): 


a v). (© = a se è quadrata) 


Quest’espressiono soddisfa a tutte le condizioni al contorno (abbassamento 6 
rotazioni nulle), e pere =y=0 dd f=f. 
Nel caso di b=a, il lavoro esterno (1159) e il lavoro interno (1157,) risultano 


ERI 1024-1152, f° 
L= gag pi, L= osa di 


Uguagliando questi lavori secondo la (1160), sì ricava 


Uki A A 
f= Te . 2 = 0,0013322. (errore 5,6%) 


b) Se invece si assume l’espressione 


t= i (ì + cos 2) (i + cos 2) 5 (b=a se è quadrata) 


(9) L'espressione di t vale solo per x < a/2 e per y<b/2. Quindi Z, è dato da 
B af? b/2 
Bal [tt ara. 
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che soddisfa a tutte le condizioni al contorno, si trova (17°) 


_ (4P+ Qa 


z pas Pa 
1=TaaB 


ossia —f= 0,0012832, = 0,0051338 P, 


essendo Q = pa? un carico uniforme e P un carico concentrato nel centro. 


Esercizio 1232. — Calcolare la freccia di una lastra quadrata appoggiata sol- 
tanto nei quattro angoli e caricata uniformemente (171). 

Soluzione. Assumendo le mediane come assi @, y, un’espressione verosimile 
di 7, che tiene conto della deformazione dei lati (12), è la seguente 


=4( ne mi) 
Ges 008 7 + cos È È 


Sostituendo l’espressione di Z nella (1159) e le espressioni delle derivate se- 
conde di £ nella (1157,), si ottiene 


ate se + 8y) BI 
My mm 8 pri 


Quindi la (1160) diventa 


pia _ sn + 8v) Bf da cui, 


8 pa 
n 8 a’ / 


a+) B° 
Per v = 0,3 risulta . 
= BA 
j= 0002, 


con la differenza di 16% rispetto al risultato che si ottiene col metodo delle 
differenze finite (n. 637 a). 


Esercizio 1233. — Determinare l’equazione esatta della superficie elastica di 
una lastra rettangolare appoggiata lungo il contorno, soggetta a un carico con- 
centrato P in un punto di coordinate È, n (fig. 1357 b) (12). 


(‘’*) H. LORENZ: Technische Elastizitàtslehre, pagg. 460-181, Miinchen, Oldenbourg, 1913. 
Si veda anche dello stesso: Angendiherte Berechnung rechteckiger Plallen, «Z3.V. D.I.»,1913, pag. è23. 

(**) Per il caso della lastra rettangolare e per il caso di un carico concentrato si veda ilg21 
del volume di A. ed L. FòPPL citato nella nota 23. 

(4) Per x = y = 0 (cioè nel centro) risulta t = f. Per = y = a/2 {cioè negli angoli) ri- 
sulta t = 0. Per x «= + a/2 risulta © = (f/2) cos y/a, per cui i lati paralleli a y s’inflettono (e 
lo stesso accade per quelli paralleli a x). Le striscio parallele all'asse x si deformano in virtù del 
termine cos az/a, e si abbassano ulteriormente in virtù del termine cos ayla, ossia per effetto 
dell’inflessione dei lati ai quali esse fanno capo (e lo stesso accade per le striscie parallele a 7). 
Infine, per 2 = + a/2 risulta d*/ds® = 0; per cui (1050) lungo i lati paralleli a y si annulla la 
parte più importante di m, (tutto m, se v = 0) (e analogamente lungo i lati paralleli a 2). 

(1) S. TIMOSHENKO: 7'%eory of elastic stability, n. 59, New York, MeGraw-Hil], 1936. 
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Soluzione. Assumiamo come espressione di È la serie doppia 


c= X Zora Sen STE sen SII, 
mn a b 
| nella quale i singoli termini soddisfano a entrambe le condizioni al contorno, 
mentre i valori dei coefficienti cy, sono da determinare. 
Il lavoro interno, dato dalla (1157:), risulta 


ad 

nb mir nn? mae may 

L= 3 J[[EZo( 7 + sen a 893 dxdy + 
F 00 

| Gli integrali dei termini contenenti i doppi prodotti sono nulli, per cui riman- 

| gono solo i termini coi quadrati. Essendo poi 


sì ottiene È dia I 
Ì sa COMI apc 
L= Bab E Lm(at a) | 


Se ora nell'espressione di { si dà una piccola variazione demn a uno solo dei 
coeffisienti, l'abbassamento del punto d'applicazione di P subisce la variazione 


88 = Bonn sen PE cen SEI, 


Per cui il lavoro virtuale di P, ossia il primo mombro della (1161), è 


Pò& = Pòomn Sen see sen 7 > 


La variazione del lavoro interno dovuta alla variazione demn è 


A 3 22 
01, = Bab (i e 5) CEE 


Quindi la (1161) diventa (°) 


w a 2 
II Pòcmn SED mE Jen i, = Z Bab (mi i 1) OmnbOmn » 


a 
da cui £ 
matÉ con "TI 
Ù _ 4P È sen a sen b 
me nBab mi n° 
| (ta 


Sostituendo 0,, nell'espressione di È, si ottiene la soluzione (1083) di Navier. 


| (*) In questo caso le equazioni determinatrici dei coefficienti c contengono ciascuna una 
| 
| 
| 
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642. Metodi approssimati vari. 


Oltre al metodo energetico, di cui ci siamo occupati nel n. 641, fue 
rono proposti vari altri metodi approssimati, e talora semiempirici, per 
il calcolo delle lastre. Ci limitiamo a indicare brevemente soltanto i prin- 
cipali, poichè la semplicità delle formule finali (nn. 630-639) che più 
tardi si ottennero coi metodi esatti fa sì che i metodi in questione siano 
oramai da considerare sorpassati. Tuttavia il metodo di Bach (n. 644) 
conserva una certa importanza, poichè ha il pregio di ridurre in vari casi 
la ricerca dei momenti a una semplice questione di equilibrio, e può 
servire come utile controllo di risultati ottenuti per altre vie. 

a) Metodo di Grashof (1%). Sia data una lastra rettangolare appog- 
giata, o incastrata, lungo i quattro lati. Pensandola decomposta in stri- 
scie normali tra loro e parallele ai lati a e d (n. 6225), Grashof ammette 
che le striscie dei due ordini, considerate come travi lunghe a e db, sop- 
portino rispettivamente i carichi uniformemente ripartiti (1°) 


bi at 


Papi: PSP REF 


(1162) Pa = 


essendo p il carico uniforme agente sulla lastra. 

Noti così i carichi p, e p» agenti sulle striscie dei due ordini, si otten- 
gono l’abbassamento e i momenti nel centro, nonchè i momenti d’in- 
castro se la lastra è incastrata, mediante le formule valide per le travi 
(con B in posto di EJ, a causa della contrazione laterale contrastata): 


Pad past 
i=% = Bla +9? 


da as 
(1163) | me, = CP? = 0A? + Pri Ma = Pa +u 
bs a 
mi, = 03 pa? Fi: mi, = CP Fri 


sola delle incognite c, perchè, come si è detto, nell’espressione di ZL; sono nulli i termini conte- 
nenti i doppi prodotti. 

Di solito, invece, le equazioni che risultano contengono tutti i coefficienti c, ossia si ottiene 
un sistema di equazioni nelle incognite e. Ciò che è naturale, perchè ogni coefficiente c, deve 
dipendere non solo dalla forma delia funzione 7,(z, 7) che esso moltiplica, bensì ancho dalla 
forma delle altre funzioni /,. Quindi il lavoro materiale è assai maggiore. 

(1) F. GRASHOF: T'Aeorie der Elasticitàt und Festigkeit, n. 234, Berlino, Gaertner, 1878. 

('"*) Questa ripartizione del carico p risulta considerando che i punti di mezzo delle striscie 
centrali dei due ordini devono abbassarsi ugualmente; per cui, essendo le rispettive frecce pro- 
porzionali a p30% e a pyb', si deve avere 

di 


A = pd i CA 
Pal Dad ossia . 
2 Lai Da a 
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I coefficienti valgono ec, = 5/384, ca = 1/8, cs =0 se la lastra è appog- 
giata; c, = 1/384, c, = 1/24, c1 = — 1/12 se è incastrata. Se gli incastri 
sono imperfetti, si adottano valori intermedi. 

Ì facile determinare i carichi p, e p anche nel caso in cui i lati non 
siano vincolati tutti nello stesso modo (es. 1234). 


Nel caso della lastra quadrata, si ha naturalmente ps = p, = p/2. Quindi 
per la lastra appoggiata o incastraia risulta 


f = (c1/2)pa*/B, ossia rispettivamente f= 0,0065pa'/B, f= 0,0013pat/B, 
mi = (c0/2)pa , >» » m,= 0,0625pa® , mi= 0,0208pa? , 
m; = (c3/2)pa® , >» » mi= 0 , mi = — 0,0417pa?. 


La freccia della lastra incastrata ha un’approssimazione ottima (0,00130 invece 
di 0,00126, n. 634 a); gli altri risultati sono grossolani: ad es. m, della lastra ap- 
poggiata è in eccesso del 30% (se v = 0,3). 

Per b/a=-1,7 si ha py= 0,9p, pa = 0,1p; quindi, secondo questo me- 
todo, i vantaggi delle lastre sono già trascurabili. 

b) Metodo di Guidi (1). È un miglioramento del metodo di Gras- 
hof, poichè tiene conto anche del fatto che le striscie centrali come la 
DE (fig. 1386 a) si assumono un carico maggiore delle striscie laterali 
come la DE, (perchè s’inflettono di più). Quindi il carico sopportato 
dalla striscia mediana AB non sarà uniforme, bensì crescente dal centro 
alle estremità, dove vale tutto p; e lo stesso dicasi della striscia DI. 

Perciò si indicano con up e (1— 4)p le intensità 

|E del carico nel centro delle due striscie, essendo 

u un numero minore di 1 da determinarsi, e si 

ammette che la legge di variazione del carico 

sulle due striscie sia parabolica (fig. 1386 b, c). 

Consideriamo il caso della lastra incastrata. 

D Studiando la trave incastrata 48, si trova fa- 
cilmente (n. 233 c) 


a? par 
(1164) m= (14 ou) tig» m=—(1 +40) 57 


Fig. 1386, fe = (1 + 6,54) 33802* 


Inoltre dev'essere pa + 7, = »: quindi si ottiene 
Pa pi » 
“7: da cui =D 7ji° 
Da +9 di+at Pa a+ di 
Questo risultato tiene conto soltanto dell’uguaglianza degli abbassamenti nel punto di mezzo 
delle striscie centrali, e non in ogni punto d’incrocio delle striscie dei due ordini (tenendone 
conto, Pa © Ps risulterebbero non uniformi). Inoltre non tiene alcun conto dell'influenza del 
monenti torcenti, che si manifesta con un aumento della rigidezza del complesso. 
(7) 0. GUIDI: Sul calcolo della lastra rettangolare, « Giorn. del Genio Civile », 1914, pagg. 23-26. 
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Per la trave DE si hanno espressioni analoghe, con 1— 4 in posto di w. 
Uguagliando gli abbassamenti dei due punti €, si ottiene l’equazione 
= Tab 
#7 6,5[1+ (epy) * 


Nel caso della lastra quadrata, si ha naturalmente p=l—p= %. Quindi 
risulta 


(1165) (1 + 6,52)a* = [1 + 6,5(1— x)]è*, da cui 


mi = 0,023pe8, = my=—0,050pa?, = 0,00148pa't/B. 


I due momenti sono pochissimo diversi da quelli esatti (1122), (1123). 
Per bja= 1,655 = = 5/3 si ha «=1, ossia cessa, secondo questo metodo, 
il vantaggio della lastra. 

e) Metodo di Danusso (**). Anche con questo metodo si conside- 
rano le striscie parallele ai due lati, ma si tiene conto dell’uguaglianza 
degii abbassamenti non solo nel punto d’inerocio delle due striscie 
mediane, bensì in molti dei punti d’inerocio delle altre striscio (19). 
Inoltre si considerano anche delle striscie parallele alle diagonali e si- 
tuate non troppo lontano dagli angoli della lastra, in modo che siano più 
corte delle striscie parallele ai lati; così che tali striscie hanno un buon 
potere portante, c alleggeriscono la fatica delle altre striscie (riducendola a 
circa 7/10 nel centro della lastra). Ad es., per la lastra quadrata, appog- 
giata e caricata uniformemente, si trova che il momento medio in una 
sezione mediana è pa?/30,5 e che quello massimo è me = 0,046pa?; e per 
la lastra incastrata si trova m, = 0,0227pa? ed m =— 0,0433pa? (19), 

Con questo metodo si possono studiare (18) le lastre rettangolari ap- 
poggiate o incastrate, su contorno rigido o elastico (travi perimetrali), 
e soggette a carico ripartito uniformemente o concentrato. 


Esercizio 1234, — Data una lastra rettangolare appoggiata lungo tre lati e 
incastrata lungo uno dei lati d (fig. 1377 b), determinare i carichi p, e p, secondo 
il metodo di Grashof. 

Soluzione. Uguagliando gli abbassamenti dei punti di mezzo delle due stri. 
scie mediane di lunghezze a e d, si ha (n. 230), (244) 


pat _ Spb' 
192B  384B” 


sbi 2at 
Praiano PSPra tn 


da cui Pa 


(1"*) A. DanUSSO: Contributo al calcolo pratico delle piastre appoggiate sul contorno, «Il Ce* 
mento », 1911, nn. 1-10; «Il Cemento armato», 1925, nn. 7-12, 1926, nn. 1-8. 

(!*) Con questo criterio, cioè trascurando la rigidezza a torsione delle travi, sono calcolate 
le strutture degli esercizi 1250-1253. 

(1°) V. la memoria citata (nota 178), pagg. 50 e 53. 

I momenti m, di entrambe le lastre sono pochissimo diversi dal valori 0,0479 pa? e 0,0231 puî, 
dati dalle (1109), (1122) per v = 0,3. Il momento m; è in difetto di 15,6 % rispetto al valore 
— 0,0513 pa? dato dalla (1123). Il momento medio nella sezione mediana è prossimo al valore 
0,0306pa? = paî/32,7 che si ottiene mediante la formula di Simpson (573) dai dati del n. 631 8). 
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Quindi, per le (307), (226), (306), i momenti massimi positivi e il momento 
d’incastro risultano espressi da 


9 sb 1 2at 


Me aa ot = gp» 
10 5% 


824 50 par. 
Nel caso della lastra quadrata, si ha (cfr. con la (1129)) 

my = 0,0502pa?, my= 0,0357pa?, my = — 0,0893paf. 
Per altri casi si vedano gli esercizi 1237, 1239, 1240. 


643. Metodo approssimato di Mareus (191). 


a) Questo metodo rappresenta un notevole miglioramento del me- 
todo di Grashof (n. 642 a), ai risultati del quale viene aggiunto un coef- 
ficiente riduttore, che tiene conto dell’influenza benefica del momento 
torcente. 

Se indichiamo con #, mary ?y mar i momenti massimi positivi dati dal 
metodo di Grashof, i momenti ridotti (n. 640 5) corretti sono 


Ma mar = (1 Pa)Mag max = Va mar 
My max (1—- @y)%y mas = ViMy maz » 
Secondo i confronti istituiti da Marcus coi valori esatti dei momenti, 


i termini g,, 9, si possono calcolare in ogni caso, ossia per ogni condizione 
di vincolo dei quattro lati della lastra, mediante le espressioni 


(1166) 


5 m ai 5 _m db? 

(1167) ved pr °C nu 
nelle quali #, mars ?ymar SONO ancora i momenti massimi positivi del 
metodo di Grashof, ossia quelli nelle striscie parallele a # 0 a y, caricato 
coi carichi parziali py 0 7» e vincolate secondo i vincoli dei lati della la- 
stra; ed os max; Poy max BONO i momenti massimi nelle stesse striscie, 
soggette all’intero carico p e supposte liberamente appoggiate. 

Questi ultimi momenti sono in ogni caso ox mar = DA/8, May mas = 
= pl*/8. Quindi le (1167) si possono scrivere più semplicemente 


_ D trtomar 0 _ DM moa e 
: Pa pa /8 ‘876° pls? Va=1—@a 
(1167:) 5 mm bD_ 5 m 
a Py max, ta + Du mas PP SET 
Vw= Gps da 6° pag? Ta 


(8) H. MARCUS: Die vereinfachte Berechnung biegsamer Platten, Berlino, Springer, 1925, che 
sontiene altri risultati interessanti. Si vedano anche le edizioni successive. Tabelle comode si 
trovano nel volume di B. LosER e nella memoria di F. DISCHINGER citati nel n. 654, 
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b) I termini 9,, 9, furono ottenuti da Marcus non per confronto 
coi valori esatti dei momenti effettivi m,, m,, bensì con quelli dei mo- 
menti ridotti m,, #î, (n. 6405). Perciò, come si è detto în a), le (1166) 
danno i momenti ridotti; e quindi per la verifica della resistenza della 
lastra si devono usare le (1156) come si è detto nel n. 640 DA 

0) Nel caso della lastra appoggiata lungo i quattro lati si ha Ma max = Pa08/8, 
My mar = Psb*/8. Quindi, tenendo conto delle (1162), le (1167,) diventano (12) (18) 
bi a peo 5° a 
+u'8' 876 app. Y=1-9. 


5 
(1168) 9.=9P,=p=%P@ 


Inoltre la freccia si può calcolare mediante l’espressione seguente, che dà 
un’ottima approssimazione: 


(1169) fp het. 


Ad es., per la lastra quadrata risulta (1168), (1166), 1169) 


5 7 
p= D' pa D' 
e = j "n 
Fx mas = Fy mas = 3 DE = pp pd = 0,03646pa?, {= 0,00405pa/B, 
mentre i risultati esatti sono #, max = 0,03684pa?, f = 0,00406pa*/B. 
Per la lastra rettangolare avente b= 2a si ha @ = 10/51, y = 41/51; per 
cui risulta 
Rie BI a a 
Ma mar = Bi 7g > agi PE = 0,09458 pa 


ix 4l bd 4 
îiy mos = 7 * a "E" pagg PD = 0,00591pB?, 
LI 
i= 0,010552, 


mentre i coefficienti esatti sono 0,0965, 0,00435, 0,01013. 

d) Per le lastre vincolate in altri modi si vedano gli esercizi 1236-1240, nei 
quali sono anche riportate le espressioni approssimate dei momenti negativi d’in. 
castro e della freccia. 


(1) Im generale, cioò quando i vincoli dei quattro lati della lastra sono diversi tra loro, e quindi 
sono diversi anche quelli delle due striscie nelle due direzioni, si ha Pa FP Py 
Quando invece sono uguali (quattro appoggi o quattro incastri), 2, mas ed 
My mas SONO rispettivamente proporzionali a d' e ad a’, e quindi risulta 
Pa Cy = P. NI 
_ (?**) Calcolati i valori di ©, e di Py le (1166) danno 1 momenti Ma mica 
Ty max Del centro della lastra. Tuttavia, secondo Marcus, si possono assumere 
gli stessi valori per i momenti non solo nel centro, ma anche in tutti i punti 
compresi nel rettangolo 4,8;C,D, avente le dimensioni indicate > nella fig. 1387. 
Nei punti esterni a tale rettangolo si possono assumere i momenti My 0,5 Ma mao 
iiy = 0,5 iy mos Fig. 1387. 
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Esercizio 1235. — Lastra rettangolare di lati 4 = 4,860m eb = 6,00 m, appog- 
giata lungo il contorno e soggetta al carico uniforme p = 1200 kg/mq. 

Soluzione. a) Calcolo dei momenti. I carichi parziali (1162) e il coefficiente 
di riduzione y = 1— g (1168) valgono 


6, 
Pa= 1200 777 ni 1200 - 0,71 = 852 kg/mq 
4,84 5 
Pa = 1200 gigi = 1200-0,29 = 368» 
5 4,88+6,08 — 
v=1-G {Tg = 002. 
Quindi le (1166) danno 
. LI 
Me 0,692 202: 48 = 1526 kgm/m 
. ja 
e 0,699 348-00°_ 74 > 


Questi momenti si possono assumere non solo nel centro della lastra, bensì 
anche in tutti i punti interni al rettangolo centrale di lati a, = 2,40 m e b,= 
= 3,60 m (nota 183); mentre nei punti esterni si possono assumere i momenti 
0,57% mars 0,5%, mas 

La (1169) dà a Tsog vii 

852 - 4,8 200 + 4, 
f= 0,622 — DR 0,00613 "= 
mentro il coefficiente esatto (1102) è 0,00602. 

6) Calcolo dei ferri. Per v= 0,1 i momenti effettivi (1155,) nel centro risul- 
tano m,= 1623 kgm/m, #,= 1127 kgm/m. Quindi, assumendo %, = 50 kg/cmq, 
k,= 1200 kg/cmq, si ottiene 

h= 0,388 1623/1= 15,6 em, A,= 0,00238/ 1623 - 1= 9,6 cmq. 

Lo spessore può essere s= 18 cm, e l'armatura parallela a x si può realizzare 
con ferri di 14 mm distanti tra loro 16 cm. 

In direzione y bastano dei ferri di 14 mm distanti tra loro 23 cm. 

Nella zona esterna al rettangolo centrale suddetto (nota 183) i ferri si pos- 
sono disporre a distanze doppie. 


Esercizio 1236. — Lastra rettangolare incastrata lungo i quattro lati e cari- 
cata uniformemente (fig. 1375). 
Soluzione. I carichi parziali pa © 7) del metodo di Grashof sono ancora dati 
dallo (1162). Quindi si ha 
Pa bi * al Pb at È b3 
Ma ma: = og = Papi 24° Moma = 9g Papi 2i° 
a le (1167,) danno 
5 ab 


(1170) Pa = Py P3 RG Va=b=y=1-®. 


Noto y, si calcolano i momenti #, mass #%y maz mediante le (1166). 
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I momenti d’incastro nei punti di mezzo i dei lati maggiori d e nei punti di 
mezzo j dei lati minori @ si possono calcolare mediante le espressioni 


2 2 
(1171) m=-P, mM =_PL 


(m;, è pressochè indipendente dal rapporto b/a). 
Inoltre la freccia è data con buona approssimazione da 


va =_Y_. pat 
o] b=gg 3 1928 

Ad es., per la lastra quadrata si ottiene 

g= 5/36, = 31/36; 

Ms max = My mor = 0,0179pa?, m = — 0,0484pa?, f= 0,00129pat/B, 
mentre i coefficienti esatti sono 0,0178, — 0,0513, 0,00126 (n. 634 a). 

Per la lastra rettangolare avente d = 2a si ottiene 
g= 10/153, y = 143/153; My mas = 0,0366pa?, Ty mas = 0,0023pb?, 

mi, = —0,0839pa?, ms, = —0,0556pa?, j= 0,0026pa*/B, 

mentre i coefficienti esatti sono 0,0403, 0,0033, — 0,0829, — 0,0571, 0,00254. 


Esercizio 1287. — Lastra rettangolare appoggiata lungo i due lati a 6 incastrata 
lungo i due lati d (fig. 1377 a), caricata uniformemente. 
Soluzione. Dall’uguaglianza delle frecce delle due striscie mediane (nota 176), 
si ricavano i carichi parziali 
5b* at 
Po= Pasi D=P7T HD: 
Quindi si ha (n. 642 a) 
ped pt. 
Ts mos = PTT Ehi dd” My mae = PETER? 
e le (1167,) danno 
25. ad 15, _a® 


(1173) Pa= ig RIT Pisa Va=l-o. p=l-p, 


Poi si applicano le (1166). 
Il momento d’incastro si può calcolare mediante la 


2 
(1174) mi, = —Le * 


Inoltre la freccia è data con buona approssimazione da 


Pa 


(1175) 1= x 3608° 


198 CAPITOLO VENTISEIESIMO 


Ad es., per la lastra quadrata si ottiene 
@a= 25/108, @,= 15/108, y,= 83/108, yy= 93/108; 
x mas = 0,0267p0?, ii, mas = 0,0179pa?, mi, =— 0,0694pa?, j= 0,00199pa'/8. 
1 valori esatti degli ultimi due coefficienti sono — 0,070, 0,0019 (n. 635 a). 


Esercizio 1288. — Lastra rettangolare appoggiata lungo tre lati e incastrata 
lungo uno dei lati d (fig. 1377 b), caricata uniformemente. 
Soluzione. I carichi parziali e i momenti di Grashof risultano (es. 1234) 
504 2a 
Pa S Praipolo PE Prato 
9 so, 2a Di 
Mama = ag Pai pppi “> Momo: = Porto 3° 


Quindi le (1167,) danno 


75 alb? 5 abi 
(1176) Pa = 33 do Py = 3 3a por Va=1—- Pz» Yy=1-Py 


Il momento d’incastro si può calcolare mediante la 
=-__ Pa 
(1177) mi 
Inolire la freccia è data da 


Pat 
(1178) j= (1,064 + 2,81572) 1957 


Ad es., per la lastra quadrata si ottiene 


Pa = 75/224, g,= 5/21, Ya = 149/224, Yy= 16/21; 
fs mas = 0,0334pa?, #y mas = 0,0272pa?, mi, = —0,0893pa?, f= 0,00291pat/B. 


I valori esatti degli ultimi due coefficienti sono — 0,084, 0,00275 (n. 635 d). 


Esercizio 1239. — Lastra rettangolare appoggiata lungo uno dei 
lati b e incastrata lungo gli altri tre lati (fig. 1388 a), caricata 
uniformemente. 

Soluzione. Dall’uguaglianza degli abbassamenti (n. 230 e), (318) 
dei punti di mezzo delle due striscie mediane, si ricavano i carichi 
parziali 


bi 2a 
Po= Prep DEPZAFD 


Quindi si ha (307), (317) 


: na i 
Fig. 1388. Ma mes S Fa P dat ppit» Mymon = Porti dd’ 


nererzzenieneca 
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e le (1167,) danno 


15 ab? 5 ab? 
(1179) ©, 32 2a pi’ Py 9 ddp. Vi 1-2 V=1- Ps. 


I momenti d’incastro si possono calcolare mediante le 


08 ba 
(1180) mi, Pa , mu, Pi ; 
Inoltre la freccia è data da 
= Vo. PM 
(1261) der 1+y, 192B° 


Ad es., per la lastra quadrata si ottiene 


@2= 5/32, gy= 5/27,  ya= 27/32,  yy= 22/273 
Îîî, mar = 0,0198pa8, i, mar = 0,0226pa?, 
mi,=— 0,0417pa8, m,=—0,0278pa, = 0,00156pa'/B. 


Esercizio 1240. -— Lastra rettangolare appoggiata lungo due lati contigui e 
incastrata lungo gli altri due (fig. 1388 b), caricata uniformemente. 
Soluzione. I carichi parziali ps © 7, sono quelli dati dalle (1162). Quindi si 
ha (307) 
COBRA I. _LOA Lon 
‘amo S pag Pappi» Myma: = Tg Papi » 
e le (1167,) danno 


15. ab 
(1182) P:=9=9P= AIR y=1-p. 
I momenti d’incastro si possono calcolare mediante le 
aa Ul 
(1183) me, = — he , mu =_M 5 
Inoltre si ha 
= pad 
(1184) f = (1,064 + 2,8157) 350° 


Ad es., per la lastra quadrata si ottiene 


qp= 15/64, y=49/64; 
fx mas = Wty max = 0,0269pa, mi, = m,,=—0,0625pa?, {= 0,00223pa4/B. 


644. Metodo approssimato di Bach (1%). 


a) Questo metodo consente in vari casi di calcolare il momento flet- 
tente totale M in una particolare sezione di una lastra appoggiata, facendo 


(1!) C. BacH: Versuche ùber die Widerstandjihigkeit ebener Platten, «Zs. V. D. I. », 1890, 
pag. 1041. Si veda anche il Cap. settimo del volume di C. BACA-R. BAUMANN: Zlasticità e re- 
sistenza dei materiali, ed. italiana, Milano, Hoepli, 1928. 
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uso (come perle travi) soltanto della condizione di equilibrio. Di tale momen- 
to si ottiene il valore esatto. Restano invece indeterminati i valori del mo- 
mento unitario m in ogni punto della sezione (cioè relativi alla lunghezza 
uno della sezione), e in particolare il valore massimo; ossia resta indeter- 
minata la legge di distribuzione di m (indeterminazione interna, n. 607). 

Consideriamo, ad es., una lastra quadrata, appoggiata lungo il con- 
torno e caricata uniformemente. Tracciamo una sezione diagonale AB 
(fig. 1389 a) (1), e pensiamo di sopprimere la metà ADB della lastra. 
La metà ACB rimane in equilibrio, se applichiamo alla sezione AB ii 
momento complessivo M che la metà soppressa le 
trasmetteva (fig. 1389 b). Perciò il momento M 
deve fare equilibrio alla coppia esterna costituita 
dalle reazioni sui due lati AC e BC e dal carico 
sulla mezza lastra ACB. 

La reazione su ciascun lato vale pa?/4, e la 
sua risultante agisce nel punto di mezzo del lato 
(pur essendo sconosciuta la distribuzione della rea- 
zione unitaria » lungo il lato). La risultante delle 
due reazioni sui due iati vale pa?/2, e passa per il 
punto v che dista d/4 da C, se d è la diagonale. 
Il carico sulla mezza lastra vale anch'esso pa?/2, e 

Fi6: 11300. la sua risultante passa per il punto v che dista d/3 
da ©. Il braccio della coppia esterna vale perciò uv = 4/3 — d/4 = d/12. 
Quindi si ottiene 


ped _ pad 
(1185) M=5 = 


b) Il valore medio di m nella sezione AB risulta (18) 


M a 
(1186) ima =" 7=57* 

Come si è detto, per questa via non si può conoscere la legge di di- 
stribuzione del momento unitario m lurgo la diagonale, e in particolare 
è incognito il valore di #ma,- Tuttavia per la verifica della resistenza della 
lastra si può confondere max CON Wmesto, CIOÒ SI PUÒ ASSUMErO Mag = 


(*5) Se si considera invece una sezione mediana EY (fig. 1389 a), essendo incognita la legge 
di distribuzione della reazione r lungo i lati, non si conosce il punto per cui passa la risultante 
della r agente sui semi lati AE e CF. 

Tuttavia il valore di m nel punto di mezzo della sezione EF è uguale a quello nel punto di 
‘mezzo della sezione 48, poichè nel centro m è uguale in tutte le direzioni. Quindi si può an- 
cora valutare mediante la (1186). 

(**°) Questo valore è pressochè nel mezzo fra i valori del momento m, nel centro che si otten- 
gono dalla (1109) per v = 0 (m, = pa?/27,14) e per v = 0,3 (m, = pa?/20,88). 
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= pa?/24 (1°) (tanto più che il momento nella sezione diagonale varia 
poco; v. fig. 1368, dove è indicato con a,). 

Infatti, se si fa crescere il carico fino alla rottura della lastra, a un certo punto 
la deformazione del materiale cessa di seguire la legge di Hooke, e comincia il 
periodo plastico, nel quale la tensione cresce più lentamente della deformazione. 
Naturalmente il comportamento plastico comincia nelle parti più affaticate della 
sezione AB, prima che nelle parti meno affaticate. Per cui in queste ultime la 
tensione continua ancora a crescere regolarmente (al crescere del carico), quando 
già nelle prime cresce più lentamente. Ne segue che le parti che sarebbero meno 
affaticate contribuiscono alla resistenza più di quanto esso facciano nel primo 
tempo, mentre le parti che sarebbero più affaticate risultano alleviate; finchè 
da un certo punto in poi la fatica è pressochè ugualmente distribuita nella sezione 
AB (8). Allora si ha appunto #mar = Mmedio = P0/24. 

Ne segue che se vogliamo giudicare la resistenza della lastra dal valore delle 
tensioni interne, ossia se vogliamo trasferire il concetto del coefficiente di sicu- 
rezza s dalle forze esterne alle tensioni interne (n. 14 e) (ciò che richiede che le 
tensioni crescano proporzionalmente alle forze esterne, n. 14 a), è necessario va- 
lutare le tensioni anche nel periodo elastico considerando uno schema analogo a 
quello che si ha poco prima della rottura, e quindi assumere m=mMmedio=P@°/24; 
perchè soltanto in questo modo se si aumenta il carico nel rapporto da 1 a 8, 
anche le tensioni crescono nello stesso rapporto rispetto a quelle convenzionali 
calcolate mediante mez; (Questo criterio sarà discusso in modo più generale 
nei Capp. XXX e XL.) 

c) Il metodo di Bach si può usare anche per altri tipi di lastre appoggiate 
lungo il contorno, o soltanto in alcuni punti di questo (es. 1241-1248). Ma non serve 
per le lastre incastrate, perchè nel valutare il momento esterno si dovrebbe tener 
conto anche del momento d’incastro lungo il contorno della mezza lastra, il quale 
è incognito. 

Il metodo sarebbe applicabile anche per le lastre soggette a un carico P con- 
centrato nel centro, e darebbe facilmente il valore di M complessivo nella sezione 
considerata. Tuttavia in questi casi m è troppo variabile nella 
sezione perchè mmeaio abbia un significato utile. 


Esercizio 1241. — Studiare col metodo di Bach la lastra 
circolare, appoggiata lungo il contorno e caricata uniforme» 
mente (fig. 1390). 

Soluzione. Considerata una sezione diametrale AB, la ri. 
sultante della reazione lungo la metà del contorno 408, che Fig. 1390. 


(?7) Bach suggeriva di moltiplicare il valore (1186) per un coefficiente sperimentale n varia- 
bile fra 0,75 e 1,12, per tener conto delle diverse condizioni di vincolo nelle quali può trovarsi 
in realtà il contorno. 

(3!) Nel Cap. XXX vedremo meglio che la plasticità tende ad alleviare le parti di una 
costruzione che sono più aflaticate, chiamando a contribuire maggiormente le parti che lo sono 
meno (ossia tende a distribuire le tensioni in modo più equo), ogni volta che le reazioni o le ten- 
sioni sono staticamente indeterminate, sia per motivi esterni che per motivi interni. Nelle lastre 
la distribuzione di m. nella sezione è appunto indeterminata per motivi interni (n. 607). 


® 


o 
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vale prE*/2, passa per il punto w che dista ©RI/n O (17). Invece la risul- 
tante del carico sulla 1 mezza lastra A0B, che vale ancora prwR*/2, passa per il 
punto v che dista(4£/37)da O (21). Il braccio della coppia esterna vale perciò 


3 
(1187) Mp2 2 _pE 
Il momento medio nella sezione risulta 


M_pR _bacieR 
(1188) metto = 5R= 97» =0,467)PR 


e si può usare in luogo di mas per la verifica della resistenza della lastra (n. 644 b). 


Esercizio 1242. — Studiare col metodo di Bach la lastra rettangolare (fig. 1391), 
appoggiata lungo il contorno e caricata uniformemente. 

Soluzione. Calcoliamo da prima il momento flettente totale M nella sezione dia- 
gonale 48. La risultante delle reazioni sui due lati AC e CB passa per un punto % 
della congiungente i punti di mezzo D ed E dei lati, e dista c/2 dalla diagonale AB, 
se c è la distanza di 0 da AB. La risultante del carico sulla mezza lastra AOB 
passa per il baricentro v del triangolo ACB, e dista c/3 da AB. Perciò si ha 


M_P®.0_pab, 0 _ pabe 


di 22° 2 8° 12° 
=] Il momento flettente unitario medio nella sezione AB risulta 
i quindi (cd = ab, &=a2+ 62) (189) 
xl _ NM _ pabe _ pabed Ped 
"o aT 7 DE 7 Na+) 
Fig. 1391. Se b = a, si ritrova (1186) m = pa?/24. 


Esercizio 1248. — Studiare col metodo di Bach la lastra a forma di esagono 
regolare (fig. 1392), appoggiata lungo il contorno e caricata 
uniformemente. 

Soluzione. Calcoliamo il momento flettente totale M nella 
sezione diagonale AB. 

L’apotema OH vale a = 1/3/2. 

L’area della metà ACDB dell’esagono è 


4_17,6 W3/2 _8V3 n 
65 = 330 ER. 


2 2 


Fig. 1392 


(1*) Questo non è un momento principale (n. 623 d), perchè nella sezione diagonale si ha 
anche un momento torcente, che è nullo soltanto se la lastra è quadrata (la congiungente uv 
non è normale alla diagonale 48). Quindi esistono momenti maggiori. 
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La distanza del baricentro « del contorno della metà dell’esagono dal cen- 
tro O vale (15) 


La distanza del baricentro v dell’area della metà dell’esagono dal centro O 
vale (componendo la (18)) 


Quindi la distanza #3, ossia il braccio della coppia costituita dalla reazione di 
metà del contorno e dal carico su metà dell’area, è data da 


Pertanto, il momento flettente totale nella sezione AB risulta 


-P4.- 3V3 pp. VB pè 
(1189) m= ti = pe 


Quindi il momento unitario medio nella sezione vale 


M_pl 
(1190) m=GT=%° 


Esso coincide col momento medio (1188) dato dallo stesso metodo di Bach 
per la lastra circolare inscritta nell’esagono (R = a = 73/2). 


Esercizio 1244. — Lastra quadrata appoggiata lungo il contorno e soggetta a 
un carico Q disposto a forma di piramide regolare, avente per base l’intera 
lastra (fig. 1393). 

Soluzione. Tracciamo la sezione diagonale AB. 

La risultante delle reazioni sui due lati AO e C'B passa per il punto « che di- 
sta d/4 da O. La risultante del carico Q/2 agente sulla mezza lastra A0B passa 
per il punto v che dista (d/2):4 da O. Quindi il momento totale nella sezione 
AB risulta 


Il momento unitario medio nella stessa 
sezione vale 


M_Q 
ME gi 16° 
ed è 3/2 di quello (1186) provocato da un Fig. 1393. Fig. 1394, 


carico uniforme. 


Esercizio 1245. - Lastra quadrata appoggiata soltanto nei quattro angoli 
(figg. 1382 a, 1394) e caricata uniformemente. 
Soluzione. a) Consideriamo da prima la sezione diagonale AB. In essa il mo- 
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mento totale risulta 


a a f 
pai pa 1. a vV2 nea 


a 
Ma 4 va 3 3 VE 24 ? 


Quindi il momento unitario medio vale 


b) Se invece consideriamo la sezione mediana CD, il momento totale ri. 
sulta (nota 156) 


Quindi il momento unitario medio vale 


NM a 
man 
ed è triplo di my. Il momento mi si può accettare come momento massimo della 
lastra (n. 644 d), pur essendo maggiore del valore vero del momento (1039) nel 
centro e minore di quello del momento (1040) nei punti OC e D. 


Esercizio 1246. — Lastra circolare appoggiata in quattro punti equidistanti 
del contorno (fig. 1395) e caricata uniformemente. 
Soluzione. a) Nella sezione AB il momento totale risulta (21) 


Li pa? pali 4R 2 sa—-8 


Mo 4 2 3% 12 


pR, 
e il momento unitario medio vale 


ine, = Sia — SE ppa = 0,0594pRA. 


b) Nella sezione CD il momento totale risulta 


par. E paR? 4R _ 3n—4V2 R 
2 v2 2 3% 6V2 


e il momento unitario medio vale 


Ma = 


Mea _ 3r—4V/2 
2 1272 
Quest’ultimo è 3,74 volte maggiore di 1», e si può accettare come momento 
massimo nella lastra. 


Mea pE° = 0,222pR?. 


Esercizio 1247. — Idem, appoggiata in sei punti equidistanti del contorno 
(fig. 1396). 
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Soluzione. a) Nella sezione AB il momento totale risulta 


2 RV3  paR 4R_nV3-4 
2 = È 3 
dada 2 3 gode» 
e il momento unitario medio vale 
1 CEE: 
"ne da = mai pE? = 0,120pR?. 
b) Nella sezione CD il momento totale risulta 
2 R 1 pal: 4R_n_-2 
y Pica 2 tI 2, asa . = 249 8 
Ma = pal gt par E > ga 3 pR3, 
e il momento unitario medio vale 
_ Ma _n—-2 Aa 
Mea = op 3 G_ pR® = CIALE: è 
Quest'ultimo è 1,58 volte maggiore di mg. 
A B 
Fig. 1395. Fig. 1396. Fig. 1397. 


Esercizio 1248. — Lastra esagonale appoggiata nei sei vertici (fig. 1397) e ca- 
ricata uniformemente. 
Soluzione. a) Nella sezione AB il momento totale MX, (e quindi anche #2) 
è uguale a quello che si ha nel caso dell’appoggio continuo (es. 1243), perchè, per 
il teorema di Varignon, il momento delle reazioni è lo stesso. 
b) Nella sezione CD il momento totale risulta 


= Mes _ 5 pie— 0,208pà. 


Questo momento è 5/3 di ma. 


645. Il solaio a cassettoni. La lastra con nervature. 


a) Il solaio a cassettoni è costituito da una soletta di cemento 
armato a pianta rettangolare, rinforzata da due ordini di piccole nerva- 
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ture incrociate (fig. 1398), aventi di solito le stesse dimensioni e lo stesso 
interasse in entrambi gli ordini; così che gli scomparti o cassettoni sono 
usualmente quadrati. Nella stessa categoria si possono comprendere an- 
che i solai misti di cemento armato con laterizi fo- 
E SITI rati, quando le nervature siano incrociate. 
| Fai [_] Un calcolo sufficientemente approssimato di que- 
sto solaio si può eseguire considerandolo come una 
lastra rettangolare, e calcolando nel punto d’inerocio 
3] [_] L] L di due nervature i momenti m, ed m,, relativi alla 
lunghezza unitaria della sezione della lastra. I pro- 
-J r dotti m,4 ed m,A (4 distanza fra le mezzarie di due 
SFEEAUE scomparti adiacenti, fig. 1398) sono i momenti che 
interessano le due travi a T passanti per quel punto, 
e costituite da una nervatura e dalla porzione di so- 
letta corrispondente. Quindi queste travi si calcolano per tali momenti. 
Evidentemente questo procedimento è tanto più attendibile quanto più 
il cassettonato è fitto, e assimilabile perciò a una lastra ordinaria. 
b) Consideriamo ora i solai con grandi nervature. 
I solai costituiti dalla soletta e da travi secondarie e principali si studiano 
di solito trascurando la solidarietà dei due ordini di travi, ossia calcolando se- 
paratamente le travi secondarie, che sono sostenute dalle travi principali e dai 
muri, poi le travi principali, che sono sostenute dai muri o da pilastri (Cap. XXIII). 
Invece quando si hanno due ordini di travi della stessa importanza, è conve- 
niente tener conto della loro solidarietà, ossia dei vincoli mutui delle une con le 
altre. Lo studio si può eseguire in due modi diversamente approssimati: 
Le travi dei due ordini si possono considerare soltanto appoggiate tra loro. 
Le incognite sovrabbondanti sono le reazioni verticali mutue nei punti d’inero- 
cio, mentre le equazioni che le determinano sono date dall’uguaglianza degli 
abbassamenti in questi punti (19°). Nel caso generale le incognite sono tante quanti 
sono i punti d’inerocio; ma se si hanno simmetrie di struttura e di carico, varie 
reazioni sono uguali tra loro, e perciò il numero delle incognite si riduco note= 
volmente (es. 1250-1253) (1%). 
Lo studio è più esatto se si tiene conto in modo più completo della 
solidarietà, ossia anche del fatto che la rigidezza a torsione delle travi di un ore 


Fig. 1398. 


(**) Questo procedimento ha una certa affinità col metodo di Grashof per il calcolo delle 
lastre (n. 642 a), del quale rappresenta un sensibile perfezionamento. Infatti, invece di tener 
conto soltanto dell’uguaglianza delle frecce delle striscie mediane, si tiene conto dell'uguaglianza 
degli abbassamenti in tutti i punti d’incrocio delle travi dei due ordini. Ma ne differisce perchè, 
mentre poi Grashof determina la ripartizione del carico » fra le striscie dei due ordini, ossia ottiene 
{ carichi py © 23 minori di p, nel nostro caso ciascuna trave si considera soggetta al carico p/2 e 
alle reazioni mutue rivolte verso l’alto o verso il basso, che fanno diminuire o aumentare gli 
effetti di p/2. 

(11) V., ad es., S. TIMOSHENKO: Ueber die Biegung von Trigerrosten, « Zs. f. angew. Math, 
u. Mech, », 1933, pag. 153; E. MELAN-R. SCHINDLER: Die genaue Berechnung von Trigerrostens 
Vienna, Springer, 1942. Si veda anche il $ 65, pagg. 624-630, del 2° vol. dell’opera di K. BEYER: 
Die Statil: im Eisenbetondau, Berlino, Springer, 1934, che contiene anche indicazioni bibliografiche. 
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dine ostaeola la flessione delle travi dell’altro ordine (e reciprocamente). Quindi 
le prime reagiscono anche con momenti torcenti, che diventano momenti flet- 
tenti di sostentamento per le seconde; non diversamente da quanto accade nelle 
lastre (n. 622, fig. 1348). Alle reazioni verticali mutue già dette si aggiungono 
dunque altre incognite, costituite dai momenti mutui sempre nei punti d’inero- 
cio; mentre le ulteriori equazioni sono date dall’uguaglianza dell’angolo di tor- 
sione di una trave e dell’angolo di flessione dell’altra. Aumenta pertanto il nu- 
mero delle incognite e delle equazioni; mentre d’altra parte le equazioni stesse 
risultano assai più complesse, dovendosi tener conto dell’infiuenza di entrambi i 
tipi di reazioni mutue (192). 


Esercizio 1249. — Un solaio rettangolare di cemento armato, appoggiato lungo 
il contorno, è costituito da una soletta e da piccole nervature incrociate, formanti 
un cassettonato a scomparti quadrati. Le dimensioni sono a = 4,80 m, b = 6,00 m, 
A = 0,60 m. Il carico è p = 800 kg/mq. 

Soluzione. Se consideriamo il solaio come una lastra ordinaria, dalla tabella 
del n. 630 5) si ottiene (interpolando per b/a = 1,25) c, = 0,0562, c, = 0,0335. 
Il coefficiente di Poisson per il calcestruzzo è circa v = 0,1; ma poichè non si 
tratta di una vera lastra, è preferibile assumere v = 0. Perciò i momenti nel cen- 
tro della lastra risultano 


m, = 0,0562pa? = 0,0562 « 0,08 + 480° = 10368 kgem/em 
my = 0,0335pa? = 0,0335 + 0,08 - 480° = 617 » 


I momenti che interessano le due travi mediane parallele a x e a y, costituite 
dalla nervatura e dalla porzione di soletta corrispondente, valgono 


M,= 1036 - 60 = 62160 kgem, M,= 617-60= 37020 kgem, 


È facile ((1081) o (1088)) calcolare m,, my anche in altri punti 
d’incrocio, e quindi M,, M, nelle altre travi e in diversi punti. 


Esercizio 1250. - Il solaio quadrato della fig. 1399 a), 
avente tre travi (!*) in ciascuna direzione (16 scomparti), 
tutte uguali tra loro, è caricato uniformemente. Calcolare le 
reazioni mutue, trascurando la solidarietà dovuta alla rigi- 
dezza a torsione. 

Soluzione. Per simmetria, negli ineroci situati sulle diago- 
nali non c’è reazione mutua, che perciò esiste soltanto nei 
punti x, ed è uguale in tutti questi punti. Quindi si ha una 
sola incognita. 

Il carico che agisce sulla zona interessante un inerocio è P = pl?/16, che si 


Fig. 1399. 


(***) Qualche esempio è svolto nel $ 65, pagg. 630-642, dell’opera già citata (nota 191) di 
K. BeyER. V. anche l’esercizio 1254. 

(!*) Il solaio quadrato con due sole travi in ciascuna direzione (nove scomparti) è statica» 
mente determinato, perchè le travi, deformandosi tutte nello stesso modo, non reagiscono tra loro. 
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divide per metà su ciascuna delle due travi passanti per l’inerocio. Se conside- 
riamo le due travi AB e CD, il punto x della prima tenderebbe ad abbassarsi 
di più del punto x della seconda; per cui questa trasmette a quella una reazione 
mutua X rivolta verso l’alto. Quindi le forze agenti sulle duo travi sono quelle 
indicate nelle figg. 1399 Db, c). 

La X è determinata dalla condizione che i due punti x si abbassino ugualmente. 
Gli abbassamenti si esprimono nel modo più semplice facendo uso dei coefficienti 
d'influenza (294), che nel nostro caso acquistano le espressioni semplificate (2941), 
(294,) della nota 194. 

I coefficienti necessari per esprimere l'abbassamento dei punti sono (294,) 


per la trave AB Nr MUb—-2)(2-4.-2—22— 1°) = 22 
Ma 2(4—2)(2-4-2—22— 2) = 32 


N23 = Na 22 
per la trave CD Mn Ki-1)(2-:4-1-P— 1) = 18 
Ma = Nei 22 


Ms U4—3)2-4-3—1°—32)= 14. 


Quindi, a meno del fattore 2°/6EJn' della (294,), gli abbassamenti dei punti 
x della travo AB e della trave AC (fig. 1399 Db, c) sono espressi dai due membri 
della seguente equazione, che traduce la condizione di uguaglianza di tali ab- 
bassamenti: 


P P_x\xo9P SE a P: (P, 
25 +35 x)+22 5 = 185 +1)+227+14(5+1). 
Risolvendo, si ottiene 
11 
X=G?: 


(1%) Nel caso presente, in cui i punti r ed s della fig. 325 a) fanno parte dei punti che divi» 
dono la trave 48 in n parti uguali, le espressioni dei cocfiicienti d'influenza si possono sempli- 
ficare notevolmente (cfr. la memoria di A. DanuSSO citata nella nota 178, pag. 18): 

Dividiamo la lunghezza 7 in » parti uguali e indichiamo con € l’estremo 4 e con n l'estremo 
B. Supposto che il punto r del quale si vuole l'abbassamento preceda il punto s nel quale agisce 
il carico 1 (fig. 325 a), vale la prima delle (294). Se r ed s sono l’r=° e l’s»° dei punti 1, 2, 3... n, 
conviene porre A 
"* 


U 
Riba b=(n—-s) 


Quindi, sostituendo nella prima delle (294) e riducendo, si ottiene 
3 
 6EJni 
Nel nostro caso non interessano i valori veri degli abbassamenti n, ma soltanto dei numeri 
ad essi proporzionali. Quindi nella (294,) si può tralasciare il fattore costituito dalla frazione, e 
tener conto soltanto di r(n—s)(2ns—r®—s°), che dipende dai numeri n, r, s. 
Se invece r segue s, non è necessario far uso della seconda delle (294), perchè per il teorema 
di Maxwell si può calcolare ny, in luogo di n,y. Se invece si usa la seconda delle (294), nella (294,) 
figura s(n—r)(2nr—r? — s°). 
Le espressioni pratiche sono dunque 
(r@m_a)(2ns—r? —s°)  ser<s 
(sn—nQar—r=2—s)  serda. 


(2941) Un rin—s)(2ns—-r°—s°), 


(294,) 


BS 
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Pertanto, i carichi che agiscono sulla trave 42 risultano P/2, 21P/64, P/2, 
e quelli che agiscono sulla trave CD risultano 432/64, P/2, 43P/64. 

È facile ora calcolare i momenti fiettenti nelle due travi. Ad cs. nel punto 
di mezzo della trave CD, ossia nel centro del solaio, si ha (ritenendo che i sud- 
detti carichi concentrati producano circa gli stessi momenti del carico ripartito p) 


g (ASP/GA) _ 75 75. pl 75 


_ (2/2) a 
Mia a 8 356 25616! = 2096 2! 


0,0183pP. 
Nel punto di mezzo della travo 48 si ha M = 53P1/256 = 0,0129p?. 


Esercizio 1251. - Idem, con quattro travi in ciascuna direzione (25 scom. 
parti) (fig. 1400 a). 

Soluzione. Anche in questo caso si ha una sola incognita, che è la reazione 
mutua X nei punti x. Perciò le due travi AB e OD risultano caricate come nelle 
figg. 1400 b, c). Il carico su ogni incrocio è P = pl°/25. 

I coefficienti (294,) sono 


per la trave AB Na ME 2-:5-2—2°— 13) — 45 
Ma 2 2-:5.2_2_2)= 72 
Nas 2 2:5.3—2°— 32)= 68 
Mu 2 25.422 42) — 40 


per la trave CD Mi I15—-1)(2-5-1—1°*— 12) = 82 


Ma = Ya 45 
Ma U5— 3)(2-5-3—1°— 32) — 40 
Ma U5—4)(2-5-4—12— 4°) = 23, Fig. 1400, 


Quindi l'equazione determinatrice di X risulta (figg. 1400 b, e) 


a) 


ssP LC x)+ I(-5—4)+ 40 


Bi ca 
= 


SPP P P 
97 + A) + 0742 a) 


da cui si ricava 


11 momento flettente nel tratto centrale delle travi CD e AB risulta 134P1/390= 
= 0,344P1= 0,0137pî° e 83P1/390 = 0,213P7= 0,0085p??. 


Esercizio 1252. — Idem, con cinque travi in ciascuna direzione (36 scomparti) 
(fig. 1401 a). 

Soluzione. Si hanno tre incognite, che sono le reazioni mutue X, Y, Z nei 
punti x, y, 2. Perciò le travi 4B, CD, EF, GH risultano caricate come nelle fi- 


gure 1401 b, c, d, e) (la trave GZ è caricata come la CD). 
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I coefficienti (294,) necessari per esprimere gli abbassamenti dei punti x, y, £ 
delle varie travi hanno i seguenti valori: 


Mi Ma MN N N Na Nas Na Ns Ms 
50 76 78 62 34 128 138 112 62 162. 


. Le equazioni determinatrici delle incognite X, Y, Z si ottengono uguagliando 
gli abbassamenti dei punti x delle travi AB e GH, dei punti y delle travi AB ed 
EF, dei punti z delle travi CD ed EF. Esse risultano 


(76+ 6)T+ (128+ na "lt 188(2— ) 


= (504 30(2-+ X)+ (76+ 62) D+ 7(E_2) 


2. 1874 2- 19 -2)+ 167— r)- 


= (50+ 3o(7+ r)+ + (76+ 07 + z) + 187 


2-78(2+2)+ 2. 1385 + 162 — )- 


= (76+ 67 + r)+ (128 + noft + z)+ 138 5 ; 


Fig. 1401. 


ossia, riducendo, 
648X + 2767 — 156Z = 216P 
276X + 246Y + 138Z = 147P 
— 156X + 138Y + 402Z = 39P. 
La soluzione è 
X=0,231P, Y=0,290P, Z=0,087P. 


I carichi agenti sulle varie travi sono pertanto 


P 0,731P 7 SORA _ {0,790P P __ {0,587 
+ = 102692” Far-ioaop* 2 +Z=}0413P" 

Il momento flettente nel punto di mezzo della trave EF 
risulta 2/2 = 0,452P21 = 0,0126pP. 


Esercizio 1253. — Idem, con sei travi in ciascuna dire- 
zione (49 scomparti) (fig. 1402). 

Soluzione. Anche in questo caso si hanno tre sole incognite, 
che sono le reazioni mutue X, Y, Z nei punti , y, 2. I loro 
valori si determinano procedendo come nell’esercizio 1232. Fig. 1402. 


Esercizio 1254. — Un solaio a pianta quadrata, caricato uniformemente, è co- 
stituito dalla soletta e da quatiro travi uguali incrociate, che dividono ia por- 
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tata in tratti uguali (fig. 1403 a). Determinare il diagramma M nelle travi, te- 
nando conto della loro rigidezza a torsione. 

Soluzione. Trascuriamo l’irrigidimento dovuto alla soletta, ossia schematiz- 
ziamo la struttura nell’insieme delle quattro travi, che supponiamo di sezione 
quadrata e appoggiate alle estremità. 

Le reazioni mutue verticali sono nulle (nota 193). Quindi l’unica incognita 
sovrabbondante è la coppia mutua M, che le travi si trasmettono. 

La trave AB (fig. 1403 b) è inflessa dal carico uniforme q= (p/2)-1/83 = 
= pl/6 (!*) e dalle due coppie M, che le trasmettono le travi EY e GH. La trave 
EF (fig. 1403 e) è soggetta a torsione dalle due coppie M, che le trasmettono 
le travi AB e OD. 

La rotazione della tangente in r alla linea elastica della trave AB è (es. 187) 

d 13 q&  Mj3 


* 648 EJ 2EJ ° 
L'angolo di torsione in r della trave E7 è (n. 153 ©) 


= 1,186 2148 
O, = 1,186 GI; * 


Si ha così l’equazione determinatrice di M, 


13 gd _ Mil Mi 

618 EI 62I 7 1180 364,” 
da cui (Jy = 27) 

= c@ 
1° 108 1+ 1,1862/0 Fig. 1403, 
Ritenendo (es. 1249) y = 0, si ha (189) E/G = 2; per cui 
a 
Mio. _ (on. 


Per effetto delle coppie M,, la parte centrale del diagramma M di ciascuna 
delle quattro travi si riduce a quello a tratto continuo (fig. 1403 d). Il momento 
massimo gl?/8 = 0,125g?* si riduce a 0,0893472, con una diminuzione di 28,6%. 


646. La lastra continua su appoggi lineari. 


Una lastra si dice continua quando è appoggiata su muri perimetrali e su 
muri intermedi, sopra i quali si estende senza interruzioni. Invece che su muri, 
la lastra può essere appoggiata su travi, che però di solito si considerano inde- 
formabili come i muri (se si volesse tener conto della deformabilità delle travi 


(?*) In prossimità del punti d’inerocio, il carico uniforme » agente sul solaio è sopportato 
in parti uguali p/2 da ciascuna delle due travi incrociate. In prossimità dell'appoggio di una 
trave sul muro è sopportato parte dalla trave e parte dal muro, per cui si può ancora conside- 
rare un carico circa uguaie a p/2. 
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d’appoggio, il problema, già complesso, diventerebbe laboriosissimo). I muri o le 
travi d’appoggio dividono la lastra in lastre parziali rettangolari, spesso uguali 
tra loro. La lastra si considera soltanto appoggiata sui muri o sulle travi, ossia 
non solidate angolarmente con essi. 

a) Il calcolo esatto di una lastra continua consiste nella determinazione 
dell’equazione Z(2, y) della superficie elastica di ciascuna lastra parziale. Queste 
equazioni devono soddisfare l’equazione di Lagrange (1054), e devono inoltre sod- 
disfare a tutte le condizioni ai contorni, che sono le seguenti: 1°) $ = 0 in cor- 
rispondenza di tutti gli appoggi perimetrali e intermedi. 2°) Nei punti di un ap- 
poggio intermedio le superficie elastiche Z, e 7» delle due lastre contigue devono 
avere la tangente in comune; quindi se la retta d’appoggio è parallela a y, nei 
suoi punti dev'essere di1/de = dl:/dr; e analogamente se è parallela a x. 3°) Nei 
punti di un appoggio intermedio il momento flettente normale alla retta d’ap- 
poggio dev'essere lo stesso per entrambe le lastre contigue; quindi se la retta 
d’appoggio è parallela a y, essendo d°7/dy°= 0, per le (1050) dev'essere d*0,/dr2= 
= d°l2/d2%; e analogamente se è parallela a x. 4°) Nei punti di un appoggio 
esterno, ad es. parallelo a y, dev'essere (1068,) d°7/d2° = 0 se la lastra è appog- 
giata, oppure (1067) dfNr = 0 se è incastrata. 

Lo studio del problema presenta notevoli difficoltà analitiche, che si pos- 
sono evitare solo usando il metodo delle differenze finite (n. 629) (1%). Tuttavia, 
è preferibile calcolare le lastre continue col seguente metodo semplificato (1), 
che dà buone approssimazioni. 

b) Consideriamo da prima il caso in cui il carico uniforme agisce su tutti 
i campi della lastra, con la stessa intensità p. Questa condizione è la più gra- 
vosa per i momenti negativi sugli appoggi. 

Nelle lastre la continuità è meno sentita che nelle travi, ossia il comporta» 
mento di un campo dipende poco da quello dei campi vicini. Perciò, quando due 
campi contigui siano entrambi carichi, il momento flettente nei punti dell’appog- 
gio comune è poco diverso da quello d’incastro perfetto. Per conseguenza è le- 
cito studiare ogni campo indipendentemente dai campi contigui, e si è ricondotti 
ai casi considerati negli esercizi 1236-1240. 

Se la lastra continua è costituita da un solo ordine di campi, ed è appoggiata 
lungo il contorno (fig. 1404 a), i campi estremi 4, D hanno tre lati appoggiati 
e uno incastrato (caso dell’es. 1238); mentre i campi intermedi B, 0 hanno due 
lati opposti appoggiati e due incastrati (caso dell’es. 1237). L'unica difficoltà s’in- 
contra nel valutare il momento negativo m; in corrispondenza dell’appoggio #7 
comune fra un campo estremo e uno intermedio, perchè si hanno per m; espres- 
sioni diverse secondo che si considera un campo o l’altro. Si assume perciò un 
momento uguale alla media dei due valori (es. 1255). 

Se invece la lastra è costituita da più ordini di campi (fig. 1404 b), i campi 
d’angolo come A hanno due lati contigui appoggiati e due incastrati (caso del- 
l’es. 1240); gli altri campi esterni hanno tre lati incastrati e uno appoggiato (caso 
dell’es. 1239); i campi interni hanno i quattro lati incastrati (caso dell’es. 1236). 


(1°*) Si veda, ad es., la sezione X del volume di H. MARCUS (nota 105). 
(’) H. MARCUS, $ 9 del volume citato nella nota 181. 
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c) Consideriamo ora il caso in cui il sovraccarico non agisce su tutti i campi, 
e supponiamo che i vari campi siano caricati a scacchiera (fig. 1405), ciò che 
rende massimo il momento positivo nei campi carichi. 

Questa condizione di carico si studia facilmente sostituendo a essa due con- 
dizioni: 1°) il carico p/2 su tutti i campi; 2°) il carico p/2 nei campi carichi e il 
carico — p/2 in quelli scarichi. Quindi si sommano gli effetti. 

La prima condizione è la stessa studiata in 3), con p/2 in luogo di p. La se- 
conda condizione è più semplice, poichè ogni campo si comporia come fosse in- 
dipendente da quelli circostanti e liberamente appoggiato lungo il contorno. 
Infatti, il momento normale agli appoggi intermedi è nullo, per ragioni di anti- 
simmetria (n. 447 e). Quindi vale il caso dei nn. 630, 643 c). 


Fig. 1404 Fig. 1405. 


d) Pertanto, quando si siano determinati gli effetti provocati dal peso 
proprio 9, agente naturalmente in tutti i campi, e quelli provocati dal carico 
accidentale p agente sia in tutti i campi, sia a scacchiera, è facile sovrapporre 
gli effetti in quei diversi modi che riescono più gravosi per le diverse sollecitazioni. 


Esercizio 1255. — Lastra continua costituita da tre campi rettangolari di m 4Xx 5 
(fig. 1406). Peso proprio g = 500 kg/mq, carico accidentale p = 1200 kg/mq 
Soluzione. a) Peso proprio g. Nei campi estremi risulta (es. 1238) 


9: = 0,869 = 430 kg/mq, 9,= 0,149 = 70kg/mq, 
Ya= 0,742, Y= 0,817; 


im, = 0,742 A 430 - 4° = 359 kgm/m, 


m, = 0,817 È 70-5%= 179 è . 


Nel campo intermedio risulta (es. 1237) 


Ia = 09249 = 462 kg/mq, Iy = 0,0769 = 38 kg/mq, 
Y2= 0,836, Py = 0,901; 


in, = 0,836 # 462 + 4° = 257 kgm/m, =, = 0,901 4 385% = 107 kem/m, 
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b) Sovraccarico p/2 in tutti i campi. I momenti sono 600/500 di quelli pro- 
vocati da g: 

Campi estremi m,= 431 kgm/m, m,= 215kgm/m 
Campo intermedio m,= 308 » , m,=128 » . 

e) Sovraccarico + p/2 e — p/2 alternato. Ogni campo si comporta all’incirca 
come fosse appoggiato al contorno (esattamente nel caso della scacchiera illimi. 
tata). Quindi, procedendo come nell’esercizio 1235, risulta (600 kg/mq) 

m,= + 763kgm/m, = 487kgm/m. 


d) Momenti massimi totali. Nei campi estremi il momento è massimo quando 
essi sono sovraccaricati, mentre il campo centrale è scarico. Perciò si ottiene 


m, = 359 + 4314 763 = 1553 kgm/m 
m, = 1794 215+ 487= 881 >» +. 


Nel campo centrale il momento è massimo quando esso è sovraccaricato, 
mentre i campi estremi sono scarichi. Perciò si ottiene 


m, = 257 + 308+ 763 = 1328 kgm/m 
m,= 107+ 128+ 487= 722 >» . 


e) Momenti minimi totali. Nei campi estremi il momento è minimo quando 
essi sono scarichi, mentre il campo centrale è sovraccaricato. Perciò si ottiene 


ii, = 3594 431— 763 = + 27 kgm/m 
m,=179+215—487=—93 >» . 


Nel campo intermedio il momento è minimo quando esso è scarico, mentre i 
campi estremi sono sovraccaricati. Quindi si ottiene 


i, = 257 + 308— 763 = — 198 kgm/m 
,=107+128—487=—252 » + 


f) Momento negativo su di un appoggio intermedio. Esso è massimo (in va- 
lore assoluto) quando tutti i campi sono sovraccaricati, ossia quando il carico 
totale è 500+ 1200 = 1700 kg/mq. Considerando un campo esterno, si avrebbe 

1177) 
È mi; =— (1/8)0,86 - 1700 - 41 = — 2924 kgm/m, 
Considerando il campo intermedio, si avrebbe (1174) 
my = — (1/12)0,924 - 1700 + 4° = — 2094 kgm/m. 


Assumendo la media dei due valori, risulta m; = — 2509 kgm/m, 


647. La lastra continua su appoggi puntiformi. I solai a fungo. 


Un tipo di lastra continua più importante di quello considerato 
nel n. 646 è il solaio & fungo, nel quale gli appoggi intermedi, e talvolta 
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anche quelli perimetrali, sono pressochè puntiformi, anzichè lineari. Que- 
sti appoggi sono costituiti da pilastri, disposti di solito in modo regolare, 
ossia in file parallele ed equidistanti, e secondo i vertici di rettangoli 
(o di quadrati) uguali tra loro (fig. 1407 a), oppure secondo i vertici di 
triangoli uguali tra loro (fig. 1407 b). Generalmente la costruzione è a più 


piani e i pilastri continuano al di sopra dei solai intermedi (fig. 1408 a) (195). 


Fig. 1407. Fig. 1408. 


Le dimensioni della sezione dei pilastri sono relativamente piccole, per 
cui în corrispondenza di essi la lastra sarebbe soggetta a momenti flet- 
tenti m e a sforzi di taglio assai elevati (n. 614). Per ridurre i valori di 
queste sollecitazioni, le sommità dei pilastri si allargano a forma di calice 
o di fungo (fig. 1408 a), da cui il nome del solaio. Inoltre spesso si rine 
forza la lastra ingrossandola intorno alla testa dei pilastri (figg. 1408 Db, c). 
Comunemente la larghezza d della sommità del fungo è compresa fra 1/6 
e 1/4 della distanza dei pilastri. Se questi hanno la sezione quadrata o 
rettangolare, anche il tronco di piramide che costituisce il fungo ha le 
due basi quadrate o rettangolari. Se la sezione è ottagonale, sono ottago- 
nali anche le basi suddette. 

Queste strutture si chiamano anche solai senza travi, perchè general- 
mente la lastra è priva di nervature portanti fra pilastro e pilastro (199). 


(**) Questi solai ebbero la loro origine in America, poi si diffusero rapidamente in Germania 
© negli altri paesi d’Europa, essendosi subito riconosciuti i loro vantaggi rispetto agli altri tipi 
di solai per forti carichi. 

(**) I principali vantaggi dei solai a fungo, rispetto ai solai con nervature, sono i seguenti: 
Anzi tutto si realizza un grande risparmio di lavoro e di legname, e si evita lo spreco di questo, 
essendo eliminate le casseforme per le nervature. Inoltre si consegue una più uniforme illumina- 
Zione dell’ambiente, una migliore aereazione, un minor accumulo di polvere e di ragnatele, con 
vantaggio anche dell’iziene. È poi molto facilitata la posa di condutture e di trasmissioni. An 
che l'estetica dell'ambiente è migliorata. Infine si guadagna nell’altezza degli ambienti, oppure 
si risparmia nell’altezza totale dell’edificio, essendo ridotto lo spessore dei solai. 
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Talvolta s’impiegano solai a fungo rovesci, per costituire la fondazione a 
platea di un edificio avente l’ossatura a pilastri di cemento armato. In questo 
caso il carico continuo agente sulla lastra è la reazione del terreno, rivolta verso 
l'alto (29). 

Nei nn. seguenti indicheremo i principali metodi esatti o approssi- 
mati per il calcolo delle deformazioni e delle sollecitazioni, sia nel caso 
di carico totale che in quello di carico parziale. Per i particolari costrut- 
tivi e per i vari modi di disporre i ferri si veda l’esercizio 1263. 


648. I solai a fungo. Sovraccarico totale. 


Consideriamo il caso del solaio esteso indefinitamente in tutte le dire- 
zioni (e quindi con infiniti pilastri), sorretto da pilastri disposti in file 
ortogonali tra loro (fig. 1407 a), ossia situati nei vertici di rettangoli 
uguali. La struttura sia soggetta a un carico uniforme p agente sull’in- 
tero solaio. In queste condizioni, tutti i campi rettangolari della lastra 
si comportano nello stesso modo; e i pilastri sono soggetti soltanto a 
sforzo assiale (cioè senza momento), e quindi reagiscono con una forza 
rivolta verso l’alto. 

Le condizioni alle quali deve soddisfare la superficie elastica £ = (2, y) 
sono evidentemente (fig. 1409) (201) 


$é=0 nei punti A, BC, D, 
(a) dex =0, t.=0 nei punti delle rette AC, BD, EP, 
d6/dy =0, t,=0 nei punti delle rette AB, CD, GH . 


a) Soluzione mediante le serie doppie (29). In- 
dichiamo qui con 24 e 2% le dimensioni di ogni 
campo (fig. 1409), che è soggetto al carico 4pab. 
Ogni pilastro reagisce con la forza verticale pure 
uguale a 4pab. Supponiamo che le sommità delle 
teste dei pilastri siano rettangolari, di dimensioni 
2aa e 2b (a e f numeri minori di 1); e che la 
reazione 4pab di un pilastro sia uniformemente ri- 
partita nell’area 4aafb, con l’intensità p, = p/af. 
Ogni campo della lastra è dunque soggetto nella mag- 
gior parte della sua superficie al carico uniforme p rivolto in basso, e 
nei rettangoli corrispondenti alle teste dei pilastri alla forza pure uni- 


Fig. 1409. 


(°) V. ad es. il volume di V. LEWE citato nella nota 202, pagg. 55-58. 

{*) Anche il momento torcente m,, dev’essere nullo nei punti delle rette 40, BD, EF: ma, 
per la terza delle (1050), questa condizione è soddisfatta se nei punti di tali rette è dt/de=0. 
Lo stesso dicasi per my, nei punti delle rette 43, CD, GH. 

(**) V. LEWE: Die strenge Lòsung des Pilzdeckenproblems, Berlino, presso l'Autore, 1922; 
Piledecken, Berlino, Ernst, 1926. 


î 
il 
É 
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forme rivolta in alto (2°) 


p 1 
Pi-P af r=p(1 il 
Tale distribuzione di carico periodico (cioè che si ripete in ogni campo) 
si può rappresentare con la seguente serie doppia di Fourier: 


DO ® 
sen ma MIL sen N77; 
DI SITA cos gii sen nr 
mel MIA @ n naf 


(1191) P@9) =—?| cos 9 + 
ss senmaa sen na, mar ny 
È È à mara na Sa I ca 4 


dove m ed n sono successivamente tutti i numeri interi (pari e dispari). 
Quindi, per la (1054), si deduce la funzione î(€, y) integrando quattro 
volte p(e, y), e si ottiene (2%) 
(1192) t=o-t_(2eT 1 e) 1. sona cost 4 
sen ma , sen nat 
+ das > >_maa naif mae nu), 


> cos cos 
mel net (M°0D° + n?a2)? a b 


Il valore della costante e si ricava tenendo conto della condizione C=0 
per ® = 0, y= 0. La funzione £ è tale che soddisfa già spontaneamente 
alla seconda e alla terza delle condizioni (4). 
Siamo dunque in grado di calcolare l'abbassamento & di un punto 
qualsiasi, e in particolare l’abbassamento f del centro di un campo (es. 1256). 
I momenti my, #2, My Si deducono dalla (1192) mediante le (1050) (2%), 
D) Soluzione în serie semplice. L'equazione è = C(e, y) della supere 
ficie elastica di un campo si può ottenere anche mediante una serie sem- 
plice, di convergenza più rapida della (1192), sovrapponendo alla super- 
ficie elastica cilindrica della lastra incastrata lungo le rette AB e CD 
(fig. 1409), e soggetta al carico p, una soluzione opportuna della (1054) 
resa omogenea (p = 0) (20). 


(*) Con questo metodo si tiene conto della ripartizione delle reazioni dei pilastri sulla su- 
perficie della testa del fungo, ma non dell’indeformabilità della lastra in corrispondenza della 
Stessa superficie. Invece col metodo delle differenze finite (n. 048 c) si tiene conto anche di que- 
st'ultima circostanza; tuttavia la maggiore approssimazione che con ciò si otterrebbe è alto» 
rata dal fatto che il metodo stesso dà una minore esattezza, 

Anche l’eventuale ingrossamento della lastra in prossimità delle teste dei Dilastri (fig. 1408 b, c) 
rende più rigida la lastra e infiuisce sensibilmente sulla deformazione e sulle sollecitazioni. 

(#) La (1192) è, in forma più generale, dello stesso tipo delle soluzioni in serie doppia di 
Navier (n. 627). 

(*) Nel volume citato (nota 202) di V. LEWE sono raccolte le tabelle che danno t, nm, My 
my per 40 casi diversi (pagg. 73-111). 

(**) A. NAÀbal: Die elastischen Platten, $ 37, Berlino, Springer, 1925. 
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Ad es., nel caso di appoggi puntiformi, se a e b sono le dimensioni di 
un campo, ossia le distanze degli appoggi, la freccia è data da (29) 


nab  nab nah 
senh _ + 3, cosh 5 
__pb(1 a + 2a 2a 2a 
Vai de Gi SS) pr ssh E ’ 
senh 57 


dove n = 2, 4,6..... Per il caso particolare della lastra quadrata si veda 
l’esercizio 1257. 

c) Calcolo mediante le differenze finite (2). La deformazione e le 
sollecitazioni di un solaio a fungo si possono determinare anche col me- 
todo delle differenze finite. Il procedimento è lo stesso che si è indicato 
nel n. 629 d); però le condizioni al contorno di un campo della lastra 
sono le (a). È facile tener conto dell’indeformabilità della lastra nella 
zona corrispondente alla testa dei funghi, ponendo % = 0 non solo nel 
centro di questa, ma anche nei nodi della maglia che si trovano nell’in- 
terno o sul contorno della zona stessa. 

d) Risultati particolari. Nel caso dei solai a fungo estesi indefinita» 
mente, con appoggi puntiformi, e coi campi rettangolari di lati a e d 
(fig. 1410), l'abbassamento e i momenti ridotti nel centro C sono 
dati da (*%) 


(1194) j=cp/B, ma = 0 pb, my = cpl? ’ dove 


bla= 10 11 12 13 14 1,5 20. 00 
c;= 0,0059 0,0049 0,0043 0,0039 0,0036 0,0034 0,0029 0,0026 
0,=0,0276 0,0198 0,0143 0,0104 0,0075 0,0056 0,0010 0 

c, = 0,0276 0,0313 0,0334 0,0354 0,0369 0,0376 0,0409 0,0417 


Se »v è il coefficiente di contrazione, i momenti flettenti veri risultano 
(1155,) 
my=Mm+ vin, mM, 


Se i campi sono quadrati, l'abbassamento del punto di mezzo D della 
congiungente di due pilastri (fig. 1410) è dato da 


4 
(1195) La = 0,0044117 ; 


(31°) J. W. GECKELER: Biegung von Platten, pag. 164, « Handbuch d. phys. u. techn. Me- 
chanik », vol. III, Lipsia, Barth, 1927. 

(**) H. MARCUS, sezione XI del volume citato nella nota 105. 

(*°) S. TIMOSHENKO (rota 105), pag. 243. Si vedano anche gli esercizi 1256, 1257. 
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e i momenti ridotti ne) el punto D, secondo Lewe, e _Marens, | sono dati da 
(1196) | m, = 0,057 = 0,061 - par, | | i, = — 0,033 < = — 0,041 » pa. 


In prossimità degli appoggi si hanno momenti negativi infiniti (n. 614), 
che diventano finiti tenendo conto delle dimensioni della superficie d’ap- 
poggio (2°). Per il loro calcolo si veda il n. 650. 

Se agisce un carico P concentrato nel centro di ogni campo, si ha (211) 


(1197) f = 0,0116Pa?/B. 


Come si è già detto (n. 647), gli appoggi non sono puntiformi, ma 
hanno una superficie di dimensioni considerevoli; ciò che riduce sensi- 
bilmente la deformazione e le sollecitazioni. Ad es., se la larghezza del- 
l'appoggio è 1/4 dell’interasse dei pilastri, il momento nel centro si riduce 
a 0,88m. Ma sopra tutto l’estensione degli appoggi riduce i momenti 
negativi sugli appoggi stessi, che altrimenti sarebbero elevatissimi. 


Fig. 1410. 


Per brevità non riportiamo qui i risultati relativi ai vari casi, cioò ai 
diversi valori del rapporto b/a e alle diverse dimensioni delle superficie 
d’appoggio, nonchè alle diverse condizioni di carico, anche parziali. Tali 
risultati si trovano già calcolati, in apposite tabelle (212). 

e) Problemi più generali. In realtà i solai non sono estesi indefini- 
tamente, ma sono limitati. Inoltre il contorno è di solito vincolato in 
modo continuo ai muri perimetrali dell’edificio. 

Il comportamento dei vari campi della lastra è ben diverso secondo 
che essi sono interni, o hanno un lato sul contorno, o ne hanno due (campi 
d’angolo). Ad es., nel caso di una lastra quadrata, appoggiata 21 con- 

| torno e su quattro pilastri equidistant itra loro e dal contorno (fig. 1411), 


(*1°) Si veda la tabella 33 a pag. 245 del volume citato (nota 105) di S. TIMOSHENEO. 
(1) V. LEWE, pag. 81 del volume citato nella nota 202. 
(?1) V. ad es. il volume già citato (nota 202) di V. LEWE, pag. 76-111. 


f= 
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l’abbassamento e i momenti ridotti nei punti segnati valgono (219) 


punti 1 2 3 4 5 

È =0,0035 0,0080 0,0081 0,0033 0,0075 - pa*/B 
mm, = 0,016 0,011 0,044 0,054 0,085°? pa? 

m, = 0,016 0,066 0,044 —0,043 —0,017 - pa?. 


(1198) 


Nel caso generale di solai appoggiati su muri al contorno e su molti 
pilastri, non si commettono gravi errori se si assumono per l’abbassa- 
mento È e per i momenti ridotti #,, m, i valori suddetti del campo 2 
per quei campi che hanno un lato sul contorno, e i valori del campo 3 
per i campi d’angolo, che hanno due lati sul contorno (?4). Invece per 
i campi interni, distanti dal contorno, si possono assumere con sufficiente 
approssimazione i valori (1194), (1195), (1196) che valgono per il solaio 
indefinito. 


Esercizio 1256. - Calcolare la freccia elastica di un solaio a fungo a campi 
quadrati, con appoggi considerati puntiformi, usando il metodo di Lewe. 
Soluzione. In questo caso si ha 20 = 2a, a= f=0, senmaa:mra = 1, 
sen nf: na = 1. 
La costante c della (1192) si determina ponendo t=0 pera=y=0 (sugli 
appoggi); per cui risulta 
pat 


ni ni È 
o= te (2214 25h + 4x E 


Tar (mn=1,2,3...) 


Quindi, sostituendo nella (1192), si ottiene pera=y=a 


4 1 1 1 1) 1) id 
SZ + ERA AZZ rr mi nas nÎ IZ 


I termini con m, n pari della quarta e della quinta 2 e quelli con m4+ n pari 
della sesta si eliminano con quelli della prima, della seconda e della terza. Per 
cui rimangono soltanto i termini con m, n dispari e con m+n dispari; e si ot» 
tiene 


4pat 1 1, 1 
der n8B (214 x ni ° 2ZZG5P nl 


(**) Riportiamo le medie dei risultati di Lewe e di Marcus, che sono poco diversi tra loro: 
V. LEWE, volume citato nella nota 202, pag. 106; H. MARCUS, volume citato nella nota 105, 
$ 31. Nel secondo è studiato anche il caso di una lastra di lunghezza indefinita, appoggiata su 
due muri e su due file di pilastri equidistanti tra loro e dal muro; sia per campi quadrati (pag. 260) 
che per campi rettangolari (pag. 274). Il caso analogo con una sola fila di pilastri è studiato nel 
secondo volume, pagg. 702 o 707, dell’opera di K. BEYER: Die Stiatik im Eisenbetonbau, Berlino, 
Springer, 1934. Per il caso di una lastra stretta e lunga, sopportate da due ordini di pilastri 
‘marginali, si veda il volume di S. TIMosHENKO (nota 105), pagg. 246-248. 

(#4) Tuttavia questo modo semiempirico di tener conto dell’infiuenza del vincolo continuo al 
contorno è probabilmente la causa principale delle sensibili discordanze fra i risultati del calcolo 


mita 
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Il calcolo eseguito tenendo conto dei termini fino a m, n= 7 dà (a=}= 
= lato di un campo) 
4pat 


4 TLI 
{= S15- 2,26 = 0,092822 — 0,00581—, 


B B 


| Esercizio 1257. — Idem, usando la formula (1193). 

/ Soluzione. Sia a il lato di un campo. L'argomento delle funzioni iperboliche 
della (1193) è n70/2a = x, 2, 3r..... Si ha senh 7 = 11,54874, cosh x = 11,59195. 
Invece per 2x, 3x... le due funzioni sono praticamente uguali tra loro, per cui i 
termini successivi della sommatoria si riducono a (14 277) : 4, — (1+ 37) 16%... 

Il calcolo è dunque molto semplice. Tenendo conto di un numero crescente 
di termini, la £' (che ha un valore negativo) ha valori alternativamente maggiori 
e minori (in valore assoluto) di quello vero. Con sette termini essa vale — 0,440734, 
con otto termini vale — 0,434354. Prendendo la media si ha — 0,437544. Il fat- 
tore fra parentesi della (1193) vale — 0,0135216. Quindi la freccia risulta 


= pera i = Par cs; pat 
i E (— 0,0135216)(— 0,437544) = 0,00592 pr 0,0059 E° 


AC Esercizio 1258. — Un solaio a fungo a campi quadrati 
(fig. 1412) di lato a = 5 m, ha lo spessore 8 = 20 cm ed è 
soggetto a un carico uniforme p = 1200 kg/mq su tutti i 
campi. Calcolare le sollecitazioni e la deformazione, consi- 
derando gli appoggi puntiformi. 

Soluzione. Nel centro C e nei punti D, E i momenti ri. 
dotti valgono (assumendo i valori medi più attendibili del 


n. 648 d) sr AE Fig. 1412. 

in 0 fi, = ia, = 0,0276 « 1200 + 53 = 828 kgm/m, 

in D o a SEI 

n, = 0,058 + 1200 + 6° = 1740 kgm/m, wî,=— 0,035 -1200-5*=— 1050 kgm/m, 
in E È 

n= — 1050», #,= 1740 » , 


Quindi, se si assume »v = 0,1 (cemento armato), i momenti flettenti veri risul. 
tano (1155) 


===: 


in 0 my, = my = 911kgm/m, 
| in D ms = 1635 kgm/m, my = — 876kgm/m, 
in E m, = — 876 » " my = 1635 x» . 


La rigidezza della lastra vale B = 1,35 - 10*kgem (es. 1202). Quindi gli ab- 

bassamenti nel centro O (1194) e nei punti D, E (1195) risultano 
20 0:12 - 500! È 

| {= 0,0059 1,35. 10° = 0,328 em, ta =,= 0,245cm. 
e quelli delle prove sperimentali sui solai a fungo. Fra le altre cause è da ricordare la maggiore 
rigidezza della lastra dovuta al frequente ingrossamento intorno alle teste dei funghi. Tali discor- 
danze si potrebbero ridurre soltanto con un calcolo esatto, che tenesse conto razionalmente delle 
effettive condizioni del solaio. 


a 


222 CAPITOLO VENTISEIESIMO 


649. I solai a fungo. Sovraccarico parziale. 


La condizione di sovraccarico sull’intero solaio (n. 648) è quella che 
rende massimi i momenti negativi nella lastra in prossimità dei pilastri 
e la compressione nei pilastri stessi. Invece i momenti positivi nel cen- 
tro dei campi diventano massimi per condizioni di sovraccarico parziale, 
a scacchiera, o a striscie alternate (analogamente a ciò che accade nelle 
travi continue). Quest'ultima affatica maggiormente anche i pilastri, 
che risultano fortemente inflessi. 

a) Sovraccarico a scacchiera (fig. 1413). Se il solaio è indefinito, 
anche con questo sovraccarico i pilastri non sono soggetti a momento 
flettente, come si riconosce considerando le due direzioni diagonali. 

Per determinare gli effetti (ossia la deformazione e 
le sollecitazioni) nei campi carichi e in quelli scarichi, 
conviene decomporre la condizione data (sovraccarico 
P) in due diverse condizioni: 1°) tutto il solaio so- 
vraccaricato con + p/2; 2°) il sovraccarico + p/2 nei 
campi realmente sovraccaricati, e — p/2 in quelli sca- 
richi. Sovrapponendo le due condizioni si ottiene la 
condizione reale. 

La prima condizione è già nota (n. 648 a, b, d), e gli effetti si calco- 
lano ponendo p/2 al posto di p (ad es. nelle (1194), (1195), (1196), se gli 
appoggi si considerano puntiformi). 

Nella seconda condizione (antisimmetrica, n. 447 a) ogni campo si 
comporta come una lastra rettangolare appoggiata lungo il suo contorno. 
Infatti, considerato un punto a situato sul lato comune a due campi 
contigui, se esso si abbassasse quando lo pensiamo appartenente al 
campo soggetto a + p/2, dovrebbe invece alzarsi di altrettanto quando 
lo pensiamo appartenente al campo soggetto a — p/2. Quindi nè si alza 
nè si abbassa. Nello stesso modo si riconosce che il momento flettente 
nel punto a, e normale al lato comune ai due campi, non può essere 
nò positivo nè negativo (analogamente al caso dell’es. 771 a). Perciò gli 
effetti si calcolano mediante le formule della lastra rettangolare appog- 
giata (n. 630), sostituendo p con + p/2 o con — p/2. 

Gli effetti totali si ottengono poi sommando quelli delle due condi- 
zioni: nei campi carichi sono quelli del n. 648 (per p/2) più quelli del 
n. 630 (per p/2); nei campi scarichi sono ancora quelli del n. 648 più 
quelli del n. 630 (per — p/2) (es. 1259). 

b) Sovraccarico a striscie alternate (fig. 1414 a). Mentre col sovrac- 
earico totale, oppure a scacchiera, i pilastri sono soggetti a sola compres- 
sione, col sovraccarico a striscie alternate essi sono anche inflessi, spe- 
cialmente se nei vari piani le striscie sono sfalsate (fig. 1414 b). 


ig. 1413, 
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Anche questa condizione di carico si studia decomponendola in due 
condizioni: 1°) tutte le striscie soggette a + p/2; 2°) il sovraccarico + p/2 
nelle striscie realmente sovraccaricate, e — p/2 in 
quelle scariche. 

Gli effetti della prima condizione sono già noti 
(n. 648 a, b, d). 

Nella seconda condizione, se si fa astrazione 
dai pilastri che ostacolano la libera rotazione della 
lastra, ogni striscia si comporta come se fosse 
appoggiata lungo i due bordi (per lo stesso motivo 
detto nel n. 649 4), e quindi è soggetta a flessione 
cilindrica. Perciò gli effetti nella lastra si calcolano 
facilmente (es. 1186), facendo astrazione dall’in- 
fluenza della rigidezza dei pilastri (5) (es. 1260). 

c) Per calcolare i momenti provocati nei 
pilastri dal carico a striscie alternate, tagliamo 
la struttura con due piani verticali passanti per 
le rette mm’, nn'. Si ottiene così un telaio, costituito da pilastri e da 
striscie di lastra aventi il momento d'inerzia J, = bs*/12(1—»), caricato 
come nella fig. 1414 b) (la prima condizione di carico, p/2 in tutti i 
campi, non inflette i pilastri). Questo telaio si può studiare col metodo 
di Cross (n. 463), che in questo caso è rapidissimo. 

Infatti, i momenti che sollecitano la striscia di lastra sono uguali 
in 4 e în B; quindi (n. 464 a) la rigidezza della striscia (a meno del 
fattore E) è 2J,/a = bs°/6a(1 — v°). Se anche negli altri piani il sovrac- 
carico agisce su striscie alternate, e sfalsate (ciò che aumenta ancora la 
flessione dei pilastri), i momenti nel pilastro sono uguali in A e in A; 
per cui anche la rigidezza del pilastro AA; è 27,/h. I momenti d’in- 
castro perfetto a destra e a sinistra del nodo A valgono May = I, = 
=— (p/2)b - &*/12; per cui in A si ha — £M = pa9/12. Il calcolo si 
riduce a dividere —2W/ in quattro parti, proporzionali alle rigidezze 
dei pilastri che sono sotto e sopra il nodo A e della lastra che è a destra 
e a sinistra di A. Le parti spettanti ai pilastri sono senz’altro i momenti 
che li sollecitano, mentre i momenti che sollecitano la lastra si ottengono 
sovrapponendo ad 2 la parte trovata (es. 1261). 

Evidentemente il momento negativo che un pilastro trasmette alla 
lastra fa diminuire i momenti positivi m, di questa, in misura maggiore 
nei punti prossimi a D e in minor misura nei punti C. 


Fig. 1414. 


(#4) Il sovraccarico a striscie alternate è più gravoso per la lastra che non quello a scacchiera, 
perchè nella seconda delle due condizioni di carico le sollecitazioni sono maggiori nella lastra 
soggetta a flessione cilindrica che non in una lastra rettangolare appoggiata lungo i quattro lati. 
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Esercizio 1259. — Gli stessi dati dell’esercizio 1258, nel caso in cui il carico 
sia disposto a scacchiera. 

Soluzione. Nella prima condizione di carico (n. 649 a) gli effetti provocati 
da p/2 agente in tutti i campi valgono la metà di quelli trovati nell’esercizio 1258. 


in 0 m,= my = 455 kgm/m, j= 0,164cm, 
in D m,= 817kgm/m, my=— 438 kgm/m, Ca = 0,122cm, 
in E m,=—438 >» , my= 817 >» «, t,=0,122 » . 


Nella seconda condizione di carico gli effetti sono quelli della lastra appog- 
giata (n. 631). Quindi nei campi soggetti a + p/2 o a — p/2 si ha nel centro ri- 
spettivamente 

my = my = + 0,0405 - 600 - 5* = + 607 kgm/m, 
0,06 - 5004 


J= £ 0,00408 3 35-19F = + 


- 0,113 em, 


mentre nei punti D, E i momenti e l’abbassamento sono nulli. 
Sommando gli effetti, nella condizione reale si ha nel centro dei campi 


campi carichi m,= my= 1062kgm/m, = 0,277 cm, 
campi scarichi myg=my=—-152 >» «@, f= 0,051 » . 


Nei punti D ed £ gli effetti sono quelli stessi della prima condizione. 


Esercizio 1260. — Idem, nel caso in cui il carico sia disposto a striscie alter- 
nate. 

Soluzione. Nella prima condizione di carico (n. 649 8) gli effetti sono quelli 
indicati in principio dell’esercizio 1259. 

Nella seconda condizione di carico gli effetti sono quelli della flessione cilin- 
drica (es. 1186). Quindi nei campi soggetti a + p/2 o a —- p/2 si ha rispettivamente, 
tanto nei punti 0 quanto nei punti D (fig. 1412), 


m, = + 600 - 5°/8 = + 1875 kgm/m, my= vm, = + 187 kgm/m ; 
5 0,068-500* 


1=%* ssi 1,35-10° = ®0:3620m, 


mentre nei punti E i momenti e gli abbassamenti sono nulli. 
Sommando gli effetti, nella condizione reale si ha nelle striscie cariche 


in 0 m, = 2330 kgm/m, my=  642kgm/m, j= 0,526cm, 
in D m,= 2692 >» 4 my=—- 251 >» 5 f= 0,484 » }; 


e nelle striscie scariche 


in 0 m,=—1420kgm/m, my=  268kgm/m, j=— 0,198cm, 
in D ma =— 1058 >» , my=—- 625 >» , f=— 0,240 » . 


Nei punti E gli effetti sono quelli stessi della prima condizione (es. 1259). 
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Esercizio 1261. — Il solaio dell’esercizio 1258 è sorretto da pilastri di sezione 
quadrata di m 0,50 di lato, alti m 4,50, che si prolungano anche sopra. Calco- 
laro i momenti provocati nei pilastri dal sovraccarico p = 1200 kg/mq disposto 
a striscie alternate in ogni piano e sfalsate nei vari piani (fig. 1414). 

Soluzione. Rigidezza di un pilastro 


_ 9,501 _ x 27, _ 2+0,00521 _ È 
J,= Dr 0,00521 mé, n = 450 = 0,00232 m?, 
Rigidezza della striscia di lastra mn m'a' 
5 - 0,203 2J 2. 0,00336 
= _ = 36 m4 SS 4 mi, 
di 12: 0,99 0,00336 m4, 2 5 0,00134 mi 


I momenti d’incastro perfetto nella lastra a destra e a sinistra del nodo 4 
valgono 
Per Pam è Bepi e 
Mn= My=— Qo-s-e =— 6250 kgm, per cui —£ZM=12500kgm. 
Ripartendo — ZI in parti proporzionali alle rigidezze, si ottiene per ciascuna 
estremità dei pilastri e della lastra che concorrono in A 


M,= 3952kgm, =M,=2288kgm. 


Il momento flettente nei pilastri è M,, ed è costante in tutta l'altezza. 
Il momento che agisce sulla lastra è 


MH. + My = — 6250 + 2288 = — 3962 kgm. 


Il momento negativo unitario medio vale m, = — 3962 :5 = — 792 kgm/m. Se 
ammettiamo, ad es., che il valore vero di m, in prossimità dei pilastri sia 3/2 di 
quello medio, e che nei punti E (fig. 1412) sia 2/3 di quello medio (n. 649 c), 
si hanno rispettivamente i valori —1188 kgm/m e —528 kgm/m. Quindi 
(es. 1260) i momenti positivi m, nella lastra si riducono ai seguenti valori: 


in D ma, = 2692 — 1188 = 1504 kgm/m, 
in 0 ms = 2330— 528 = 1802» 


650. I solai a fungo. Metodi approssimati. 


I momenti positivi nella zona centrale dei campi distanti dal contorno 
si possono calcolare usando ad es. le tabelle di Lewe (nota 205), che con- 
siderano diversi casi. I momenti negativi nella zona intorno a un pila- 
stro sono però più importanti, perchè in valore assoluto superano note- 
volmente i momenti positivi suddetti; ma i vari metodi indicati nel 
n. 648 a, b, c) danno per i momenti negativi dei valori che non sono in 
buona armonia tra loro. Perciò è preferibile calcolare questi momenti 
usando dei metodi approssimati, che danno risultati soddisfacenti, 
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a) Il metodo più usato (?) consiste nell’isolare intorno a un pila- 
stro una lastra circolare di raggio R = a/5, essendo « la distanza fra i 
pilastri, che supponiamo uguale in entrambe le di- 


Femmenectnemienni rezioni (campi quadrati (*?)). Tale lastra circolare 
pat: «e si considera appoggiata al contorno (fig. 1415), e 
10/9 Pl a)' soggetta al carico uniforme p rivolto in basso e alla 
reazione P = pa? del pilastro rivolta in alto e con- 

p centrata nel centro. I momenti negativi m, ed mo 

che si hanno in questa lastra coincidono ottima» 

db) P=pa? mente con quelli che si hanno intorno a un pila- 

Fig. Mio. stro del solaio a fungo. Questi momenti si calcolano 


mediante le (1016), (1024) (es. 1262). In particolare, 
i momenti massimi che si hanno nell’immediata vicinanza del pilastro 
dipendono essenzialmente dalla larghezza della testa del fungo (n. 614) 
(es. 1262). 


b) Un altro metodo approssimato (?!) consiste nell’isolare intorno a un 
pilastro una lastra circolare di raggio E tale che l’area E° sia equivalente all’a- 
rea a? di un campo; ossia R = a/r = 0,564a. Questa lastra si considera inca- 
strata al contorno, ed è soggetta al carico pa? rivolto in basso, uniformemente 
ripartito, e alla reazione P = pa? del pilastro rivolta in alto, ripartita sulla su- 
perficio della testa del fungo. I momenti m,, my in questa lastra si calcolano me- 
diante le (1003), (1010), (n. 6142) e sono pressochè uguali a quelli dati dal me- 
todo precedente (21°). 


c) Anche i regolamenti delle diverse nazioni sulle opere di cemento 
armato indicano vari metodi approssimati per il calcolo delle sollecita- 
zioni nei solai a fungo (?2°). 


% Esercizio 1262. — Calcolare i momenti negativi nell’intorno di un pilastro del 

solaio dell’esercizio 1258, sapendo che la testa del fungo è larga m 1,00. 
Soluzione. Consideriamo (n. 650 a) una lastra circolare di raggio 2 = 0,2-5= 

= 1,00 m, appoggiata al contorno e soggetta a p = 1200 kg/mq rivolto in basso 


(31) Questo metodo fu proposto da TURNEAURE e MAURER (v. H. M. WESTERGAARD-A. SLA= 
TER, «Proceedings of the Amer. Concrete Inst. », 1921). 

A. NADAI osserva a pag. 156 del volume già citato (nota 105) che in un solaio a campi qua- 
drati i momenti m, nelle direzioni r passanti per il centro di un pilastro si annullano all’incirca 
nei punti di una circonferenza di raggio R = 0,22a (poco diverso da a/5 = 0,24). Ciò che conferma 
che la zona interna a tale circonferenza si comporta press’a poco come una lastra circolare appog- 
giata al contorno. 

(*1’) Se i campi sono rettangolari, di lati a, è, si può assumere R uguale a 1/5 della media 
di a e db. 

(318) V. LEWE, volume citato (nota 202), pagg. 10 e 115. * 

(*!*) Si vedano i diagrammi di m,, m calcolati in entrambi i modi, a pag. 711 del secondo 
volume dell’opera citata (nota 213) di K. BEYER. 


(##°) I regolamenti americano e tedesco sono riportati nel volume citato (nota 202) di 
Y. LEWE, pag. 21-21. V. anche il n. 654. 
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e a P= pa = 1200-5° = 30000 kg rivolto in alto e agente nel centro. Limie 
tiamoci a calcolare i momenti al contorno della testa del fungo, che supponiamo 
circolare; ossia per r = 0,50 m. 

Per effetto di p si ha {(1016}-(y = 0,1) 


1200(1,00°— 0,502) 
16 


m.,= 3,1 = 174 kgm/m 


my = 1000 (3,1 + 1,00°— 1,3 - 0,50°) = 208 kgm/m.. 


Per effetto di P si ha (1024) 


30000, 1,00 _ 
m,=— ll ja log 9,50 = 1820 kgm/m 
30000 1,00 
m=— 20000 (1,1 log 350 + 0,9) =— 3970 kgm/m. 


Quindi i momenti complessivi risultano 


m,= 174— 1820 =— 1646kgm/m, mo=208— 3970 =—3762kgm/m. 


Esercizio 1263. — Progettare il solaio a fungo di cemento armato dell’eser- 
cizio 1258 (fig. 1412), tenendo conto anche dei risultati degli esercizi 1260 e 1262. 
Soluzione. Assumendo lo spessore s= 22 cm, il peso proprio è p= 550 kg/mq. 
É Il sovraccarico sia p= 1200 kg/mq. 
Il peso proprio provoca nel centro dei campi i momenti (es. 1258) 


my = my= (550/1200)911= 418 kgm/m. 


Il sovraccarico a striscie alternate (es. 1260) provoca nel centro i momenti 
m,= ty= 2330 kgm/m (si assumono uguali, perchè le striscie cariche possono 
essere parallele a y 0 a x). Perciò il momento massimo nel centro risulta 


/ max m,= 418 + 2330 = 2748 kgm/m= + 274800 kgem,/m. 


| Le due armature (inferiori) sono incrociate e costituite da fasci di tondini 
| disposti secondo le diagonali (fig. 1416). Per i ferri più vicini alla faccia infe- 
riore si ha f= 20 cm, d= 0,9» 20= 18 em (n. 528 a). Quindi lo sforzo nei ferri 
situati nella striscia di un metro è S= 274800/18= 15270 kg. La sezione di 
ferro necessaria è 15270/1200= 12,73 cmq/m, e si possono usare dei ferri di 
14 mm distanti tra loro 12 em. Per i ferri posti sopra i precedenti (incrociati) 
si ha h= 18,6 cm, per cui essi risultano più affaticati (0, = 1280 kg/cmq, se si 
conserva la distanza di 12 cm). Nel calcestruzzo si ha o,=- 60 kg/cmq. 

Nel punto D il momento m, è massimo quando il sovraccarico è a striscie 
| alternate, e risulta (es. 1258, 1260) 


ms = (550/1200)1635 + 2692 = + 3442 kgm/m. 


L’armatura (inferiore) necessaria è A,= 15,93 cmq/m, e può essere costituita 
da ferri di 16 mm distanti tra loro 13 cm, disposti secondo i lati dei vari campi. 
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Sempre nel punto D il momento m, è massimo (in valore assoluto) quando il 
sovraccarico agisce in tutti i campi, e risulta (es. 1258) 


m,= (1750/1200)(— 876) =— 1280 kgm/m. 


L’armatura (superiore) necessaria è A,= 5,93 cmq/m, e può essere costituita 
da ferri di 12 mm distanti tra loro 19 cm. È sufficiente che questi ferri siano 
lunghi 1,50 1,60 m. 


Fig. 1416. 


I momenti negativi in prossimità di un pilastro sono massimi quando il 
sovraccarico agisce su tutti i campi, e risultano (es. 1262) 


m,= (1750/1200)(— 1646) =— 2400 kgm/m 
mpy=(1750/1200)(— 3762)=— 5090» . 


Supponiamo che in prossimità delle teste a fungo la lastra sia ingrossata 
(fig. 1408 b, c) o abbia lo spessore s= 30 cm. L’armatura destinata a sopportare mg 
deve avere la sezione 4,= 18,3 cmq/m. Usando dei ferri di 20 mm disposti 
socondo delle circonferenze concentriche (superiori), la loro distanza dev'essere 
di 17 cm in prossimità della testa a fungo, poi maggiore. L’armatura destinata 
a sopportare m, dove avere la sezione A,= 8,5 cmq per metro di periferia della 
testa a fungo, e può essere costituita da ferri di 12 mm, distanti tra loro 13 cm, 
Non essendo possibile disporli in tutte le direzioni radiali passanti per il centro 
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del pilastro (es. 1158 b), si dispongono nelle direzioni x e y, e si possono inter- 
rompere a m 1,00 1,20 dal centro suddetto. 

Per il calcolo dei ferri destinati a sopportare lo sforzo di taglio intorno alla 
testa dei pilastri si veda l’esercizio 1038. 


651. Le lastre con grande deformazione (lastre sottilissime). 


a) La teoria così detta di Kirchhoff che abbiamo fino qui usata è fondata su 
varie ipotesi (n. 619), una delle quali è che gli spostamenti elastici $ siano ab- 
bastanza piccoli rispetto allo spessore s della lastra. Quando quest’ipotesi non 
sia verificata, si hanno delle dilatazioni e., e, non più trascurabili anche nelle 
fibre che sono nel piano medio, e quindi delle tensioni 0,, 0, anche per 2 = 0. 
Queste dilatazioni sono dovute in parte al motivo che abbiamo visto nell’eser- 
cizio 1155 (sono nulle soltanto se la flessione è cilindrica), e in parte al fatto che 
se la lastra è trattenuta al contorno, anche le fibre che sono nel piano medio si 
allungano in seguito all’incurvamento del piano stesso (n. 1923). Le grandi de- 
formazioni si verificano frequentemente nelle lastre di spessore molto piccolo ri- 
spetto alle dimensioni della lastra (lastre poco rigide). 

La principale conseguenza dello tensioni nel piano medio è che man mano 
cresce la deformazione, la lastra manifesta una rigidezza crescente; per cui la 
deformazione è proporzionale al carico soltanto per piccoli valori di questo, men- 
tre in seguito cresce più lentamente del carico stesso. Ciò è dovuto al fatto che la 
lastra, che all’inizio è soltanto inflessa, lavora in seguito anche per trazione, e 
quindi resiste molto meglio (22). 

Nel caso di forte deformazione si deve dunque tener conto delle tensioni che 
si hanno nel piano medio della lastra, che nella teoria già svolta si sono supposte 
nulle. La teoria diventa molto più complessa, perchè l’equazione differenziale 
della superficie elastica non è più lineare come la (1054) (*°°); per cui ci limitiamo 
a indicare alcuni risultati particolari. 

b) Nel caso di una lastra circolare incastrata e trattenuta al contorno, e cari- 
cata uniformemente, si trova (*) che la freccia è data dall’equazione 


(1199) j+0,58-—= 


(#1) Si consideri ad es. il filo inizialmente rettilineo dell’esercizio 83, il cui peso provoca una 
freccia di soli 120 cm, pur essendo la sua lunghezza di 100 m. Ciò è dovuto al fatto che esso resi- 
ste a trazione. Se invece il filo non fosse trattenuto alle estremità, e dovesse resistere a flessione, 
la sua rigidezza sarebbe pressochè nulla, e assumerebbe una freccia grandissima, anche se fosse 
assai meno lungo di 100 m. 

(#°) V. le pagg. 228-230 del « Handbuch der Physik», Berlino, Springer, 1928, e la biblio- 
grafia ivi citata. 

(*3) A. NADAI, luogo citato nella nota 105, pag. 297. 

J. PrRESCOTT (Applied elasticity, Londra, Longmans-Green, 1924, pagg. 460-461) trova due 
relazioni approssimate analoghe alla (1199) per la lastra circolare caricata uniformemente, ar- 
ticolata, © trattenuta oppure non trattenuta al contorno: 

M è 4_. pRI Pi fl 4_.pR 
PERSON ET TERI a 

Per altri casi si vedano i nn. 280-283 dello stesso volume di J. PRESCOTT. Si veda anche 

{l Cap. IX del volume già citato (nota 105) di S. TrMosRENKO, 


f 
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dove pR*/64B è la freccia fo nel caso di piccola deformazione. La freccia non è 
dunque proporzionale al carico (es. 1264). Ad es., se f=s, o f= 2s, risulta f= 
= 0,633, o f= 0,301f. La (1199) si può ritenere valida per f < 2,55. 

c) Supponiamo ora che la rigidezza della lastra diventi evanescente, ossia 
che lo spessore s sia piccolissimo rispetto alle dimensioni della lastra. In questo 
caso gli spostamenti elastici { possono essere molto maggiori dello spessore s. 
Il comportamento della lastra è poco diverso se la lastra è incastrata o artico- 
lata al contorno, purchè sia validamente trattenuta, in modo che lo spostamento 
orizzontale sia impedito. Essa resiste al carico lavorando quasi esclusivamente a 
trazione, cioè funziona circa come una membrana. 

Nel caso della lastra circolare caricata uniformemente si ha (224) (225) 


c Oa, 
pl 
Es° 


(1200) {= 0,662 


Le tensioni nel piano medio sono pressochè uguali in tutte le direzioni, per cui 
si ha og = > 0, = 0. Però la tensione 0, nel centro è un po’ diversa dalla ten- 
sione 0, al bordo, e si ha 


3 3 
— (Ta 
(1201) G,= 0,423 VerÈ , 0,= 0,328 y Ep. 


La freccia è dunque proporzionale a p'/, e le tensioni sono proporzionali a p*/9. 
Risultati poco diversi dalle (1200), (1201) si possono ottenere con procedi. 
mento elementare (es. 1266). Si vedano anche gli esercizi 1269, 1270 e la nota 231. 
Se la lastra è quadrata di lato 2a, la freccia e la tensione nel centro pro- 
vocate da un carico uniforme sono date da (*2°) 


E 8 vu 
2a? 
(1209), (1209) —f=0,80%a|/Li, 0,=0,396]/F££, 


Esercizio 1264. — Una lastra circolare d’acciaio, incastrata e trattenuta al 
contorno, ha il raggio R = 50 cm e lo spessore s = 1 em. Calcolare: a) la freccia 
provocata dalla pressione p = 8 kg/emq; b) la pressione p capace di provocare 
la freccia f = 2 em. 

Soluzione. a) Si ha (986) B = 192000 kgem. Quindi la (1199) diventa 

8.504 
— 64- 192000 ” 
che risolta per tentativi dà f = 1,62 cm. 


f+0,58-+ £ ossia j+0,58/ = 4,064, 


(**) H. HENCKY: Ueber den Spannungscustand in kreisrunden Platten mit verschwindender 
Biegungssteifizkeit, « Zs. f. Math. u. Physik », 1915, pagg. 311-317. 
(#*) La (1200) è in perfetto accordo con la (1199), poichè se f è grande rispetto a s, il ter- 
mine f si può trascurare sta a quello con /8/s*, e dalla (1199) si deduce 
pRI pR's°12(1 — +3) 
0, stia ossia —_ 
dae SR PT a 


da cui, per v = 0,3, n 


3 
= (nia VEE - cose jPE. 


(**) A. ed L. FOPPL, $ 37 del primo volume dell’opera citata nella nota 51. 


| 
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b) Per f= 2 cm la (1199) diventa 
2+ 0,58 + 25/1° = 0,508p, da cui p=11,45kg/emqg=-llatm. 


Se la freccia f fosse proporzionale alla pressione p, con p = 11,45 kg/emq si 
dovrebbe avere f = 2,3 em, invece di 2 em. 


Esercizio 1265. — La lastra dell'esercizio 1264 ha lo spessore s = 0,5 cm. 
Calcolare la freccia e le tensioni provocate da p = 8 kg/cmq. 
Soluzione. La (1200) dà 


8-50 
2,1 - 105 - 0,5 


Se il comportamento fosse quello di una lastra ordinaria, avendo dimezzato lo 
spessore considerato nell’esercizio 1264, la freccia dovrebbe risultare 8 - 1,62 = 
= 12,96 em. Trattandosi di una lastra sottilissima, la freccia non è inversamente 
proporziozionale a s°, bensì a 84/9, 
Le tensioni nel piano medio, nel centro e ai bordi, risultano ( 1201) 
a 


j= 0,662 - ot = 2,4cm, 


vi 
0, = 0,428 Van -10°-81.5 _ 4660 kg/omq, 


0,5: 
o, = 0,328 » = 3620 » |, 
Esercizio 1266. — Studiare in modo elementare il problema 
della lastra circolare molto sottile, trattenuta al contorno e /| 
caricata uniformemente (22°). 
Soluzione. Supponiamo che la lastra si deformi secondo una na 


calotta sferica, di raggio o (fig. 1417). La freccia f, piccola ESA 
rispetto a E e a Q, si ricava come nell’esercizio 94, e risulta Cc 
j = E?/20. Inoltre, se a è il semiangolo al centro, si ha R= 
=gsena="00, perchè a è molto piccolo. Quindi 1’ espres- Fig. 1417. 
sione di f diventa f = Ra/2. 

Il contorno della lastra è trattenuto; quindi il raggio 40 della lastra deve 
dilatarsi per diventare l’arco 40. Perciò esso subisce la dilatazione (32) 


AC0— 40 40-40 ga—gsecna _a—sna a 
_ Cs = = ==, 
40 40 qa a 6 
e la tensione o = Es = Ea?/6. D'altra parte si ha, come nell’involucro sferico 
(120), = pg/2s. Per cui, uguagliando le due espressioni di 0, si ottiene 


Ea _ pe ; Ea? _ pea _ 
6 °° SSR 6 ds © 2e° 


da cui :‘ GEN 
= E. a=|/8PE 
Es” Es ° 


(*°) A. FOPPL: Vorlesungen ùber technische Mechanik, vol. 3°, pag. 336, Lipsia, Teubner, 1927, 

(#*) Dianzi si è potuto confondere a con sen perchè non si trattava della loro differenza. 
Qui invece non si può, perchè si trascurerebbe la dilatazione e del raggio. 

Poi si sviluppa in serie sena = a — a8/6, trascurando le potenze di « superiori alla terza. 
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Basta ora sostituire l’espressione di a in quelle di f o di 0, e si ottiene 


s PI 
E Fi 
f= 0,721R VE , = 0,347 Ver ' 


Queste espressioni differiscono dalle (1200), (1201) solo per i valori dei coeffi- 
cienti, e per il fatto che qui o si suppone costante in tutta la lastra. 


652. Le membrane piano. 


Le membrane differiscono dalle lastre sottili (nn. 619-650) e da quello sot- 
tilissime (n. 651) per avere la rigidezza a flessione addirittura nulla. Perciò esse 
resistono soltanto per trazione, uniformemente ripartita in tutto lo spessore, 
Un esempio di membrana piana è la pelle tesa di un tamburo. 

a) Consideriamo una membrana inizialmente piana, avente il contorno di 
forma qualsiasi, e supponiamola tesa lungo il contorno da una forza costante n 
per unità di lunghezza, agente nel piano medio e normalmente al contorno, do- 
vuta a una causa iniziale indipendente dai carichi che poi agiranno sulla mem. 

brana. La tensione » risulta uguale in tutti i punti della 

membrana e in tutte le direzioni (n. 581 c). 

Se sulla membrana agisce un carico ripartito con legge 
qualsiasi p = p(2, y), essa s’incurva secondo una superficie 

di ordinate { = (x, y) (superficie funicolare del carico P). 
Ja Se la n è elevata e se l’incurvamento è piccolo, si può 
vly ammettere che il carico p non alteri notevolmente il va- 

lore che aveva inizialmente la forza n (es. 1270 8). 

Isolato un elemento della membrana doformata, di lati 
de, dy (fig. 1418), il lato dy che ha la traccia in a è soggetto alla forza n dy in- 
elinata di un angolo g, la cui componente verticale è (positiva se rivolta in alto) 


Fig. 1418. 


ndy-seng==ndy-tgp= ndyd, 
dr 
Il lato dy che ha la traccia in d è soggetto alla forza n dy inclinata di un angolo 
®,, la cui componente verticale è 
dî E, 


—ndy-senpg==—ndy-tg9, =—ndy( 4 Side). 


Quindi la forza verticale risultante delle due vale 


dî 
—n dy dai de. 
Analogamente, la risultante delle forze n dx agenti sugli altri due lati dell’olo- 
mento vale ve 
n dx da dy. 


Queste due risultanti fanno equilibrio al carico p dx dy agente sull’elemento. Quindi 
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si ha vi 2a 
pdody=—n(25+ ian ty, 
da cui 
Da dé _ D i 8 __P 
(1204) 3a + gin ossia VIE Sg 


La (1204) è l’equazione alle derivate parziali della superficie deformata della 
membrana. Essa è la corrispondente dell’equazione (4) d2y/da? =— g/H della 
funicolare di un carico q agente sopra un filo teso. 

Mediante la (1204) si può studiare la deformazione della membrana nel- 
l'ipotesi che a non aumenti. Se si vuole determinare anche la variazione che la 
n subisco per effetto del carico p, è necessario tener conto dell’allungamento che 
le fibre subiscono per effetto dell’incurvamento della membrana (es. 1269, 1270). 

6) Se si assumono le coordinate polari r e 0, l’espressione VW? si trasforma 
come si vide nel Cap. XXV, nota 34. In particolare, nel caso di una membrana 
circolare soggetta a carico distribuito con simmetria radiale, ossia dipendente da 
7 e non da 0 (eioè p = p(r)), anche la È risulta funzione soltanto di r, e la (1204) 
si trasforma nell'equazione differenziale ordinaria 


PE 1.4 __p 
(1205) Troilo miei I 


©) Nel caso generale, la tensione a può essere diversa nelle varie dire- 
zioni. In tal caso, in una sezione generica si ha anche uno sforzo tangenziale £ 
(per unità di lunghezza della sezione) (n. 581), che agisce nel piano tangente 
alla superficie funicolare. Però esistono per ogni punto due direzioni ortogonali 
É ed 7 secondo le quali agiscono soltanto tensioni normali n, ed ny (tensioni 
principali). Se 9, e 02 sono i raggi di curvatura delle sezioni normali della mem- 
brana fatte coi piani È e 2) (che contengono n, ed ny), ricordando (n. 819) che 
1/o1=—d"C6*, 1/0,=—d°£/dH? (perchè l'inclinazione della membrana si sup- 
pone molto piccola; cfr. il n. 205 a), si ottiene in modo analogo la relazione 
più generale della (1204) (229) (230) 


(1206) a agg, ossia up, 


Esercizio 1267. — Studiare la deformata di una membrana circolare soggetta 
a un carico uniforme p (fig. 1419 a). 
Soluzione. La (1205) diventa (p costante) 


ai 1 di _ P__ 
atrata = 


(1°) Si veda, nd es., l’introduzione al volume di H. Bovasse: Capillarité, Parigi, Delagrave, 
1924. Si veda anche il Cap. XXVII. 

{**) Sa il carico p continua ad agire verticalmente anche dopo che la membrana si è defor- 
mata, la (1206) contenente o. e cs è approssimata, perchè soggetta alla limitazione che l’inclina- 
zione delia superficie funicolare rispetto al piano primitivo sia molto Piccola; mentre è esatta 
la (1204). So invece n è una pressione agente normalmente alla membrana, la (1206) è esatta 
qualunque sia la forma della membrana (Cap. XXVII. 
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Se si indica df/dr con l’, essa diventa 


d 1%n_ i BE rn dl) _ 
+ 75 =0 ossia tate = er, o anche di I 


Integrando una prima volta, si ha 


e er E v dra 
ri ta ossia Sat 


Integrando una seconda volta, si ottiene 
cr 
dA cslogr+c,. 
L’ordinata £ dev’essero finita anche per r= 0, per cui c, è nullo. Per r= 


dev'essere {=0, per cui ce=—cE?/4. Quindi, ricordando cho ce — VILLA 
risulta 


Ea t=P 8-7). 
cip ta 
a Sri Com'è naturale, le ordinate È risultano inversamente pro 


Pa porzionali alla forza n. 
n G n Per r = 0 si ottiene la freccia (cfr. con la (103)) 
t) 
2 ta p= PR 
Fig. 1419. dn ° 


Come controllo, verifichiamo l'equilibrio dell'intera membrana in direzione 
verticale. La componente verticale v della n al contorno è v= n sen pa 
= ndr) = n * pR/2mn = pR/2. Perciò la somma delle componenti v lungo 


il contorno vale 2r:Rv = 2xR * pR/2 = paR?, che è uguale al carico sull’intera 
membrana. 


Esercizio 1268. - Idem, nel caso di una forza P nel centro (fig. 1419 b). 
Soluzione. La (1205) diventa (p = 0) (es. 1267) 


di 1.4 ; Ur) _ 
ditta ossia go=0. 
Integrando una prima volta, si ha 
ri=c,, da cui C= 2 è 


Integrando una seconda volta, si ottiene 
C=cglogrt+ e. 


Per r = E dev'essere È = 0, per cui 02 =— e log R; quindi 


E = alogr—c;logR= clog, 
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La componente verticale v della n al contorno è v=nseng=n n(— dE/dr)r= 
= n(— c/R) =—cmn/R. La somma delle componenti v lungo il contorno vale 
2rRv = 2aR(— cm/R)=— 2rc,m. Per l’equilibrio in direzione verticale essa de- 
v'essere uguale a P; per cui c, = — P/2rn. Quindi, sostituendo, si ottiene 


iP P E 


r 
c= 2rn log R 2an log r° 


Teoricamente, la freccia nel centro risulta infinita (cfr. il n. 614). 


Esercizio 1269. — Una membrana circolare fissata al contorno è tesa inizial- 
mente con n. Calcolare la freccia e la nuova tensione sotto l’azione di un carico 
/ uniforme p. 

Soluzione. L’incurvamento provoca degli allungamenti, perchè il contorno è 
trattenuto. Perciò la n, iniziale cresce di n, e diventa 20-+ ny. Non è lecito cal- 
colare n, senza tener conto di n, e aggiungerla poi a No, perchè non vale il prin- 
cipio della sovrapposizione degli effetti (la n, provocata dalla freccia f non è in- 
versamente proporzionale a f come lo è 20+ #,, ma dipende anche da F). Perciò 
bisogna tener conto contemporaneamente di n, e di 4. Il procedimento è ana- 
/ logo a quello dell'esercizio 83. 

Ogni diametro si deforma secondo una parabola (es. 1267); quindi l’aumento 
della lunghezza delle fibre diametrali è (nota 2 del Cap. X) 4(2R) = (8/3)f*/2R, da 
cui AR = (8/3)f?/4R. Questo aumento è provocato dalla n, addizionale. Ammet- 
tendo che esso sia lo stesso che si avrebbe se la membrana fosse ancora piana 
(l’incurvamento è piccolo), si ha anche (915) AR =(1—v)n,R/Es. Perciò dev'essere 


| mR _8.f 
aa de 


| D'altra parte la freccia è legata (es. 1267) alla tensione totale M+ n; e al carico 
p dalla relazione f = pE?/4(m+ m), da cui n) =pE°/4f—-m. Sostituendo, si 


| ottiene l’equazione in f 
yy (PE _ fi = S.P 
(1 »( dj No 


che conviene scrivere nella forma (231) 


| (a) pal TE (3pR°— 12nof) - 


/ La (a) si risolve nel modo più semplice trascurando da prima il termine in 

| f. Poi, calcolato f° e quindi f, se ne sostituisce il valore nel termine in f e si ot- 
tiene un nuovo valore di f° e quindi di f. E così di seguito. Noto f, si ricava la ten- 
sione finale n0-+ #, (es. 1270). 


() Ponendo nella (a) n, = 0, si ottengono per f e quindi per c due espressioni analoghe 
alle (1200), (1201), con i cocfficienti 0,64 e 0,39. 
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Esereizio 1270. — Una lamiera circolare d’acciaio ha R= 20 cm, s= 0,1 cm 
ed è tesa inizialmente con No = 50 kg/cm (*). Calcolare f ed N04 n, quando la 
lamiera è soggetta al carico p = 0,8 kg/emq. 

Soluzione. a) Sostituendo questi valori nella (a) si ha (E=2 - 10° kg/emq, v=0,3) 


f° = 0,000175 (960 — 6007) = 0,168— 0,105f. 


Trascurando da prima il termine in f, si ottiene f° = 0,168, f = 0,552 cm. 
Sostituendo questo valore nel termine in f, si ottiene f* = 0,110, f= 0,479 cm. 
Sostituendo di nuovo, si ottiene f = 0,118, f = 0,490 em. Con un’ultima sosti- 
zione, si ottiene f = 0,117, j = 0,489 cm (289). 

La tensione totale risulta perciò (es. 1267) 


__ PR? _0,8-208 — 
No += 4P 20,480" 163,6 ke/cm, 


cui corrisponde o = 163,6/1 - 0,1 = 1636 kg/cmq, 0,3 =(1—v)o = 1145 kg/emq. 
Se la tensione iniziale n fosse nulla, si troverebbe f= 0,552 cm, n, = 144,9 
kg/em, G = 1449 kg/emqg, G;a = 1014 kg/emq. Se ora si sovrapponesse questa 
soluzione a n = 50 kg/cm, si otterrebbero i seguenti valori errati: f = 0,552 
cm, 20+ n, = 194,9 kg/em, o = 1949 kg/cmq, 0;a = 1364 kg/emq. 
3) Se invece la pressione fosse soltanto p=0,1 kg/cmq, si troverebbe 
f=0,16 cm, n + n= 62,5 kg/cm. Perciò in questo caso la ® aumenta poco 
per effetto di p, come si è supposto nel n. 652 a). 


653. Cenno sulle lastre grosse. 


Oltre che nel caso del n. 651, la teoria ordinaria di Kirchhoff (n. 619) non è 
valida quando lo spessore s non è piccolo rispetto alle dimensioni della lastra, e così 
pure quando su questa agisce un forte carico limitato a una zona molto ristretta. 
In questi casi è necessaria una teoria più generale che non richieda le ipotesi sem- 
Dlificative ammesse nel n. 619, cioè che sia fondata unicamente sulla Teoria della 
elasticità. In altri termini, non è possibile studiare l’equilibrio globale di un 
elemento di lastra dx dy 8, ossia considerare i momenti Mi, My, May, come si è 
fatto nei nn. 608 a), 620, ò, ©) (ciò che corrisponde ai metodi della Scienza delle 
costruzioni); bensì occorre considerare l’equilibrio dei vari elementi da dy da 
secondo i criteri della Teoria dell’elasticità. 

a) Se lo spessore s non è piccolo rispetto alle dimensioni della lastra, non 
si può più ammettere che i segmenti rettilinei normali al piano medio si conser- 
vino rettilinei anche dopo la deformazione. In generale essi s’incurvano a forma 
di S per effetto del taglio (analogamente a quanto avviene nelle travi, n. 175, 
fig. 227), salvo il caso in cui m, ed m, siano costanti (flessione semplice, n. 608); 


(#5) Questa tensione iniziale si può ottenere riscaldando la lamiera di 149,6, fissandola al 
contorno e lasciandola raffreddare. 

(**) In questo caso, pur essendo la f quasi quintupla di s, l’incurvamento della membrana 
non provoca gli accorciamenti delle fibre periferiche considerati nell’esercizio 1155, perchè il con- 
torno è mantenuto fisso. 
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8 tale deformazione non è più trascurabile, perchè nelle lastre grosse il taglio 
può avere valori elevati (nota 8 del Cap. X). Inoltre, se sulla lastra agisce un 
carico ripartito p, le tensioni 0, e 0, non risultano proporzionali alla distanza 2 
dal piano medio, bensì le loro espressioni contengono anche un termine con 2 
(analogamente al caso delle travi, n. 203 a), che è trascurabile solo se s è pic- 
colo rispetto alle dimensioni della lastra. Le tensioni tangenziali 7.,, Ty; Variano 
ancora con legge parabolica nello spessore. Si ha poi una o, che decresce dal 
valore — p sulla superficie superiore fino a zero su quella inferiore, i cui effetti 
sono però di solito trascurabili (salvo il caso del n. 653 5) (2%). I risultati non sono 
molto diversi da quelli della teoria ordinaria, e coincidono con questi se s è piccolo. 

Ad es., nel caso della lastra circolare appoggiata al contorno e caricata uni- 
formemente, la freccia f e la tensione massima c risultano (se fo e 0, sono j 
valori nel caso della lastra sottile) (2°) 


i= f1+0,845s*/R°), —G=0(1+ 0,092s/R2). 


b) Se sulla lastra agisce un carico limitato a una zona molto piccola, in 
modo che il carico unitario p risulti molto elevato, la tensione 0; (che sulla faccia 
superiore è uguale a — p) non è più trascurabile (n. 619). In questo caso si ha un 
problema spaziale analogo a quello del semispazio (corpo limitato da un piano 
e indefinito in ogni direzione, Cap. XXXII) soggetto alla stessa forza, ma reso 
assai più complesso dalle condizioni imposte dalla faccia inferiore della lastra e 
dal contorno di questa (**). Il caso più importante è quello limite del così detto 
carico P concentrato. 


654. Bibliografia. 


Citiamo da prima le opere di carattere generale. Nei testi italiani di Scienza 
delle costruzioni il capitolo delle lastre non è trattato, salvo alcuni che ne danno 
brevi cenni o che indicano qualche metodo approssimato. L'esposizione gene- 
rale della teoria e dei metodi di risoluzione, con l’applicazione a vari problemi, 
si trova nel Cap. XXII del volume di A. E. H. Love: A treatise on the mathema- 
tical Theory of elasticity, Cambridge, University press, 1920, che contiene anche 
le relative indicazioni bibliografiche; nel Cap. XIII (teoria ordinaria di Kirchhoff) 
e nel Cap. XIV (caso delle grandi deformazioni) del volume di J. Prescott: 
Applied elasticity, Londra, Longmans-Green, 1924; nella terza sezione del primo 
volume dell’opera di A. e O. FòPPL: Drang und Zwang, Minchen, Oldenbourg, 
1924, nella quale sono anche risolti molti problemi con metodo energetico ap- 


(**) Per le notizie bibliografiche sulle ricerche generali e sui problemi particolari si rimanda 
alle pagg. 226-228 del vol. sesto di « Handbuch d. Physik», Berlino, Springer, 1928; e alle 
pagg. 168-170 del vol. terzo di « Hand. d. phys. u. techn. Mechanik», Lipsia, Barth, 1927. Si 
veda anche il $ 76 del volume già citato (nota 105) di A. NADAr. 

(#*) «Hand. d. phys. u. techn. Mechanik» citato nella nota 234, vol. III, pag. 170. 

(*) V. ad es. il Cap. VII del volume già citato (nota 105) di A. NADAI. 

Notizie bibliografiche si trovano ad es. nella ;rima parte della memoria di S. WornowSsKYr- 
KRIEGER citata nella nota 24; e nei nn. 19, 23 del volume (nota 105) di S. TIMOSHENKO, 
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prossimato; nella seconda sezione, $$ 6, 7, 17-24 del quinto volume dell’opera 
di A. FoPPL: Vorlesungen diber technische Mechanik, Lipsia, Teubner, 1918; nel 
Cap. VII del volume di H. LoreNZ: Technische Elastizitàtslehre, Minchen, Olden- 
bourg, 1913; e, col metodo vettoriale, nel volume di P. BURGATTI: Teoria mate- 
matica della elasticità, Bologna, Zanichelli, 1931, pagg. 290-307. Una chiara e 
succinta esposizione della teoria generale, anche per forze esterne agenti nel piano 
medio, e per grandi deformazioni, è svolta nel Cap. VI del volume di S. Timo- 
SHENKO: Z'heory of elastic stability, New York, McGraw-Hill, 1936. Buoni rias- 
sunti, coi risultati di molti problemi speciali e con le relative indicazioni biblio- 
grafiche, si trovano negli articoli di J. W. GECKELER: Biegung von Platten, nel 
terzo volume di « Hand, d. phys. u. techn. Mechanik », Lipsia, Bart, 1927, pa- 
gine 150-174, e Die Biegung der Platten, nel sesto volume di « Hand. d. Physik» 
Berlino, Springer, 1928, pagg. 210-231. Brevi sunti sono contenuti negli articoli 
di O. TEDONE-A. TrmPE (pagg. 181-190) e di T. v. KÀrmÀw (pagg. 348-352), nel 
volume IV, della « Encykl. d. math. Wissenschaften », Lipsia, Teubner, 1907- 
1914. I principali metodi sono anche esposti nella terza parte del primo volume 
dell’opera di A. PARIS: Cours de béton armé, Losanna, Rouge, 1936. Risultati 
pratici si trovano nel volume di J. G. Boosnov: Theory of structure of ships, 
Pietroburgo, 1914. È utile anche la lettura del Cap. VI del volume di A. Mesna- 
GER: Cows de béton armé, Parigi, Dunod, 1921; e del Cap. VI del vol. secondo 
dell’opera di K. BevER: Die Statik im Eisenbetonbau, Berlino, Springer, 1934. 

Fra le opere dedicate esclusivamente alle lastre ricordiamo le dissertazioni 
di E. Esranave (nota 75) e di H. HeNcKy (nota 76), nelle quali si ricavano 
le soluzioni della lastra rettangolare espresse mediante serie semplici; il volume 
di H. Marcus: Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Amwendung auf die Be- 
rechnung biegsamer Platten, Berlino, Springer, 1924, nel quale si studiano siste- 
maticamente, mediante le differenze finite, molti tipi di lastre, soggette a cari. 
chi ripartiti o concentrati; il volume di A. NAÀpar: Die elastischen Platten, Ber- 
lino, Springer, 1925, che contiene un’ampia trattazione dei più importanti pro- 
blemi relativi alle lastre; il volume di V. LewE: Piledecken und andere tragerlose 
Eisenbetonplatten, Berlino, Ernst, 1926, con un’ampia appendice bibliografica; il 
volume di B. G. GALERKIN: Elastie thin plates, Mosca, 1933, che contiene molti 
risultati pratici; e il volume (giunto solo da poco in Italia) di S. TrmosHENKEO0: 
Theory of plates and shells, New York, McGraw-Hill, 1940, che ricava in modo 
chiaro e sistematico la soluzione dei vari problemi relativi alle lastre, e riporta 
anche numerose tabelle di applicazione immediata. 

Fra le molte ricerche speciali, è consigliabile la lettura della memo- 
ria di M. Lévy citata nella nota 74, nella quale si dimostra la possibilità 
di risolvere il problema della lastra rettangolare mediante serie semplici; dei 
tre volumetti di M. SaLvati: Il calcolo della lastra piana rettangolare; La 
lastra piana rettangolare con carico uniforme, vincolata lungo tre lati, Bari, Ac- 
colti, 1936 e 1937; Su una soluzione del problema della lastra incastrata al con- 
torno, « Acc. Pugliese d. Scienze», 1943; del volumetto di T. InADA: Die Berech- 
mumg auf vier Seiten gestiitzier rechieclkiger Platten, Berlino, Springer, 1930, nel 
quale si studia la lastra soggetta a carico idrostatico e a carico concentrato; 
e della memoria di 0. ZANABONI: Equazioni di equilibrio e di congruenza, inde- 
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finite e ai limiti, delle lastre semielastiche a doppia curvatura, « Ann. di Mat. pura 
e appl.», Bologna, 1944, che esamina da un punto di vista generale i fonda- 
menti della teoria delle lastre. Molto interessanti sono le ricerche di W. RITZ 
(Gesammelte Werke, Parigi, Gauthier-Villars, 1911, memorie XY e XVI), che 
stabiliscono i fondamenti per il calcolo delle lastre incastrate col metodo ener- 
getico (n. 641c). Pure interessante è il metodo inverso proposto da C. B. Bis. 
zeno-J. J. KocK: Quer een nieuwe methode ece., « Ingenieur », Haag 38 (1923), 
pag. 25, e riassunto nel n. 9 del Cap. III del volume di C. B. Brezeno-R. Gram 
MEL: Technische Dynamik, Berlino, Springer, 1939. Esso è usato anche nel volume 
di L. KamBo: Le lastre piane, Roma, Bardi, 1944. 

La lastra circolare è trattata estesamente nel volume di F. GrasHmor: Theorie 
der Elasticitàt und Festigkeit, Berlino, Gaertner, 1878, pagg. 329-351; nella sezione 
settima del terzo volume dell’opera già citata di A. FOPPL; e nei $$ 27-32 del 
primo volume dell’opera già citata di A. e O. FOPPL. Nel Cap. III del secondo 
volume dell’opera di S. TimosHENKO: Strengih of materials, Londra, Macmillan, 
1936, la lastra circolare è trattata con magistrale semplicità. Numerosi risultati, 
con tabelle, relativi alla lastra circolare piena o forata si trovano nel Cap. VI 
del volume già citato di V. LewE; nel $ 68 del secondo volume dell’opera di K. 
BryYER, già citata, nel quale si dà anche un cenno della lastra di spessore va- 
riabile, nonchè ($ 69) della lastra soggetta a carico antisimmetrico; e nel fascicolo 
Design data citato nella nota 30, che contiene anche diagrammi per il calcolo 
della deformazione e delle tensioni nelle lastre rettangolari per diverse condi- 
zioni di vincolo e di carico. Problemi più complessi sulle lastre circolari sono 
studiati nella memoria di E. MELAN: Die Berechnung einer exzentrisch durch 
eine Einzellast belasteten Kreisplaite, « Der Eisenbau », 1926, pag. 190; nel volu- 
metto di W. FLUGGE: Die strenge Berechnung von Ereisplatten unter E'inzellasten, 
Berlino, Springer, 1930, con applicazione al solaio circolare a fungo. Copiosi 
risultati, anche per laste di altre forme, sono raccolti nel primo volume, 
pagg. 105-146, del Beton-Kalender, Berlino, Ernst, 1943. 

I principali metodi approssimati per il calcolo delle lastre sono esposti nel 
volume già citato di F. GrasHor, mediante la scomposizione della lastra rettan- 
golare in striscie ortogonali; nel volume di C. BacH: Elasticità e resistenza dei 
materiali, Milano, Hoepli, 1928, mediante la ricerca del momento medio in par- 
ticolari sezioni; nel primo volume, $$ 19-22, dell’opera già citata di A. e O. FOPPL, 
mediante l'applicazione sistematica del criterio energetico; nella memoria di 
A. Danusso citata nella nota 178, mediante la considerazione di striscie parallele 
ai lati e alle diagonali; nel Cap. 18 del volume di K. HAGER: Theorie des Eisenbetons, 
Miinchen, Oldenbourg, 1916, mediante l’impiego di serie trigonometriche; e nel 
volumetto di H. Marcus citato nella nota 181, nel quale si trovano molte for- 
mule dotate di buona approssimazione e criteri pratici per la distribuzione dei 
momenti, e quindi dei ferri, in tutti i casi più importanti. Comode tabelle per 
il calcolo delle lastre rettangolari in diverse condizioni di vincolo, oppure con- 
tinue, si trovano ad es. nel vol. di B. LòseR: Bemessungsverfahren, 5% ediz., 
pagg. 125-135, Berlino, Ernst, 1936; e nella memoria di F. DiscEINGER: Kritische 
Betrachtungen zu den deuischen Bestimmungen ece., «Beton u. Eisen», 1942, H. 9-14, 
pagg. 86, 103, 127, che considera anche le sollecitazioni nelle travi perimetrali. 
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Il problema dei solai a fungo è studiato nel Cap. XI del volume già citato 
di H. Marcus, mediante le differenze finite; nel volume pure citato di V. LewE 
(mediante le serie doppie), che contiene numerose tabelle di uso pratico, nonchè 
un’estesa bibliografia; nel volume di K. HAJNAL-KòNYI: Die Berechnung von 
Kreisformig begrenzien Pilzdecken bei sentralsymmetrischer Belastung, Berlino, Sprin- 
ger, 1929, che contiene diagrammi e tabelle; nonchè nel Cap. 19 del volume già 
citato di K. HacER. Per il calcolo approssimato dei solai a fungo si vedano ad 
es. il $ 31 del primo volume dell’opera già citata di A. e O. FoPPL; le pagg. 147- 
181 del secondo volume dell’opera di E. Proesr: Vorlesungen iiber Eisenbeton, 
Berlino, Springer, 1922, nelle quali è svolto anche un esempio numerico; e le 
Norme tedesche e americane, che si possono trovare nel volume 9° del « Hand- 
buch fir Eisenbetonbau », 38 ediz., Berlino, Ernst, 1928, pagg. 35-37, 104-107, 
265, 268-271. Esempi costruttivi di solai a fungo sono raccolti nel Cap. VIII 
del volume di V. LewE già citato, e altri sono illustrati in molto delle memo- 
rie citate nel Cap. IX dello stesso volume. 

La teoria generale delle lastre sottili con grandi deformazioni, delle membrane, 
e delle lastre grosse si trova nelle memorie e nei volumi citati nelle note. 

La teoria delle membrane e delle lastre curve e le suo applicazioni al cal. 
colo dei recipienti e delle coperture saranno svolte nei Capp. XXVII, XXVIII 
e XXIX. 

Resoconti dei risultati di prove sperimentali sulle lastre, sia metalliche, sia 
di cristallo o di cemento armato, e sui solai a fungo si trovano ad es. nel volume 
di A. NADAI, $$ 14 e 48; nel primo volume dell’opera di A. e O. FòPPL, $$ 23 e 30; 
nella memoria di M. BerGstRASSER (nota 124); nel capitolo di 0. GRAF conte- 
nuto nel primo volume del « Handbuch fiir Eisenbetonbau », 4* ediz., 1930, pa- 
gine 191-215; e in alcune delle opere sul cemento armato citate nel n. 555, 
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LE MEMBRANE CURVE 


655. Generalità. 


Le membrane sono strutture laminari sottilissime, che perciò si con- 
siderano prive di rigidezza a flessione e a torsione. Quindi esse sono sog- 
gette in ogni punto soltanto a sforzi agenti nel piano tangente, ossia 
sono esenti da momenti flettenti e torcenti e da sforzi di taglio, come 
vedremo meglio nel n. 656 d). In altri termini, le tensioni sono unifor- 
memente ripartite nello spessore della membrana. 

Nelle membrane piane, che studiammo brevemente nel n. 652, la 
deformazione elastica ha un'influenza sostanziale sui valori degli sforzi 
(analogamente a ciò che accade nei casi degli esercizi 53 e 83), e perciò 
ò necessario tenerne conto, altrimenti gli sforzi risulterebbero illimitati 
(nota 11) (es. 1269, 1270). Invece nelle membrane curve le deformazioni 
elastiche non hanno una sensibile influenza sugli sforzi (a meno che non 
siano tanto grandi da alterare notevolmente la forma della membrana, 
come nel caso del caucciù). Perciò queste membrane si considerano ine- 
stensibili, salvo tener conto delle dilatazioni quando interessi il calcolo 
delle deformazioni. 

Per calcolare gli sforzi nelle membrane bastano le condizioni di equi- 
librio, per cui il problema è staticamente determinato (internamente). 
Ed è particolarmente semplice nel caso molto frequente delle membrane 
aventi la forma di una superficie di rivoluzione e caricate con simmetria 
radiale (nn. 656-667). Invece nei casi generali di forze non simmetriche 
(nn. 671-672) o di membrane di forma qualsiasi (n. 674), il problema, 
pur essendo ancora staticamente determinato, richiede la risoluzione di 
un sistema di equazioni alle derivate parziali. 

Nel caso delle lastre curve, che differiscono dalle membrane perchè 
non sono sottilissime, e che perciò resistono anche a flessione, il problema, 
staticamente indeterminato (internamente), è molto più complesso, sia dal 
punto di vista concettuale che da quello matematico. Tuttavia anche nello 
studio delle lastre curve si possono utilizzare con buona approssimazione 
i risultati validi per le membrane, tenendo conto a parte delle azioni al 
contorno; ciò che consente (Cap. XXVIII) di sostituire calcoli molto 
lunghi e laboriosi con poche e semplici operazioni. 
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Nel presente capitolo studieremo le membrane di rivoluzione a doppia 
curvatura, e accenneremo brevemente alle membrane di forma qualsiasi; 
mentre nel Cap. XXIX studieremo ampiamente le membrane cilin- 
driche (volte sottili). 

L’estensione del capitolo e degli esercizi relativi è giustificata dal fatto che i 
risultati si possono usare, come si è detto, anche per lo studio delle lastre curve, 
in sostituzione delle soluzioni esatte, delle quali sono incomparabilmente più sem- 
plici, sia dal punto di vista concettuale, sia come impiego. pratico. 


656. Gli sforzi interni nelle membrane di rivoluzione. 


a) Consideriamo un recipiente o serbatoio (!) di lamiera, oppure 
una cupola molto sottile, o anche un involuero di tessuto (pallone), aventi 
la forma di una superficie di rivoluzione (*) ad asse verticale (fig. 1421). 
La superficie può essere a doppia curvatura, oppure a semplice curva» 
tura quando è cilindrica o conica. Sulla parete agiscono delle forze ugual- 
mente disposte in tutti i punti di uno stesso parallelo e variabili general. 
mente da parallelo a parallelo (*). Esse possono avere una componente 
Z secondo la tangente al meridiano e una componente Z secondo la nor- 
male alla membrana, relative all’unità di area di questa; e tali com- 
ponenti sono dunque funzioni soltanto della coordinata del parallelo e 
non della longitudine del punto che si considera, cioè sono uguali per 
tutti i meridiani e costanti lungo i paralleli. 

Nel caso dei serbatoi contenenti un liquido o altre sostanze pesanti, 
essi sono di solito appesi in alto, lungo l’orlo (*). Nel caso delle cupole o 
coperture, sono sostenute in basso. 

Lungo i meridiani esistono delle tensioni o, dirette secondo la tan- 
gente al meridiano, provocate dalla risultante Q (verticale) delle forze 
esterne suddette. Esse sono nulle se è nulla tale risultante (n. 657 a). 
Lungo i paralleli esistono delle tensioni o, dirette secondo la tangente 
al parallelo (note 5 e 14), che sono provocate sia dalla componente Z 


(*) Comunemente si chiamano recipienti quando hanno dimensioni modeste e sono traspor- 
tabili, serbatoi quando hanno notevoli dimensioni e sono fissi. 

Nel caso delle cupole la superficie è capovolta rispetto alla fig. 1421 (n. 665). 

(3) Una superficie di rivoluzione si ottiene facendo ruotare una curva piana (meridiano) ine 
torno a un asse contenuto nel suo piano. 

La membrana è determinata quando si conoscono la forma del meridiano e Io spessore s della 
membrana in ogni punto del meridiano. 

(*) Queste forze possono essere dovute al peso proprio del serbatoio o della cupola, alla 
pressione di un gas, alla pressione igrostatica di un liquido, al peso della neve, a sostanze incoo- 
renti contenute nel serbatoio (come grano o altro), o alla forza centrifuga se il serbatoio ruota 
intorno al suo asse. 

(*) Invece nel caso di un serbatoio contenente un gas, se si ritiene trascurabile non solo il 
peso del gas, ma anche quello del serbatoio, questo può essere comunque appeso in alto o appog- 
giato in basso, oppure si può considerare libero nello spazio. 
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delle forze esterne (come nel caso del tubo dell’es. 66), sia dal fatto che 
le G,, cambiando direzione da punto a punto del meridiano (se questo è 
curvo), non sono equilibrate tra loro ed esercitano perciò un’azione ra- 
diale sui paralleli (fig. 1420 a). Lie 07 esistono 
anche se è nulla la componente Z delle S17 0,5 
forze esterne, nel qual caso sono dovute sol- 
tanto alla seconda causa. Invece nel caso \___d/ 
delle membrane coniche, se in un certo in- 
torno non agiscono forze esterne, le 0,, che 
non cambiano direzione, risultano equilibrate 
tra loro (fig. 1420 b), e quindi si ha cg=0. 
Perciò in questo caso le c, sono generate sol- 
tanto dalle eventuali forze esterne £ 

Le o, si trasmettono attraverso le sezioni Fig. 1420, 
normali ai meridiani, ossia fatte mediante 
delle superficie coniche coassiali con la membrana e normali a questa; 
le c, si trasmettono attraverso le sezioni fatte con piani meridiani (5). 

Per ragioni di simmetria, nelle sezioni fatte secondo i meridiani o 
secondo i paralleli sono nulle le tensioni 7 (nel piano tangente); in altri 
termini, due spicchi contigui si comportano nello stesso modo, e perciò 
non si trasmettono delle tensioni 7,,. Quindi per la (156) sono nulle an- 
che le tensioni 7,3 nelle sezioni secondo i paralleli (oppure perchè le forze 
esterne X e Z hanno momento nullo rispetto all’asse di rivoluzione). 

b) Supponiamo che lo spessore s sia piccolissimo, cioè che il com- 
portamento sia quello di una membrana. Riterremo perciò che tanto la 
0, quanto la 0, siano uniformemente ripartite nello spessore 8; ed è questa 
l'ipotesi che si pone a fondamento dello studio dei serbatoi o delle cupole 
sottili in questione. Comunemente essa si giustifica dicendo che lo spes- 
sore 8 è tanto piccolo che è lecito trascurare la rigidezza alla flessione; 
tuttavia è opportuno esaminare più attentamente il suo esatto signifi- 
cato (*). Anzi tutto le varie strisce secondo i paralleli, essendo tese o 
compresse, modificano il loro raggio r, ma si conservano circolari; per 
cui la tensione 0, si può ritenere costante nei vari punti dello spessore, 
poichè questo è molto piccolo rispetto a r (Cap. V, nota 10, (?)). In conse- 


(5) Si può anche dire che nell’intorno di un punto le tensioni 01 e 63 agiscono sopra due 
elementi di sezioni normali tra loro, cioè sull’elemento 1 normale al meridiano e sull’elemento 2 
normale al primo. L’elemento 2 è normale sia al parallelo a passante per quel punto, sia alla se- 
zione principale » fatta col piano normale al meridiano, poichè nel punto considerato le linee 
a e d hanno la tangente comune (v. anche la nota 14). Le ca si chiamano tensioni secondo i pa- 
ralleli, perchè lungo un parallelo il valore di ca non varia. 

(*) O. BELLUZZI: Metodi semplici per lo studio delle lastre curve, nota prima, Considerazioni 
intuitive sul comportamento statico delle membrane curve, « Giornale del Genio Civile» 1948, fasc. 5°, 

( Data l’importanza di questo fatto per il comportamento delle membrane, è opportuno 
ripetere qui il ragionamento di tale nota. 

11 raggio r di una fibra circolare generica, situata verso l’interno o verso l’esterno dello spes- 
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guenza delle variazioni Ar dei raggi r dei vari paralleli, le strisce secondo 
i meridiani possono deformarsi (*), e quindi la loro curvatura può modi- 
ficarsi in qualunque punto; ciò che provoca delle tensioni ci corrispon- 
denti a un momento flettente, variabili linearmente nello spessore da un 
massimo positivo a un massimo negativo di uguale valore assoluto. Le 
ci si sovrappongono alle tensioni 01 suddette, così che le tensioni totali 
non sono più uniformemente ripartite. Tuttavia le tensioni oi sono molto 
piccole, perchè sono piccole le variazioni di curvatura del meridiano (*), ma 
sopra tutto perchè è piccolo lo spessore s (ossia è piccolo Ymaz, eS. 101); 
quindi sono trascurabili rispetto alle 1; che perciò rimangono pratica- 
mente invariate, ossia uniformemente ripartite nello spessore (si veda 
l’es. 1345). In altri termini, il momento flettente M, è trascurable (19). 

Pertanto, l’ipotesi in questione equivale a ritenere trascurabile la 
deformazione della struttura, ossia a considerare questa come una mem- 
brana indeformabile, poichè in tale ipotesi non varierebbero il raggio r 
dei paralleli e la forma del meridiano. Tanto più che nelle membrane 
curve l’equilibrio sussiste anche senza che si deformino (1), poichè la 
componente normale Z delle forze esterne è equilibrata dalle tensioni 
1 © 03, mentre la componente verticale è equilibrata dalla tensione Gi 
(n. 657, nota 14). 

L'essere trascurabile il momento flettente nello strisce meridiane fa 


sore, subisce un aumento Ar, che è uguale per tutte le fibre (so si trascura la variazione dello 
spessore dovuto alla contrazione trasversale); quindi ogni fibra subisce lo stesso allungamento 
totale AZ = 2xx(r + Ar) — 2ar = 2xAr, Ma la lunghezza 2 delle fibre è minore per quelle più in- 
terne, per cui esse subiscono una dilatazione e = AU maggiore, e quindi una 6 maggiore. 
Tuttavia se lo spessore s è piccolo rispetto a r, la differenza delle varie lunghezze è trascurabile 
e la c è praticamente costante. 

La 03 può essere variabile nello spessore (elò che corrisponde a un momento flettente M1) 
anche per effetto della rotazione 9 della tangente al meridiano (n, 692). Ma anche questa causa 
è trascurabile, perchè è piccolissima e sopra tutto perchè è piccolissimo s. 

(*) In certi casi le strisce meridiane si spostano ma non si deformano, come accade ad cs. 
nel caso di un serbatoio cilindrico ad asse verticale contenente liquido fino all’orlo superiore: gli 
allargamenti Ar dei paralleli sono proporzionali alla pressione idrostatica, ossia alla profondità, 
per cui le generatrici (0 meridiani) rimangono rettilinee. 

(*) La dsformazione delle strisco moridiane è Diccolissima, perchè frenata dalle strisce parallele 
che devono allargarsi o restringersi e che sono poco deformabili parchò sollecitate soltanto a tra- 
zione o a compressione (nota 8 del Cap. XX). Questa azione frenante è la causa fondamentale 
del comportamento statico caratteristico delle strutture in questione e di tutti i fenomeni, spesso 
singolari, che esso presenta e che vedremo nol presente capitolo e nel seguente. 

(**) Non si può dire la stessa cosa quando agiscono delle forze o delle coppie esterne concen- 
trate lungo un determinato parallelo; oppure quando la curvatura dei meridiani presenta una 
discontinuità in corrispondenza di un parallelo. In tali casi le tensioni dovute alla flessione 0 a 
taglio possono essere non trascurabili. Tuttavia esse sono limitate a una piccola regione, e dimi- 
nuiscono rapidamente al crescere della distanza dal paralielo in questione. Di queste tensioni 
locali (n. 659) ci occuperemo nel Cap. XXVIII. 

(*) Invece nelle membrane piane (n. 652) l’equilibrio è possibile soltanto in seguito alla 
deformazione, perchè gli sforzi S (che in tal caso si indicavono con n) devono diventare inclinati 
rispetto al piano della membrana (e con inclinazione variabile) per poter fare equilibrio alla pres- 
sione normale p. Si confronti con ciò che si disse nol n. 4 d) e con l'esercizio 33, 
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sì che lo sia anche il taglio, e quindi anche la tensione 7 direita normal- 
mente alla superficie media (cioò a metà spessore) della membrana. 

Nel caso di una membrana infinitamente flessibile (tessuto), i mo- 
menti flettenti sono nulli perchè essa non può sopportarli. 

c) In ogni punto della membrana si ha dunque uno stato piano di 
tensione (n. 580 «), il cui piano è quello tangente in quel punto alla su- 
perficie media della membrana; quindi valgono tutte le proprietà dimo- 
strate nel n. 580. Per ragioni di simmetria, le tensioni principali sono le 
0, © 0a suddette (t2, = 712 = 0), ossia le direzioni principali sono quelle 
delle tangenti al meridiano e al parallelo per quel punto. Ogni altra se- 
zione della membrana, obliqua rispetto al meridiano e al parallelo, è 
soggetta a una o e a una 7 (giacenti nel piano suddetto) variabili con 
l’orientamente della sezione (n. 581 a). Solo nel caso in cui G, = 0, la 0 
è costante e la 7 è nulla in ogni sezione (n. 5S1 ce). 

In luogo delle tensioni 0, e 0, si considerano spesso le loro risultanti 
8, ed $, relative all’intero spessore s e alla larghezza unitaria di una stri- 
scia di membrana diretta secondo il meridiano o il parallelo, che rappre- 
sentano lo sforzo normale in tali strisce. Evidentemente si ha 


B,i=0,°1°8, Sa= 0318, ossia ci = S1/8, Ga = Sas. 


Le 01, 02, 7 si chiamano tensioni di membrana, mentre S,, S, T= 
=t-1-s si chiamano sforzi di membrana. Le dimensioni degli sforzi 
S1, Sa, T sono FI. 

Le tensioni c, e 0, (e quindi anche gli sforzi S; ed S) non dipendono 
dalla deformazione della parete; perciò il problema è staticamente de- 
terminato, ossia risolubile mediante le sole condizioni di equilibrio, come 
vedremo nel n. 657. 

Quando siano noti i valori di £, ed £,, e quindi di 0, e 03, le condi- 
zioni di resistenza sono (119) 


(1207) ovo, < k, Ci vo, <k, 


657. Le membrane di rivoluzione caricate con simmetria radiale. 


a) Pensiamo di tagliare la membrana con un piano orizzontale ge- 
nerico (0 meglio con una superficie co- 
nica coassiale e normale ai meridiani), \ \ | Î f Fi R:; 
e di sostituire la: parte sovrastante con 4 Ne FTT A ey 
gli sforzi S, (n. 656 c) che essa trasmette \ FA f , 
a quella sottostante (fig. 1421). La com- 
ponente verticale di S, è S, sen 0, se @ 
(colatitudine) è l’angolo che la tangente 
al meridiano fa col piano orizzontale Fig. n 
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(o che la normale alla membrana fa con l’asse di simmetria). Quindi, se 
r è il raggio del parallelo corrispondente alla sezione che si è fatta, la 
somma delle componenti verticali degli $, lungo il parallelo è S, sen 0 + 2rr, 
Indichiamo con @ la risultante di tutte le forze esterne agenti sulla 
parte sottostante della membrana. Per la simmetria delle forze stesse, 
la Q è verticale. L'equilibrio in direzione verticale della parte sottostante 
richiede che si abbia 
S,sen0-2ar=Q@, 
da cui (1209) _ 


e_| Q 
(1208) Sa 2rr sen 0f 2xR, sen? 9° 


La (1208) determina $, indipendentemente da Ss. Nel caso delle cu- 
pole la superficie è capovolta e lo sforzo S, è di compressione (n. 665). 
3) Consideriamo un elemento abcd di membrana (fig. 1422 a), limitato 

da due meridiani ad, cd vicinissimi e da due paralleli ac, Bd pure vicinis- 
simi. La lunghezza dei lati aò = cd è dl, = R.d0, dove R, è il raggio di 
curvatura del meridiano nell’intorno dell’elemento. Se r è il raggio del 
= parallelo, ed PR, è il raggio 
di curvatura della sezione 
principale normale al me- 
ridiano (1), legato a r da 


(1209) | R,= r/sen0, | 


la lunghezza del lato 40 è 
dl, =rdy = R, sen 0 - dp; 
il lato dd = d'l, differisce 
da dl, di un infinitesimo 
del secondo ordine. 

Gli sforzi interui che 
agiscono sui quattro lati 
dell’elemento sono rappre- 
sentati nella fig. 1422 b). 
Come si è detto nel nu- 
mero 656 a), lo sforzo tan- 
genziale Tia = 718 (nel piano dell’elemento) è nullo. 

Per l’equilibrio dell’elemento abed in direzione della normale 2 (positiva 
in fuori) alla superficie media della membrana, la somma delle componenti 


Fig. 1422. 


(!*) La sezione meridiana (che ha il centro di curvatura O: oltre l’asse 00 o prima di esso, 
secondo che la curvatura cala o cresce a partire dal vertice) e la sezione normale al meridiano 
(che ha il centro di curvatura 0, sù 00) sono le sezioni principali della superficie media della 
membrana nell’intorno considerato. Gli inversi 1/R, e 1/R, dei loro raggi di curvatura sono le 
curvature principali della superficie nell’intorno stesso. 
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secondo 2 degli sforzi interni dev’essere uguale e contraria alla componente 
delle forze esterne. Gli sforzi S,dl, ed (8,+ 48,)d"l: sono inclinati tra lore 
dell’angolo 40; per cui, a meno d’infinitesimi di ordine superiore, la somma 
delle loro componenti secondo — è S,dI, : 40 (!*). Analogamente, gli sforzi 
Sdl, hanno la risultante nel piano del parallelo, che vale SdI, + dy; per 
cui la componente di questa secondo —z è S,4/,dy sen 0. Se Z è la com- 
ponente secondo < delle forze esterne, per unità di area di membrana, 


positiva se rivolta in fuori, la forza esterna è Zdl,dl,. Quindi dev'essere 


814,00 -+- S,dl,dy sen 0 = Zal dl, , 


ossia 
81° Ra, sen 0 dy + d0 + S.- R,d0-dpsen0 = Z- R,d0- R,sen0dy. 
Dividendo per dy d0 sen 0, si ottiene 


Sila + Sal, = ZRta, 
ossia (14) (15) (19) types 


(1210) 


dristte 


Sprrio le fia 


V 


(*) Lo sforzo Sd, è inclinato di 90° — 48/2 rispetto alla normale £, per cui la sua compo- 
nente secondo —£ (fig. 1422 c) è Sd, cos (90° — 40/2) = Sidla sen dì/2 = S:did?/2; e questa è 
anche la componente di (9, + 451)d'73, a meno di infinitesimi di ordine superiore. Quindi la somma 
dello due componenti è 2.5,d7,49/2 = S1d7,d8. 

Si può anche dire che (a meno di infinitesimi di ordine superiore) la risultante di tali sforzi 
è diretta secondo —s (fig. 1422 e’) o vale Sdi. dI. 

(*) La (1210) si deduce anche nel modo seguente, che ne pone meglio in evidenza il signi- 
ficato. Ricordando la (91) (che vale non solo per un anello circolare, ma anche per un anello di 
raggio variabile, nota 15), la striscia di membrana secondo il meridiano, di larghezza unitaria, 
equilibra una pressione normale (cioè secondo 2) di valore p, = S/R,. La striscia secondo la se- 
zione normale al meridiano (nota 5), pure unitaria, equilibra una pressione normale di valore 
Pa = S3/Rs. Perciò entrambe le strisce fanno equilibrio a una pres- 
sione totale Z = p = p1+ pi Si/R1+ S/Pa. La (1210) è l’equiva» 
lente della (91) nello spazio. 

Questo ragionamento considera S: come agente sulla striscia d 
disposta secondo la sezione principale normale al meridiano, anzichè 
sulla striscia @ disposta secondo il parallelo; ciò che è lecito, perchè 
in un punto 4 le due strisce sono tangenti tra loro (fig. 1423), cioè 
si confondono avendo la stessa direzione, e hanno la stessa sezione 2 
attraverso la quale agisce S:. Si usa chiamare S: sforzo secondo il Fig. 1423, 
parallelo, perchè lungo la striscia a si mantiene invariato, mentre 
lungo la striscia d varierebbe da punto a punto; e d’altra parte nella striscia d si ha sforzo nor- 
male puro soltanto nel punto A che essa ha in comune con la striscia a, ossia nel punto în cui 
ha la tangente orizzontale. 

(&) La (91) si può anche dimostrare nel modo seguente, che ne pone in rilievo la validità 
anche nel caso generale in cui il raggio r sia variabile e la pressione normale p sia diversa da punto 
a punto. 

Considerato un anello lungo uno di un tubo anche di sezione non circolare, ossia di raggio r 
variabile, e di esso un elemento uv = r d3 (fig. 1422 d), gli sforzi S devono fare equilibrio alla 


i 


Al ' 
of» d destoni 
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inencdo: o fRMaHUIE 
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La (1210) consente di determinare Ss quando si sia calcolato S, me- 
diante la (1208). Da essa si ricava 


- (1211) Sa = R(Z— 8 /B;). 
La (1210) si può anche scrivere nella forma 
id iL 
(1210) RT E. 3° 


c) Talvolta può essere utile (v. ad es. il n. 667) determinare anche lo sforzo 
Sa direttamente, cioè indipendentemente da S,. Considerato un parallelo generico 
mm (fig. 1424 a), se Q è il peso della parte sotto- 


& DD) stante, lo sforzo $, è dato (1208) da 8,= @Q/27r sen 0. 
Ò ha Se indichiamo con H la componente orizzontale di $j 
(per unità di larghezza della striscia meridiana, 


ossia per unità di lunghezza del parallelo), si ha 
H=$,co80=Q@ctg 0/27. 
K+d% » Posto 2rr - H=%l (insieme delle H lungo il pa- 
rallelo 2r7r), si ha 


(a) X=Qctg0. 


Supponiamo da prima che le forze esterne siano 
verticali (ad es. peso proprio della membrana, neve). Se d3 è l'incremento di 40 
corrispondente a un incremento dl lungo il meridiano (!°), dif genera nell'anello 
di parallelo largo dl (fig. 1424 b) uno sforzo $,d7 che, per la (91), è dato da 


Fig. 1424. 


Syal= fr = a, 
da cui 
1 dt_1 dQcetgl) 
Bird ie Io) 
(1212) °">a dda di 


Se invece le forze esterne hanno anche una componente orizzontale (nella 
direzione del raggio r dei paralleli), di valore g per unità di area, positiva se ri- 
volta in fuori, per la (91) la (1212) diventa 


(1212,) S = ed geà 


forza p-uv.1 = p.rd9-+1 = prd0. Quindi, per il ragionamento della nota 13, sf ha S49 = prdî, 
da cui S = pr. Lo sforzo S dipende soltanto dal valore locale di r e dal valore di p nel punto, e 
non dalle p agenti negli altri punti. Esso cresce con r, perchè quando r è grande i due sforzi S 
sono quasi allineati, e quindi per equilibrare prd0 = p-uv devono essere maggiori. 

Si suppone naturalmente che nell’anello non esista uno sforzo di taglio 7’, altrimenti a equi- 
librare pr d8 concorrerebbe non solo S ma anche d7°. Perciò l’anello dev'essere privo di rigidezza 
a flessione, oppure la sua forma dev'essere una funicolare della pressione p. 

(**) Questa equazione coincide con la seconda delle (1316) che valgono per le lastre, nella 
quale si ponga 7 = 0. 

In luogo dell’equazione finita (1208) si può usare un’equazione differenziale che st ottiene 
dalla prima delle (1316) ponendo 7 = 0. 

(?*) Se si ragionasse sulla spinta H per unità di lunghezza del parallelo, si dovrebbe tener 
conto non solo dell’incremento dH, ma anche dell'incremento dr. 
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Le (1212), (1212,) consentono di ottenere Ss, anche se non si conoscono Ri 
ed 3. Nel caso delle cupole la (1212) ha il segno meno. 
d) Variazioni termiche distribuite con simmetria radiale, e varia» 
bili con continuità lungo i meridiani, non provocano sforzi, come risulta 
dalle (1208), (1210). Si veda anche il n. 683. 


658. Considerazioni intuitive sul comportamento statico delle membrane (15), 


@) Nel caso di un filo infinitamente flessibile fissato alle estremità 
e soggetto a forze esterne agenti in un piano, sappiamo (n. 115) che tali 
forze sono equilibrate dal solo sforzo di trazione 8 agente nel filo purchè 
questo abbia la forma di una funicolare delle forze (v. anche la nota 60), 
Perciò esso, che per la sua estrema flessibilità non ha una forma propria, 
si dispone appunto secondo una funicolare. 

Se il filo ha una certa rigidezza, risulta ancora soggetto a trazione 
semplice 8 soltanto nel caso che la sua forma propria (cioè di origine) 
coincida con una funicolare delle forze esterne. Se invece esso ha una 
forma propria diversa, si deforma in modo da tendere a una funicolare, 
avvicinandosi tanto più a questa quanto più è flessibile; ma tale defor- 
mazione provoca momenti flettenti proporzionali alle variazioni di cur- 
vatura e al modulo di rigidezza XJ del filo. 

3) Una membrana, invece, ha sempre una forma propria anche se 
è infinitamente flessibile (tessuto, supposto naturalmente in tensione, 
cioè non floscio), perchè un cambiamento sostanziale di forma richiede- 
rebbe delle dilatazioni e, ed e. enormemente maggiori di quelle elastiche 
(si pensi ad es. a una membrana a forma di paraboloide o di cono che si 
volesse trasformare in una calotta sferica). Perciò si potrebbe dubitare 
che se essa non ha una forma tale da essere compatibile con le forze 
esterne date, queste non possano essere equilibrate dai soli sforzi normali 
S, ed S,. In altri termini, si potrebbe pensare che la membrana dovesse 
avere una forma speciale dipendente dalla distribuzione delle forze esterne; 
e che se non è tale, non si avesse l’equilibrio nel caso che la membrana 
sia infinitamente flessibile, o si avessero forti deformazioni accompagnate 
da momenti flettenti nel caso che abbia una certa rigidezza B a flessione. 

Ma in realtà il funzionamento di una membrana è sostanzialmente 
diverso da quello di un filo. Essa è sempre în equilibrio qualunque sia la 
sua forma e quali che siano le forze esterne, e l’equilibrio è possibile 
anche coi soli sforzi di membrana. Questo fatto è facilmente compren» 
sibile nel caso di una membrana di rivoluzione soggetta a forze esterne 
simmetriche. Infatti, le strisce secondo i paralleli sono in grado di fun- 


(!5) O. BELLUZZI, 1. e. nella nota 6, 


———______ 
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zionare come funicolari di una forza radiale (cioè secondo 7) uniforme, 
di qualunque intensità. Perciò queste strisce assumono una componente 
radiale delle forze esterne di valore tale da lasciare alle strisce meridiane 
(qualunque sia la forma del meridiano) quelle forze delle quali esse sono 
la funicolare. In altri termini, le strisce meridiane sono soggette alle 
forze esterne e alle risultanti radiali degli sforzi che a loro trasmettono 
i paralleli; e questi ultimi hanno valori tali che i meridiani risultano 
soggetti complessivamente a forze delle quali essi sono la funicolare. 
Pertanto l’equilibrio è sempre possibile; e quindi la membrana è esente 
da momenti flettenti se è infinitamente flessibile, oppure, non essendolo, 
se si considera inestensibile (abbiamo visto nel n. 656 che la variazione 
del raggio dei paralleli può provocare nei meridiani dei momenti flet- 
tenti modesti). 

Perciò non si presenta un problema analogo a quello che si ha negli 
archi (n. 416), cioò di determinare la forma che deve avere la cupola 
in relazione alla distribuzione dei carichi. 

Una conferma di ciò che si è detto è data dal fatto che si hanno 
due incognite S1 ed 9, e due equazioni di equilibrio (1208), (1210). 

Si ha dunque il regime statico più favorevole che si possa desiderare 
(analogo a quello delle barre tese o compresse), nel quale le o sono uni- 
formemente ripartite nello spessore e il materiale è utilizzato nel miglior 
modo possibile. 

0) Si potrebbe obbiettare che una bolla di sapone assume la forma sferica; 
e che un recipiente di caucciù a forma di ellissoide di rivoluzione (fig. 1425), s0g- 
getto a pressione interna uniforme, si deforma tendendo a di- 
ventare sferico. Per cui si potrebbe credere che a date forze 
esterne corrisponda una determinata forma della membrana (su- 
perficie funicolare), la sola atta a equilibrare le forze. 

Ma la bolla di sapone non ha una forma propria e può assu- 
mere perciò qualunque forma. Quindi si dispone secondo una 
sfera, che a parità di volume racchiuso ha la minima superficie 
(questa diventa minima per effetto della tensione superficiale), 

Nel caso del recipiente di caucciù, esso si deforma perchè 
è molto dilatabile. Dove i meridiani hanno una piccola curvatura 
assumono soltanto una parte piccola della pressione interna; quindi i paralleli 
ne assumono una parte grande, per cui si deformano più degli altri paralleli, e 
il recipiente tende alla sfera. Però non la può raggiungere, perchè allora avrebbe 
degli sforzi S,=$, costanti in tutti i punti, in contrasto con la dilatazione non 
costante che ha subito. Se invece il recipiente, sia pure flessibilissimo, è inesten- 
sibile, esso conserva la sua forma, e tuttavia è in equilibrio. 

d) Pertanto, come si è detto nella nota 9, le strisce secondo i pa- 
talleli esercitano un’azione di cerchiamento sulle strisce secondo i meri- 
diani, in virtù della quale le forze esterne fanno subire a queste ultime 
delle deformazioni molto piccole. Quindi tale azione fa sì che le mem- 


Fig. 1425. 
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brane possano sopportare le forze esterne nonostante la rigidezza nulla 0 
piccolissima delle strisce meridiane. 

Queste ultime non sono in grado di trasmettere 2 distanza le solle- 
citazioni trasversali; comunque, tale trasmissione sarebbe subito frenata 
o smorzata dall’azione di cerchiamento suddetta. Le principali conse- 
guenze sono lo smorzamento rapido delle sollecitazioni dovute ai vincoli 
(n. 659), e il fatto che le deformazioni elastiche più importanti dipendono 
soltanto dai valori locali degli sforzi S, ed Si, (n. 670 a, db). 

e) Se la membrana ha una forma qualsiasi (non di rivoluzione), 
l'esame intuitivo è molto meno semplice. Tuttavia anche in questo caso 
generale l'equilibrio fra i soli sforzi di membrana (cioò senza momenti) 
e le forze esterne può sempre sussistere, come vedremo nel n. 674 a). 


659, Le sollecitazioni locali nello mombrane. 


a) Gli sforzi di membrana di cui si è detto nel n. 656, che si deter- 
minano mediante le (1208), (1210) e che costituiscono il così detto re- 
gime di membrana, sussistono in ogni punto, cioè fino al bordo, e non 
sono accompagnati da momenti sensibili, soltanto nel caso in cui il bordo 
stesso sia vincolato in modo da non alterare gli sforzi che si avrebbero 
nella membrana estesa indefinitamente (cioè non limitata da un bordo). 
Perchò ciò accada, i vincoli devono essere tali da trasmettere alla mem- 
brana gli stessi sforzi che le trasmetterebbe il prolungamento della mem- 
brana stessa, che si pensa d’aver soppresso; cioè devono trasmettere 
soltanto lo sforzo $, di meridiano (supposto che il 
bordo o contorno coincida con un parallelo). 

Ciò richiede che la reazione del vincolo non a) 

abbia una componente nella 
direzione 2 normale alla su- 
perficie della membrana, nò 
un momento rispetto alla 
tangente al contorno. Quindi 
il vincolo dev'essere costi- 
tuito da appoggio articolato 
e scorrevole sopra una sede 
conica coassiale con la membrana e che la incontra 
normalmente (fig. 1426 a); oppure, ciò che è equi- 
valente, da tiranti pendolari diretti secondo le 
tangenti ai meridiani (fig. 1426 b). 

3) Invece quando il contorno è scorrevole 
sopra un piano orizzontale (fig. 1427 a), e l’ineli- 
Fig. 1427. nazione 0, al contorno stesso è diversa da 90° 


Fig. 1426, 


A 


252 CAPITOLO VENTISETTESIMO 


(oppure nel caso della fig. 1427 c), la reazione V, verticale, si può decom- 
porre in una componente $, secondo la tangente al meridiano, che coin- 
cide con lo sforzo 8, di meridiano (perchè ha la stessa componente ver- 
ticale), e in una componente orizzontale H, (fig. 1427 Db), che è in più 
della componente uguale e contraria posseduta da 8, Questa H, provoca 
un’alterazione del regime, di membrana, ossia genera anche delle solle- 
citazioni di flessione e di taglio. Però queste sono Vocali, cioè hanno 
valori considerevoli soltanto a piccole distanze dal contorno, e si smor- 
zano rapidamente al crescere della distanza. 

Un comportamento analogo si ha quando îl contorno è rinforzato 
da una trave ad anello di cintura che può scorrere sopra un piano oriz- 
zontale (fig. 1428 a). In questo caso, oltre alla reazione verticale, si ha 
anche una reazione orizzontale opposta dall’anello, 
che in generale non coincide con la componente 
orizzontale H, di 81; ciò che altera il regime di 
membrana (1°) (20), 

Lo stesso dicasi quando il contorno è vincolato 
al suolo con un’articolazione (fig. 1428 b), che si 


oppone alla libera dilatazione o contrazione dei 
TA paralleli prossimi al contorno. 
Se il contorno è incastrato (fig. 1428 c), si ha 


Fig. 1428. anche un momento d’incastro, il cui effetto è 
pure locale. 

Nonostante la presenza delle suddette alterazioni, si calcolano in 
ogni caso gli sforzi di membrana, salvo poi tener conto separatamente 
delle sollecitazioni locali (*), delle quali ci occuperemo estesamente nel 
Cap. XXVIII. 

c) Sollecitazioni locali della Stessa natura si hanno anche in altre 
circostanze, 


_——_—__ 


(**) Per comprendere meglio questo fatto consideriamo una cupola a forma di calotta sfe- 
rica notevolmente ribassata, cioè tale che al contorno gli sforzi Sy siano di compressione (es. 1292). 


1 paralleli prossimi al contorno tendono a restringersi per effetto di Ss (nota 20). Essendo questi 
solidali con la trave, csisterà una forza orizzontale mutua Ho capace di rendere uguali le due 
deformazioni, la quale altera appunto il regime di membrana. 

Questa forza è assai minore se la cupola è meno ribassata, cioè tale che S, sia di trazione, 
® può anche risultare nulla (o anche invertita). 

(*) Si potrebbe pensare che Sì, che agisce rivolto in fuori sull’anello d’imposta, corrispon- 
desse nella cupola a una tendenza del parallelo d'imposta ad allargarsi (come negli archi). Invece 
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Hsse possono essere provocate da forze (o da coppie) concentrate 
lungo un parallelo. Più in generale, da forze, o da variazioni termiche, 
discontinue in corrispondenza di un parallelo. 

Anche le discontinuità nella forma del meridiano provocano delle 
sollecitazioni locali, che dipendono dalle discontinuità che ivi subiscono 
gli sforzi S, ed S, (n. 663 a, e Cap. XXVIII). 

d) Come vedremo nel Cap. XXVILI (nn. 680, 698 a), queste solleci- 
tazioni sono locali, cioè non si trasmettono a notevoli distanze dal luogo 
d’origine, e perciò lasciano praticamente inalterato il regime degli sforzi 
nella maggior parte della membrana, Tuttavia esse possono provocare 
tensioni locali pericolose, e costituiscono perciò la causa principale della 
maggior parte delle lesioni. Quindi è necessario calcolarle con la mas- 
sima cura, e studiare tutti i possibili accorgimenti per attenuarle. 

L'esistenza di momenti locali in prossimità del bordo non è in contrasto col 
n. 656 5), perchè là si consideravano gli effetti dovuti ai carichi distribuiti in 
modo continuo, mentre questi momenti sono dovuti a comportamento discon- 
tinuo. D'altra parto questi momenti non richiedono grandi variazioni Ar del 
raggio r dei paralleli, che sarebbero ostacolate dalla resistenza delle strisce 
parallelo, poichò la curvatura dei meridiani può subire variazioni considerevoli 
anche con Ar piccole, se dr varia rapidamente, specie fra valori positivi e negativi. 


660. Caso dei serbatoi per gas. 


Spesso un recipiente è sottoposto a una pressione normale p uniforme 
in tutti i punti della parete (dovuta a un gas), nel qual caso si ha Z = p. 
Se tagliamo la parete in corrispondenza di un parallelo qualsiasi di 
raggio r, la risultante (verticale) della pressione p sulla parete sottostante 
è uguale a p per la proiezione orizzontale della parete stessa, che è 77°. 
Perciò la forza Q che figura nella (1208) vale Q = par, e si ottiene (r = 
= R, sen 6) È 
pr VIZATI 
(1213) Bi Ssang a * 


Essendo Z = p, le (1210), (1210,) diventano 
tà 


4 * 


, Ù Si Sa Ii 2 
(1210), 1210) p+a=® ta 
Per la (1213), nella (1211) possiamo sostituire 28, a ZR, = pR.; per 


cui si ottiene 
a È. Di pRr Ri 
(1214) A 8, (2 zi) = 5 (a Ta) 


Nel caso dei serbatoi per gas la rottura presenta un pericolo maggiore 
che nei serbatoi per liquidi, essendo accompagnata dallo scoppio; per 
cui è prudente adottare un carico di sicurezza % modesto. 
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Esercizio 1271. — Recipiente sferico soggetto a pressione interna uniforme p. 

Soluzione. In questo caso si ha E,= R.= B; per cui la (1213) e la (1214) 
danno S, = S1 = pE/2, in armonia con la (120). 

Se invece si ha presente che S, = S,= $, basta la sola (1210‘), che diventa 
2(S/E) = p. 


Esercizio 1272, - Recipiente cilindrico Soggetto a pressione interna uniforme p. 

Soluzione. In questo caso si ha E, = 00, È, = r; per cui nella (1210’) rimane 
la sola incognita Sx e si ottiene direttamente S, = Pr, in armonia con la (91). 
La (1213) dà S1= pr/2, in armonia con l'esercizio 89, 


Esercizio 1278. — Un recipiente ha la forma di un ellis. 
soide di rivoluzione di asse 00 (fig. 1429). Calcolare gli 
sforzi S, ed S» provocati dalla pressione uniforme p. 

Soluzione. Dalla Geometria differenziale sappiamo che in 

Fig. 1429, un punto generico di un cllissoide di rivoluzione di semiassi 
@ e b, nel quale la tangente al meridiano è inelinata dell’an- 
golo 0, i raggi di curvatura sono dati da 


ab? a 
Zi= (a? sen? 9 + b° cost gp ? Pa= (a? sen? 9 + b* cost gyi7à * 


oppure, mediante le coordinate cartesiane del punto, 


bi ‘aty24- b1g2)/2 
F= Ra, Ry= (Ea 


In un punto di un parallelo di raggio r = £, lo sforzo S, è dato dalla (1213). 
Quindi, noti R, ed Pt, nel punto, la (1214) dà Sy. 
Nel vertice v si ha P,=F,=a8b,e quindi 


= g,= PE: _ pat 
fas 203% 
uguale al valore che si ha nella sfera di raggio a moltiplicato per a/b). 
8° aggi 
In un punto dell’equatore si ha R,=%/a, Ri=a, è quindi 


per cui risulta 8,20 secondo che a 2, a£ V2b. 
Se db = a (sfera), si ritrova dappertutto Si = 83 = pa/2. 


Esercizio 1274, — Determinare gli sforzi 8, ed $, in un recipiente a forma di 
toro (fig. 1430) Soggetto a pressione uniforme p. 
Soluzione. Se si taglia il recipiente con un 
piano normale all’asse 00 e si considera l’equi. È) 
librio di una delle due parti, come nel n. 657 a), - 


si ottiene un’enuazione più complessa, che con- 8 Sn 0° Sy 
tiene due divvrsi valori di #1 (lungo il contorno Fig. 1430, 
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esterno e lungo quello interno della sezione che si è fatta). Per ottenere un’equazione 
con una sola incognita, consideriamo invece l’equilibrio della porzione di parete 
compresa fra un parallelo generico mm e il parallelo più basso uu. Nei punti di 
quest’ultimo agisce lo sforzo $,, orizzontale, che non ha influenza sull’equilibrio 
in direzione verticale; per cui l'equazione risulta 


S,sen 0 -2ar= pa —a), 


da cui 


__ p(*—a') _p(rta) r-a _p(rta), pb ICA 
81 = “are Ò — 2 sen? 2r i 3(1+ 3) 


Nei punti A della gola del toro si ha max S, = (pb/2)(1+ a/r,). Nei punti B si 
ha min S, = (pb/2)(1+ a/r,). Nei punti « e v si ha S1 = pb (2). 

Per ottenere S, non si possono usare le (1214), perchè non valgono quando 
il recipiente è tale che un piano normale all’asse 00 lo taglia secondo due paral- 
leli (non valendo la (1213)). Perciò usiamo la (1211), che equivale all’equazione 
generale (1210). Avendosi nel nostro caso R, =, Ea =7/sen0 =rb:(r—a), 
si ottiene 


PRBRNRIE ca pb a\1]_ pb 49 pbr r—-a _pb 
= _p-E(1+ a] = 2 (1 2r Tq-a 2r 2 


costante in tutti i punti della parete (come nel tubo diritto, es. 89). 


Esercizio 1275, — Un recipiente torico ha il diametro della gola uguale al dia- 
metro del corpo del recipiente, ossia a = 20. Calcolare le tensioni. 
Soluzione. Nei punti A, B, risulta 


max S,= 57ò, min 8, = 3 pb, Ss, = pb. 


Quindi la tensione c; vale max g, = 1,5pd/s, min o, = 0,83pb/s, g,, = pb/s. La 
tensione 0, è in tutti i punti uguale a 0,5pb/s. 

Se p= 10 kg/cmq, db = 40 em, s= 5 mm, risulta max o, = 1200 kg/emq, 
min 0, = 667 kg/emq, c,, = 800 kg/emq, 0, = 400 kg/emq. 


661. Caso dei serbatoi per liquidi. 


Il caso più frequente è quello dei serbatoi contenenti un liquido, che 
esercita sulla parete uma pressione normale Z = p variabile con legge 
idrostatica, 


(3?) Se il raggio a è molto grande rispetto al raggio è, il rapporto a/r è poco diverso da 1; 
per cui lo sforzo S; risulta circa uguale a pb in tutti i punti, in armonia con la (91) che vale nel 
caso del tubo diritto. 
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Tagliato il serbatoio con un piano orizzontale mm (fig. 1431), la risul- 
tante @ (1208) delle pressioni p agenti sulla parete sottostante è uguale 
al peso y;V del volume Y di liquido nmvmn 
punteggiato nella figura. Per cui si ottiene 
(1208) (82) 

È V VILLA 
(815) Biegind ag 
Basta dunque calcolare il volume V tenendo 
Fig. 1431. conto della forma del recipiente che si 
studia e dell’altezza del liquido al disopra 
del parallelo mm considerato (4). 

Ottenuto lo sforzo Si, si calcola S2 mediante la (1211), ponendo Z = 

=p=ymn. 


Esercizio 1276. — Calcolare gli sforzi nella lamiera di un ser- 
batoio conico contenente un liquido (fig. 1433). 

Soluzione. In questo caso E, = co, per cui nella (1210) resta 
la sola incognita S2, che si può quindi calcolare direttamente. 


Ù 
Se h è l’altezza del parallelo mm che si considera, misurata dal PAD 
vertice v, si ha P, = (h/cos a)tg a; e quindi risulta Fig. 1433, 
S3 cos a ie, Le 4 tg a 
(a) Higa =Z=p= v(H—h), da cui S3= yMH — h) TA 


Il raggio r nel punto m è r= htga, per cui il volume V vale 


VET ma -3) = ME — 2/3) tg" a. 


(*) SI trascura il poso proprio del serbatolo. Quando esso sia considerevole, basta aggiun- 
gere al peso y,}/ quello della parte sottostante del serbatoio. 
(*) Il volùme V è la somma del volumo 7, che sta al disotto del piano orizzontale mm del 


forma qualsiasi, si può calcolare 7, come somma dei volumi dP, di dischi di altezza dy' (fig. 1432 a), 
oppure dei volumi 47, di corone cilindriche di spessore d? (fig. 1432 Db). Si ha così nei due casi 
h r 
(1216), (1216) Pi= (età, oppure P,- f 2r0vdo. 

0 0 


Per calcolare questi integrali basta conoscere l’equazione 0 = e(v°) del meridiano (y° profondità 
al disotto del parallelo mm considerato). Il vo- 
lume V3 è dato da ar —A). Quindi si ha 
V=V+V. 

Indicando invece con y la profondità sotto 
la superficie libera del liquido, l’intero volume 7 
è anche dato da 


Fig. 1432. 


r 
(217) F = f 2acudo, 
Ul 


Se Il livello del liquido è più basso del parallelo mm considerato, il volume Y coincide col 
volume totale 7, del liquido, 
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Quindi (1215) si ottiene (sen @ = cos a) 


yvth*(H —2h/3) tg? a nl — 2h/3) tg a 
2ahtg a cosa 2 cosa” 


© 8,2 
Uguagliando a zero le derivate rispetto ad 4, si trova che S, è massimo per 
| h = H/2 e che 8, è massimo per & = 3H/4. Questi massimi valgono 


tga 
cosa” 


s 3 
(0), (4) max Sy = + Be dos Massi = gr 


Esercizio 1277. — Determinare l’angolo a che deve avere un serbatoio conico 
di data capacità Y, affinchè il volume v della lamiera risulti minimo. 
Soluzione. Per la (0) dell’esercizio 1276, deve risultare (% carico di sicurezza) 


SA _ 
(a) MAREUSIOR gg POST. Mie 


Il volume del serbatoio è 


naRH _nH° tg a 
(0) patate, 


Il volume v della lamiera è il prodotto dell’area laterale 277E - 1/2 per lo spes- 
sore 8; per cui, essendo Z7 = uv = H/cosa, si ha 


(0) sos _ arnie Ed, 
2 cos a a cosa 


Ricavando s dalla (a) e sostituendo nella (c), si ha 


adi tg? a. 
(a) VS H' costa costa 


Ricavando tg? a e 1/cos* a dalla (5) e sostituendo nella (d), si ottiene 


tgta= 775° Costa Larita nH3 
Pa REA MELA", 


Il volume v è minimo se la sua derivata rispetto ad 7 è nulla, ossia se 


3rH*— (37 +n1)2H=0,  dacui H=y6Va= 1247. 


Sostituendo H nelle relazioni precedenti, si ottiene 


onin= 140% Vv VT, e=033%v7i, uu, a= 350. 


= 


Esercizio 1278. — Calcolare gli sforzi nella lamiera di un serbatoio pieno di 
liquido, avente la forma di una semisfera appesa lungo l’orlo (fig. 1434 a). 


258 CAPITOLO VENTISETTESIMO 


Soluzione. Consideriamo un parallelo generico mm corrispondente all’angolo 0. 
Essendo 0 = Esen®, y= Rcoso, la (1217) dà 


Ci 
14 = f2r0vdo = 2° [ cos? @ sen @ do=(2/3)mE"(1—cos? 0). 
ò 


8 VAA vi? 1—-cos80 _ vB? .14+ cos 0+ cos? @ 
; ® S1=3rk son 0 3 1—cos@ 3 1+ cos @ & 


R K 
=“ Sostituendo $, nella (1211), si ottiene poi 
E° 2c08°0+2c080—1 
Fig, 1434, Ss= pR—S,= ylè cos0-R—S, di ° patina 9 è 


Nel punto v più basso (0 = 0) risulta Si= Sa = y1E°/2 = PmaxB/2. Nei punti 
più alti (9 = 90°) risulta S,= viB°/3, S= — y:E®/3 (compressione). L’inversione 
di S, avviene per 0 = 68030” 


Esercizio 1279. — Il serbatoio semisferico dell’esercizio 1278 contiene liquido 
soltanto fino all’altezza & < R dal fondo (fig. 1434 b). 
Soluzione. Consideriamo da prima i punti al disopra del liquido. Il volume 
di questo è 
V,= (xE°/3)(2— 3 cos 0, + cos? 0). 


Quindi per 0>@, risulta (1215), (1211) (p= 0, R,= R. = R) 


_ Yi? 2—3 080, + cos 0, dà 
Si 6 sen? 9 , Medi 

Consideriamo ora i punti al disotto della superficie libera del liquido. Dagli 
sforzi S1 ed S, trovati nell’esercizio 1278 basta togliere il termine costante p'R/2 
(es. 1271), dove p'= y(B—h)= y;R così, è la pressione costante che allora 
esercitava il liquido che era al disopra dell’attuale superficie libera. 


Esercizio 1280. -— Recipiente a forma di calotta sferica (fig. 1434 c). 

Soluzione. Anche in questo caso si può procedere come si è detto nel secondo 
capoverso dell’esercizio 1279, ossia togliere dai valori di $, e di 83 trovati nell’e- 
sercizio 1278 il termine costante p'R/2= V(È— f)R/2 relativo al liquido che manca 
per giungere al livello del centro O della sfera. 


Esercizio 1281. - Un recipiente cilindrico con fondo semisfe- 
tico (fig. 1435) contiene liquido fino all’altezza &' sopra il centro Q R 
della semisfera. 
Soluzione. La colonna liquida A’ che è al disopra del centro 0 Fig. 1435. 
produce in tutti i punti che sono al disotto di 0 la pressione co- 
stante p’=yh' (in più di quella variabile prodotta dal liquido contenuto nel 
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fondo semisferico). Perciò gli sforzi S, ed S, nella lamiera del fondo semisferica 
si ottengono aggiungendo ai valori trovati nell’esercizio 1278 il termine (es. 1271) 
p'R/2 = yNR/2 (8). 

In un punto della parete cilindrica, alla profondità y sotto la superficie libera 
del liquido, si ha (91) S,=pE=y,yE, per cui S, è proporzionale a y. Invece 4, 
è costante in tutti i punti, poichè la sua risultante S1, - 27 su qualunque sezione 
orizzontale deve fare equilibrio al peso y,V di tutto il liquido (?°). Quindi si ha 


S1-2aR=yV = y(R 4 27088/3), da cui S,= y:B(K/2+ R/3). 


Fsercizio 1282. — Idem. Come varia $, nel fondo semisferico all’attacco del 
fondo con la parete (es. 1281) quando varia 4°? 

Soluzione. Al valore Ss = — yxE*/3 trovato nell’esercizio 1278 si deve aggiun- 
gere y;h'R/2; per cui risulta S, = yE(h'/[2— E/3). Quindi S, è positivo, nullo, 0 
negativo secondo che &' 2/3. 


Esercizio 1283. — Recipiente parabolico pieno di 
liquido (fig. 1436). 

Soluzione. Il volume della porzione mvm di para- 
boloide è V, = 27r°4/2; quindi il volume V di liquido 
che pesa sulla porzione mvm di parete risulta (nota 24) 


rh h “i 
P=V+ ri Tao a1-3). Fig. 1498. 


L'equazione della parabola riferita agli assi 2 e g pervèg= ay H. 
Quindi nel punto m si ha 


do __R 1 R 1 2VHh 
ctg0==——=- — = , snd= ——-=—& =. 
de VI 2Vx 2VHh V1+ctg0 v4H4h+ 


Perciò (1215) si ottiene (r= R V 4/H) 


sa PgeE Md) _ 22( ira e = El. -1) Tirri 
Sì Trac) 71-35 avi ag I -3}vim+. 

Lo sforzo Ss si ottiene mediante la (1212,), che non richiede la conoscenza 
di 2, ed E,, e la sua espressione risulta 


VR 16HMH — h) + R°(2H — 3h) 


8 PAC 
i 8H v4Hh+ R? 


(%) Se invece il fondo è una calotta sferica di freccia }, dai valori di S; e di S, trovati nel- 
l’esercizio 1278 si deve togliere (es. 1280) y;(R — /)R/2, poi aggiungere y,l'£/2, essendo 7’ l'altezza 
del liquido al disopra dell’attacco del fondo con la parete ed R il raggio della sfera alla quale ap- 
partiene il fondo. Ossia a tali valori si deve aggiungere (v;/2)[N/—(R—/)], dove 9 (R—-N 
è l’altezza ” del liquido al disopra del centro O della sfera. 

(*) Si trascura il peso della lamiera. 
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Esercizio 1284. — Un recipiente ha la forma di un mezzo toro (fig. 1437 a), 
appeso lungo il bordo esterno e il bordo interno, ed è pieno di liquido. Determinare 
gli sforzi S,, Sa, S1,> Sa, in corrispondenza dei bordi. 

Soluzione. Per ottenere un’equazione con la sola incognita 81, 0‘con la sola 
S1,» consideriamo l’equilibrio in direzione verticale 
della porzione esterna al cilindro di traccia uvuv 
CA orse | a) (fig. 1437 b), e della porzione interna. Ricordando la 


(21), per il teorema di Guldino il volume di tali 
A porzioni è rispettivamente 


Es 2 
bio {91 v V,= mi - 2rr(a + 0,4244 d), 
\vig]__i15 \{} Ù 
Ù Ù v,= 7 2ala—0,42440). 
Fig. 1437. 


Quindi le equazioni di equilibrio risultano 


qb? ab 
81, <2ra + b)=y: 7 2r(a + 0,4244 b), 8, - 2r(a—b)=y, "7 2ma— 0,4244 b), 


da cui 
ab a—0,42446 
ua a-b —* 


Li | DI 
8,= pa 4 042445 


a VITE a+d Sy=7y 


Gli sforzi Sx 83, si deducono dalla (1211), ponendo Z == p = 0; per cui 
Sy, -B° RaJR,> 8, Sy «R/R, Nei punti dei due bordi si ha 
Ti, = b, Ts, =@0G+b, Ri, = b, Po, =—(a—b). Quindi si ottiene 


8,=-s,tt_ — ni (a+ 0,4244 5), 
S,=+ 9, a = vil (a— 0,424 5). 


Risulta S,,> 91, |1S,,]> Sg, Ades., perd = a/4siha $,/9, = 1,347, Sg/S3, = 
1,237 to) e a 4 ti Chedi 


662. Caso di forze simmetriche qualsiansi. 


Nel caso in cui la membrana sia soggetta a forze comunque dirette, 
però ancora dotate di simmetria radiale rispetto all’asse 00, il procedi- 
mento per il calcolo degli sforzi 8, ed S, è sempre lo stesso. Gli sforzi 
S, nei punti di un parallelo generico sono dati dalla (1208), dove Q è 
la risultante, diretta secondo 00, delle forze esterne agenti sulla por- 
zione di membrana situata da una parte del parallelo. Quindi, noto $,, 
lo sforzo S, è determinato dalla (1210), ossia dalla (1211). 

Se le forze esterne agiscono in piani normali all’asse 00, come ad es. 
la forza centrifuga nel caso in cui la membrana ruoti intorno a 00, si ha 
Q=0. Quindi risulta 8, = 0. Perciò si ha soltanto lo sforzo Sa, che è 
dato dalla (1211), ed è espresso da S1= R,Z = rZ/sen 0. 


P 
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Nel caso in cui agisca una forza P concentrata nel punto in cui l’asse 
00 incontra la membrana, e diretta secondo 00, nell'intorno di tale 
punto risulta $,= 00, perchè nella (1208) si annullano r e sen 0, men- 
tre Q rimane finito e uguale a P. In realtà però il valore di 8,, se pure 
elevato, è finito, perchè in pratica la forza P non è rigorosamente con- 
centrata, bensì agisce sopra un’area finita; per cui al contorno di que- 
st’area r sen 0 può essere molto piccolo, ma non nullo (*). 


Esercizio 1285. -— Recipiente sferico vuoto, di spessore s costante, appeso nel 
punto più alto e soggetto al peso proprio (fig. 1438 a). 

Soluzione. Se Ym è il peso specifico del materiale, il peso per unità di superfi- 
cie della membrana è yms. Tagliata la sfera secondo un parallelo 
generico mm, l’area della calotta sottostante è A = ?2xff= 
= 2xR*(1—cos 0); per cui, sostituendo Q=y84 nella (1208), 
si ottiene (r = E sen 0) 


1— cos 0 , Ym8E 

sen? @ 1-+ cosìì@° 
La componente del peso y,,s secondo la normale e è Z=y,,8 c08 0. 
Quindi, sostituendo nella (1211), si ha anche 


S1 = YnsE 


mR cost 0+cos 0—1 
Sy= RZ—S,= EYmn8 608 9-t =Yn8E a > 
8, è dappertutto positivo, mentre $, è positivo, nullo o nega- 
tivo secondo che 0 £ 51°50”. Nel punto di sospensione (9= 180°) Fig. 1488. 
$, ed S, diventano infiniti (n. 662). 
Gli stessi risultati, col segno cambiato, valgono nel caso della sfera appog- 
giata su di un piano orizzontale (es. 1292). 


Esercizio 1286. — Recipiente sferico teso da due forze P uguali e contrarie. 
agenti secondo un diametro (fig. 1438 b). 
Soluzione. Ponendo Q = P nella (1208), si ottiene 
N ra P 
1° 2arsen9  2rRsen?0" 
Essendo Z = 0, R, = R.= RP, la (1211) dà poi Ss=—WS, 
Gli sforzi diventano infiniti nei punti «, v. 


Ss 


Esercizio 1287. - Recipiente conico di lamiera, appeso lungo l’orlo e soggetto 
al peso proprio (fig. 1439 a). 

Soluzione. L’area della membrana al disotto di un parallelo generico mm 
è ar -r/cos0 e il suo peso risulta Q@ = yns -27°/cos 0. Perciò la (1208) dà 


S1= Ymsr/sen 20 . 


(@&) Anche nel caso delle lastre piane sappiamo (n. 614) che lo sollecitazioni infinitamente 
grandi che si avrebbero sotto un carico concentrato P, in pratica sono attenuate perchè P è 
sempre ripartito sopra un’area piccola ma finita. 
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Essendo Z = yms cos 0 ed R,= co, la (1211) dà 
Sa = RZ = (1/50 0) png cos9 = ynsretg0. 


In funzione dell’altezza % sopra il vertice v e dell’angolo a, 
si ha anche 


81= Ymsh/2 cost a, 81 = Ynshtg* a. 


Esercizio 1288. — Recipiente conico soggetto a un carico P 
agente nel vertice e diretto secondo l’asse (fig. 1439 D) (se è di. 
retto diversamente, v. es. 1340-1342). 

Soluzione. Ponendo Q = P nella (1208), si ottiene S,= 
= P/2xr sen 0 = P/2rh sen a. 

Fig. 1439, Lo sforzo S, è nullo, perchè nella (1211) si ha Z=0, R,=0c0. 


Esercizio 1289. — Un recipiente sferico vuoto ruota intorno a un diametro 
con velocità angolare @. Determinare gli sforzi provocati dalla forza centrifuga. 
Boluzione. Se Ym è il peso specifico del metallo della lamiera, di spessore s, 
e se g è l’accelerazione della gravità, la massa per unità di superficie è y,,5/9. 
Quindi la forza centrifuga per unità di area, in corrispondenza di un parallelo 
generico, è 
P = (Ym8/9)"0® = (Ym8/9)B0® sen 9 . 


La I° agisce nei piani normali a 00, per cui si ha dovunquo Q= 0. Quindi 
(1208) lo sforzo S, risulta nullo. 
La componente Z vale Z = sen 0. Quindi la (1211) dà 


Sy = RZ = VSTi ona g = Pasta 
9 


Questo risultato si poteva scrivere immediatamente, perchè mancando $, si ha 
(91) S = Fr = (Ynsro*/g)r. 

Si suppone che i poli possano scorrere liberamente lungo l’asse di rotazione, 
consentendo la deformazione elastica (es. 1314), perchè se fossero impediti di 
avvicinarsi nascerebbero due reazioni che modificherebbero il regime degli sforzi 
trovati. 


663. I serbatoi cilindrici con fondi convessi. 


I serbatoi cilindrici di lamiera hanno di solito il fondo (se per liquidi) o i due 
fondi (se per gas) di forma convessa (fig. 1440). In tali fondi si 
hanno delle discontinuità nel valore di S,, e talvolta anche in 
quello di S,. Inoltre può accadere che lo sforzo Ss risulti di 
compressione anzichè di trazione; ciò che può causare un cor- 
rugamento della lamiera per instabilità locale dell’equilibrio. 

Esaminiamo da prima tali discontinuità nel caso generale, Fig. 1440. 
per tenerne conto poi nel caso dei fondi convessi. 

a) Discontinvità. Se in una membrana di rivoluzione il raggio R, dei me- 
ridiani ha una discontinuità in corrispondenza di un dato parallelo, senza che 
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sia discontinuo l’angolo 9 (la tangente è comune alle due parti del meridiano), 
lo sforzo S, è continuo, mentre è discontinuo Sy. Infatti, S, è continuo perchè 
l'equazione di equilibrio (1208) della parte di membrana ottenuta tagliandola se- 
condo un parallelo immediatamente prima o dopo la discontinuità è la stessa 
e dà lo stesso valore di S;. Invece S, è discontinuo perchè nella (1210), dalla 
quale si deduce S, quando è già noto $,, il raggio R, ha valori differenti prima e 
dopo la discontinuità. Se R,, Ri ed S,, Si sono i valori subito prima e dopo la 
discontinuità (R, è uguale), si ha 


RENI E | i n Bo Wi (i-7 
(1218) = te. RE da cui Si Sa= Si Eiz mm) 


Se invece i meridiani hanno una cuspide in corrispondenza di un dato paral. 
lelo, cioè se è discontinuo l’angolo d’inclinazione 0? della tangente, non solo è 
discontinuo S,, ma anche S,, come si riconosce osservando la (1208) o la (1215). 

Lo discontinuità suddetto provocano anche dei momenti flettenti secondo i 
meridiani, che tuttavia si smorzano a breve distanza, come si è già accennato 
nel n. 659 5, c) (v. il Cap. XXVIII). 

Nel passaggio dalla parete cilindrica di un serbatoio al fondo convesso si ha 
una discontinuità nel valore di R,; perciò, se il fondo è raccordato col cilindro, 
$; è continuo ed S, è discontinuo. Inoltre, se i meridiani del fondo sono costi- 
tuiti da due o più parti raccordate tra loro, nei raccordi si ha una discontinuità 
analoga. Se invece il fondo forma un angolo con la parete cilindrica, è disconti- 
nuo anche 81. 

b) Compressione secondo î paralleli. In un serbatoio di lamiera, contenente 
un gas a pressione p, lo sforzo S, si deduce da S, medianto la (1214): 


$& Pi (0-2. 


«i 1 


Perciò lo sforzo S, risulta positivo, nullo o negativo secondo che 
(1219) R/R,$2. 


Volendo evitare che Ss risulti di compressione, basta dunque far sì che do- 
vunque si abbia R; > ./2, ossia P, > r/2 sen 0. 

e) Corrugamenti della lamiera e modo di evitarli. Dove Sg risulta di compres- 
sione e ha valori abbastanza alti, se la lamiera è molto sottile l’equilibrio diventa 
facilmente instabile, per cui si manifestano dei corrugamenti 
della lamiera, che s’increspa secondo i meridiani. Dopo di che 
la compressione si riduce quasi a zero. 

Per evisare nel modo più sicuro tale fenomeno, basta 
evitare che Ss diventi negativo. Ad es., nel caso dei fondi 


a “dNIT - 


loi 


convessi si può porre la condizione Ss = 0, ossia R, = R./2. R p 
La forma che assume il fondo si ottiene in modo molto sem- ali 
plice per via grafica: partendo dal raccordo a (fig. 1441), rig iui 


dove R,= R, si traccia un archetto ab con centro o, nel 
punto di mezzo di R; in b si ha E, =0b, per cui si traccia un secondo archetto 
de con centro 0j nel punto di mezzo di 03b; e così di seguito. 
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L'altezza H del fondo risulta (*) H= 0,6. Nel vertice del fondo risulta 
però E, = E,= 0, e per conseguenza (1213) lo sforzo 8, è molto elevato. Perciò 
conviene modificare la zona centrale, assegnandole un raggio finito. 

Nel caso del fondo con meridiani ellittici, con semiassi a= R e b= H, es- 
sendo nel raccordo E, = b?/a (es. 1273), dev'essere YZ = RI 2 = 0,7E affinchè 
risulti S, = 0 nel raccordo stesso. 


Esercizio 1290. — I fondi convessi di un serbatoio cilindrico (fig. 1442) hanno 
la calotta centrale do sferica, di raggio E, = R,= 150 em, e la parte anulare 
ab di raggio R,= 25 em. Il raggio della parete cilindrica è 
F I° R= 80 cm. Calcolare gli sforzi provocati dalla pressione uni- 
assai forme p = 24 kg/cmq. 

3 I Soluzione. Parete cilindrica: 


8, = 24 80/2 = 960 kg/em, S,= 24-80 = 1920 kg/em. 
Calotta sferica: 


la 


Y S,= S,= 24-150/2 = 1800 kg/em. 
signi Parte anulare, in a: 
Si = 24-80/2= 960 kg/fem, —5,= 960(2— 80/25) =— 1152 kg/em; 
e in bd (1213): 
81 = 24 150/2= 1800 kg/em, 8,= 1800(2— 150/25) = — 7200 kg/om. 
La condizione E, > R,/2 non è soddisfatta nè in a nò in d. 


664. I serbatoi di uniforme resistenza, 


a) Determiniamo la forma che devono avere i meridiani di un serbatoio 
per liquidi, affinchè le due tensioni principali 0 e 03 risultino uguali tra loro e di 
valore assegnato % costante in tutti i punti della parete (2°). Gli sforzi S, ed S, 
dovranno pure risultare uguali e di valore costante S = %s. Quindi la (1210) 
diventa (Z = p = yy, dove y è la profondità sotto la superficie dell’acqua) 


(a) L41274, 


La (a) lega i raggi R,, E, tra loro e con la profondità variabile y, e determina 
la forma della superficie media della parete, ossia dei meridiani. È facile trasfor- 
mare la (a) in un’equazione differenziale del secondo ordine con la funzione inco- 
gnita r= r(y), esprimendo R, ed E, mediante il raggio r dei paralleli e le deri- 
vate dr/dy, d*r/dy?. Tuttavia l’equazione che si ottiene non fornisce una soluzione 


(*) T. POSCHL: Berechnung von Behùltern, Berlino, Springer, 1926, $ 9. 
(®) Quindi (n. 656 c) la tensione tangenziale non è nulla soltanto nelle sezioni normali ai me- 
ridiani o ai paralleli (r11= ts = 0), ma è nulla in ogni sezione comunque diretta, 
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in termini finiti e atta a un'utile discussione; per cui è preferibile integrare diret- 
tamente la (a), usando il seguente procedimento grafico molto semplice (39). 

b) Se H è l’altezza del serbatoio, sostituiamo le lunghezze y, E, Ex, r con 
le quantità prive di dimensioni 


n= y/H, 0,= E/H, 023 


o=7/E 


(che sono i valori di y, R,, È, rin un serbatoio di altezza H = 1). In tal modo 
la (a) diventa 


1,1 %H? 1 
b) —+—=4-Nn=0nN, d: —=an——, 
(5) CALI gs n= a cui 7 an da 
dove 
(e) a= y;H°!S. 


Il parametro a è privo di dimensioni, come si verifica facilmente. 

La forma del meridiano dipende dal valore di a, che si assume secondo la 
forma desiderata. 

Rappresentata l’altezza H = 1 ad es. con 20 cm, per tracciare il meridiano 
si comincia dal punto più basso v (fig. 1443), nel quale si ha 0,=@2 ed 7= 1. 


Fig. 1443. Fig. 1444. 


Il valore 0, comune di 0, © 0» è dato dalla () e risulta 0, = 2/a. Con raggio 0, 
(misurato con l’unità 20 em = 1) e centro o, si traccia un archetto va. Nel punto 
a è ancora 0, = 0,4 = 0» ® si ha una profondità 7 che si misura. Quindi si cal- 
cola il nuovo valore di 0, mediante la (5), poi con raggio g, e centro 01 si traccia 
un secondo archetto ab. Nel punto è si ha g, = 050 e una nuova profondità 7. 
Quindi si calcola g; e si traccia un terzo archetto de con centro 01°. E così di se- 
guito. 


@) T. PòscHL: Veber die Form der Behdlter gleicher Festigl:eit, « Der Bauingenieur », 1924, 
n. 22; oppure si veda il $ 6 del volume dello stesso citato nella nota 28. 

Si veda anche E. Casati: Equilibrio statico dei grandi serbatoi d’acqua ecc., Cap. X, Torino, 
Bona, 1913. 
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Nella fig. 1444 sono rappresentate le varie forme che assume il meridiano 
per i valori di a= 2-4... 10 (*). Per a>6,8 il serbatoio presenta una strozza- 
tura, tanto più marcata quanto maggiore è a. 

c) Il volume Y del serbatoio si ottiene nel modo più semplice uguagliando 
il peso y,V del liquido alla somma delle componenti verticali di S lungo il bordo. 
Se 0, 0 0, sono i valori di 0 e di 0 in corrispondenza del bordo, si ha così 


viV = 27061 - S send. 


Ponendo V = vH®, dove v è privo di dimensioni, e tenendo conto della (c), 
si ricava la relazione 


(d) v= 2ro, send, S/yH? = 2r0o sen 0 /a. 


Misurati nella fig. 1444 i valori di o, e di @, per i diversi valori di a, si ottengono 
i seguenti valori di v: 


a = ll 2 3 4 5 i) 7 8 9 10 12 
v => 6,10 2,80 1,57 0,96 0,60 0,40 0,26 0,19 0,16 0,17 0,22 


Dato il volume V del serbatoio e scelta la forma che gli si vuole assegnare 
(fig. 1444), risulta noto il valore di a e quindi quello di v, mediante il quale si 


calcola l'altezza Y = / V/v. Conosciuta Z, dalla (0) si ricava il valore di S e 
quindi anche lo spessore s = $/k (% carico di sicurezza). Se invece sono dati 7 
e H, si ricava v = V/H? e quindi a, che definisce la forma del serbatoio. 

d) Quando la superficie libera del liquido non sia alta come il bordo del 
serbatoio, ma si abbia una maggiore pressione corrispondente a una colonna 
liquida di altezza a sopra tale bordo, se H è l’altezza del serbatoio si considera 
un’altezza H, = H+ a e si studia il serbatoio come se dovesse essere alto M,. 
Trovata la forma di questo, si taglia col piano orizzontale alto H sopra il fondo 
e si adotta la parte che sta al disotto di tale piano. Il serbatoio che così risulta 
è ancora di uniforme resistenza. 

e) Un tipo di serbatoio di uniforme resistenza, appoggiato in basso anzichè 
appeso in alto, è quello della fig. 1445. Esso ha una forma simile a quella 

che assume una goccia d’acqua sopra un piano orizzontale 

unto. L’uniforme resistenza di questi serbatoi richiede che 

anche nel vertice v la pressione abbia un valore p, > 0. 

Se p, diventa minore del valore che si è supposto nel pro- 

Ù - gettare la forma del meridiano, il funzionamento cambia 
Fig. 1445. sostanzialmente (°*) (*°). 


(*!) L'equazione (5) rappresenta anche la superficio di una goccia di liquido che esce da 
un foro circolare praticato nel fondo di un recipiente, quando in questo l’altezza del liquido 
sul fondo sia pressochè nulla. Il contorno del foro corrisponde al bordo del serbatoio studiato. 
(Si veda in proposito l’articolo di H. MinkowsxI: Kapillaritàt, « Encykl. d. math. Wissenschafe 
ten», vol V, pagg. 135 e segg.) Perciò si dice che questi serbatoi sono a forma di goccia. 

(**) Perciò, nel caso di serbatoi per carburanti, si deve mantenere p, invariata anche du. 
rante il prelievo, sostituendo il carburante prelevato con acqua sotto un carico opportuno. 

(33) Maggiori particolari su questi serbatoi si trovano nel volume di W. FLitoGr: Statik und 
Dynamil der Schalen, Cap. II, $ 2, Borlino, Springer, 1934; e in quello di S. TIMosHENKO: Theory 
of plates and shells, n. 75, New York, McGraw-Hill, 1940. 
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f) Nel caso di una membrana appesa lungo l'orlo posto in alto, o appog- 
giata lungo l’orlo posto in basso (cupola), soggetta soltanto al peso proprio, l’uni- 
forme resistenza (0, = 02 = cost = 4) si può realizzare soltanto se il meridiano 
ha una forma determinata e purchè lo spessore s vari in modo opportuno. Con 8 
costante l'uniforme resistenza non è possibile. 


Esercizio 1291. - Determinare le dimensioni e lo spessore di un serbatoio 
per acqua avento il volume V = 800 me, al quale si vuol assegnare la forma 
corrispondente ad a = 4 (fig. 1444). 

Soluzione. Ad a = 4 corrisponde v= 0,96. Quindi si ha 


H= Vo = y300/0,96 = V 833 = 9,41 m. 


Dalla fig. 1444 si ha che per a = 4 il raggio del bordo è 00 = 0,77 (se H = 1). 
Quindi il raggio effettivo risulta 


rr= Q0H = 0,77-941= 7,26 m. 
Il valore di S si deduce dalla (c): 
S = yill*]a = 1000 + 9,412/4 = 22140 kg/m = 221,4 kg/m. 


Quindi, se si assumo % = 1000 kg/emq, lo spessore della lamiera risulta s = Sk = 
= 221,4/1000 = 0,22 cm (che in pratica converrà aumentare notevolmente). 


665. Le cupole sottili. 


a) Le cupole abbastanza sottili sono praticamente prive di mo- 
menti fiettenti (n. 656), e si calcolano 
con lo stesso procedimento usato per 
le membrane. Anzitutto si determina 
lo sforzo $; in corrispondenza di un 
parallelo generico mm (fig. 1446), uti- 
lizzando l’equilibrio in direzione verti- 
cale della porzione di cupola sovra- 
stante. Perciò, se Q è il peso gra- Fig. 1446, 
vante al disopra del parallelo (peso 
proprio della cupola (*), peso della neve), si ha (come nel n. 657 a) 
— 2ar- S,sen0 = Q, da cui 


Q__ Q ; 
(1208,) S,= Dre send 3rlb, sent 0 (compressione). 


(&) Il peso di una porzione di cupola, avente il meridiano di forma qualsiasi e lo spessore 
s anche variabile, si può valutare sommando o integrando i pesi delle strisce parallele. Se dl 
è ua elemento infinitesimo del meridiano, ossia la larghezza della striscia, il peso di questa è 
dQ = Vyy2ardi,3 = Ym2rs dh/sen 0 = vya2xr6 dr/cos 8. 


DE 


268 CAPITOLO VENTISETTESIMO 


Noto 8, si calcola S, mediante la (1210), tenendo conto del valore 
che ha la componente Z nei punti del parallelo considerato. 

Nel caso di forze comunque dirette, ma simmetriche rispetto all’asse 
00, si procede come nel n. 662. 

Si tenga presente che la cupola è soggetta ai soli sforzi S, ed $, di 
membrana purchè il bordo sia vincolato come si è detto nel n. 659 a). 

b) Lo sforzo $, risulta evidentemente di compressione in tutti i 
punti della cupola. Lo sforzo 8% è di compressione nella parte alta della 
cupola, ma può annullarsi in corrispondenza di un parallelo e diventare 
di trazione al disotto di esso (es. 1292, 1293). 

c) Sappiamo (n. 406 @) che un arco può avere la curva delle pressioni 
coincidente con l’asse geometrico, ossia può essere privo di momenti flet- 
tenti, solo nel caso in cui l’asse stesso abbia la forma di una delle funi- 
colari dei carichi agenti; e che, inoltre, questa condizione è necessaria, 
ma non sufficiente (nn. 206 d, 417 a, 6). 

Invece una cupola di rivoluzione (per quanto si è detto nel n 658 b) 
è in equilibrio coi soli sforzi di membrana, ossia è priva di momenti flet- 
tenti e torcenti (salvo quelli trascurabili di cui si è detto nel n. 656 b), 
qualunque sia la forma del meridiano, che perciò è indipendente dalla 
distribuzione dei carichi. Pertanto, sotto questo riguardo, nelle cupole 
non è necessario studiare la forma più conveniente del meridiano (3). 

d) Nel caso delle cupole con lanterna (es. 1294), cioè aperte in cor- 
rispondenza di un parallelo superiore, lungo il quale agiscono general- 
mente dei carichi verticali, questi provocano delle sollecitazioni locali, 
perchè non sono diretti secondo le tangenti ai meridiani (n. 659). 

e) Lo sforzo $, ha una componente orizzontale H =— $; cos 0 
(spinta), che al contorno della cupola è opportuno sia sopportata da un 
anello di cintura o d’imposta (per non gravare il muro sottostante con 
una spinta). Al contorno tale spinta risulta 


(1220) H=-gS, cos = 


Dar, ctgd.. 


Essa provoca nell’anello di cintura uno sforzo normale di trazione 
(es. 66) 
N=Hr,=(Q2a)cig0.. 


Esercizio 1292. - Determinare gli sforzi in una cupola sferica sottile di rag- 
gio E e di spessore 8 costante, provocati dal peso proprio. 


(**) In certi casi è opportuno tuttavia aumentare la curvatura in prossimità del contorno 
delle cupole molto ribassate, dipendentemente dalle condizioni di vincolo, per eliminare o ridurre 
le sollecitazioni locali (v. il capitolo di F. DISCEINGER: Schalen und Rippenkuppeln, pag. 169, 
nel vol, XII della 3° ediz. del « Handbuch fir Eisenbetonbau », Berlino, Ernst, 1928), 
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a) I° soluzione. Tagliata la cupola con un piano orizzontale generico, se f 
è la freccia della parte sovrastante, l’area di questa è A= 2xRf e il poso è 
Q= 27RfSYm (Ym peso specifico del materiale). Quindi la (1208,) dà 


8, = — ETLIYm 
177 2rr sen 0° 


Essendo r = R sen 0, f = R(1— cos 0), si ottiene 


1—- così _ ___YnE8s 
sen? 0 14 così * 


(1221) Si YmEts 


Il peso per unità di area vale 1 +8 *Ym, ® la componente Z è Z = — y8 cos 8 
(negativa perchè rivolta in dentro). Quindi per la (1211) si ottiene 


1 — cos 0 — cost 0 
14 cos @ 


(1222) s.= r(z-2)= R(-vm00089+5 pa yul 
8, sì annulla per 9 = 51950’, ed è di compressione o di trazione secondo che 
0 s 51950. 

Nel vertice risulta 9, = Sa = — yms/2 (°°), © all'equatore S = — YmEs, 
E, = + Ymls. 

Le tensioni 0, = S;/s e 02 = Sa/s risultano indipendenti dallo spessore. 

La spinta al bordo e lo sforzo normale nell’anello di cintura risultano H ++ 
= Ymls c08 0, : (1+ cos 0,), N = ymE?s sen 0, cos 0, 1 (1+ c0s 0). 

b) 25 soluzione. Se invera si usa la (1212) si ha 

1 dQotgo) 1 UQetg0)_ 


SETT 


hi 2a dl 2aR da 
1 d A 1— c03 9 — 008°? 
men [27y=35(1 — 0080) ctg 0] = yn Es — og 


Esercizio 1293, — Idem. Sforzi provocati dal peso della neve, di valore co- 
stante p, per unità di superficie orizzontale. 
Soluzione. Si ha Q= pr? = ps? sen? 0. Z=-— p, cos*0. Quindi si ot- 
tiene (1208,), (1211) 
R 


(1223) g= Pl 8,=—PeE 0820, 


2° 2 


Lo sforzo S, è costante in tutti i paralleli. Lo sforzo S, è di compressione per 
0 < 45° e di trazione per 0 > 45°. 

Nel vertice si ha S1 = Sa = — poP/2, © all'equatore Si= — pole/2, Sg .= 
= + poB/2. 


Esercizio 1294. — Cupola sferica con lanterna (fig. 1447). 
Soluzione. Se P è il peso della lanterna e Q è il peso della parte di cupola s0- 
== 


(&*) È evidente che nel vertico è S, = Si, se si pensa che S, agisce sulla sezione normale a 
quella sulla quale agisce S1, e che nel vertico tutte lo sezioni sono nelle stesse condizioni. 


FITTA 
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vrastani iarallelo generico che si considera, si ha (1208) Sj= —(P+ Q): 
ni ù : 2rrr sen 0. Perciò si ottiene 


cos 0, — cos @ P_, I 
sen?0 © 2aR sentd* 


(a) Si Yml?8 


ua 


=putg1-----D 


gl 


% ti 


. [cos 0, — cos @ P 1 

Fig. 1447. 0) S1= vale "i ng 08 9)+ 2aR° seni 9° 

Esercizio 1295. — Nella cupola dell’erercizio 1294 si ha R= 30m, r=4m, 
Ym = 2500 kg/me, s = 8 em, P= 15000 kg (il raggio del contorno inferiore è 
indifferente). 

Soluzione. Si ha sen 0, = 4/30 = 0,1283, cos 9, = 0,9911. Inoltre si ha YmBs = 
= 0,0025 - 3000 - 8 = 60 lg/em, P/2x = 15000/2x + 3000 = 0,80 kg/em. Quindi 
le (4) e (b) dell’esercizio 1294 diventano (kg/em) 


60,3 — 60 cos @ 60,3 — 60 cos @ 
8, 50 era na Sa — — 60 così. 


Ad es., al contorno superiore si ha S, = — 45,0 kg/cm, sy = — 14,5 kg/em; 
per 0 = 30° si ha S,= — 33,4 kg/em, S, = — 18,6 kg/em; all'equatore si ha 
S,=— 60,3 kg/em, Sa=+ 60,3 kg/cm. Per 0 = 30° le tensioni 
risultano 01 = S/s=— 4,2 kg/cmq, 0, = — 2,3 kg/cmq. 


Esercizio 1296. — Il meridiano di una cupola è un arco cir- 
colare, interrotto in un punto 0 nel quale l’inclinazione è @,, | 
così che ivi risulta una cuspide (fig. 1448). Determinare gli sforzi Fig. 1448, 
provocati dal peso proprio, essendo lo Spessore costante. 

Soluzione. Il raggio r di un parallelo generico è r = R sen 0—Rsen0,, e il 
raggio di curvatura F, è R,=r/sen0 = I(sen 0 — son 0) : sen 0. 

Il peso della parte sovrastante al parallelo che si considera è 


8 
Qq= far * E40 - Ym8 = 2rtyn8E*[cos 0, — cos9 — (9—0,) sen 0; 
da 


per cui si ottiene (1208,) 


Rs 098 8, — così — (0 — 0,) sen 0, 
È (sen © — sen 0) sen @ 


(a) 813 -Ym 


Lo sforzo S, è dato dalla (1211), e risulta 
(8) Sa=— ymEs[(0—0,)sen0,— (cos 0,—cos?)+ (sen9—sen 0,)sen0cos0] : sen?0. 


Se 0, = 0, cioè se manca la cuspide, le (a), (3) coincidono con le (1221), (1222). 


Esercizio 1297. — Il meridiano di una cupola è un arco circolare, prolungato 
oltre la sommità v fino a un punto € nel quale l’inelinazione è 0, e per il quale 


rc 
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passa l’asse di rotazione (fig. 1449); così che in C risulta una cuspide rivolta in 
basso. Determinare gli sforzi provocati dal peso proprio 
(s costante). 

Soluzione. a) Nei punti v del circolo di sommità lo 
sforzo S, di membrana è orizzontale e quindi incapace 
di sostenere il peso della parte interna. Perciò, se si 
vuole che non esistano anche uno sforzo di taglio e un 
momento flettente, è necessario sostenere la parte in- 
terna mediante un pilastro in 0. Fig. 1449. 

b) Il raggio r di un parallelo generico mm esterno 
& vv è r=E sen 0+ E send; inoltre si ha R,=r/sen 9=R (sen 0+ sen 01) :sen 0. 
Il peso della parte di cupola compresa fra mm e vv vale 


Ù 
Q =f 2707 + Rd0 + Ym8 = 2rtyn8R3 (1— cos 0+0sen0,). 
0 


Quindi si ottiene (1208), (1211) 
1— cos0+0sen0, 
(sen 9 + sen @,) sen @ 


9. = — Rs 5 0 cos 6 (sen 0 + sen 01) — 1+ cos @ — 0 sen 6, 
2 Ym sen? @ nd 


(a) S1= —ynRs 


(0) 


©) Il raggio r di un parallelo generico nn interno a vvèr = R (sen 0, — sen 0); 
inoltre si ha R, = — R(sen 0, — sen 0) : sen 0. 
Quindi si ottiene @ = 2ryn8E"(0 sen 9,+ cos@ — 1), 


0sen 0,+ così0—1 
(sen 0, — sen 0) sen @ 


ai 0 sen 01+ così —1—sen0 cos@ (sen 0, — sen 0) 
Ym sen? @ s 


(1) S1=-Ynf8 


(ba) Sa 


Il peso della parte interna al parallelo vv, che si scarica sul pilastro, è Qu= 
= 27Yn8R(0, sen 0, + cos 0 — 1). 
d) Per 0= 0 le espressioni (a), (a) e (5), (b,) diventano indeterminate (0/0); 
ma applicando la regola di L’HOpital si trova che le prime due tendono a — Ymlts 
e le altre due a — y,,/2s/2. Perciò nei punti del parallelo vv si ha 


Si=—-ynl8, Sa = — YmE8/2. 
Questo valore di S, si ottiene anche direttamente, considerando che in v è 
E, =co0, per cui la (1210) dà S, = RZ = Ymlt8. 


Esercizio 1298. — Calcolare gli sforzi provocati dal peso proprio in una cu- 
pola di rivoluzione di spessore s costante e avente come meridiano una semiel- 
lisse ribassata (fig. 1450) (?7). 


(*) Per il caso del meridiano a forma di cicloide si veda l’articolo di F. DISCHINGER, pag. 179, 
citato nella nota 38. 
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Soluzione. Nel vertice i raggi di curvatura valgono R, = R, = a?/b. Quindi, 


essendo ivi Z= — ym8, dalla (1210) si ricava 
8, = 83 = — (1/2)yns + 8) = — (1/2)yn80 + 0/6 = (a/0)S;, 


Fig. 1450 se Si, è lo sforzo nel vertice della cupola sferica di raggio 
R=a. 
L'area della cupola ellittica è data da 
A.= a+ m(ab*/e) log [(a + e) : 5]. (o = Va” — 33) 


Se indichiamo con y il rapporto A,/A, fra l’area A, e l’area A, = 2r7a* della cu- 
pola semisferica di raggio R = a, all’equatore risulta (1208,) 


208 + Ying 
g=- at =—l'Ynsa= pS, > 


80 9, è lo sforzo al contorno della cupola semisferica. 
Inoltre la (1211) dà (R, = b°/a, R,= a, Z= 0) 


8, = — ag; : (62/a) = — (a8/62)S, = + 1 * yn802/b®. 


Per b/a = 0,25-0,50-0,75-1,00 il rapporto u = A4,/4, vale 4 = 0,566-0,690- 
0,838-1,00. 


Esercizio 1299. — Determinare gli sforzi in una copertura conica di spessore 
8 costante, inclinata dell'angolo 0, provocati dal peso proprio. 

Soluzione. In corrispondenza del parallelo generico situato alla quota % sotto 
il vertice, la generatrice 7 vale 7 = h/sen0, e si ha Q = yns7rl = ym87rrh/sen 0. 
Inoltre si ha E, =7/sen9 =}/sen0tg0, Z=— yn8 così. Quindi la (1208,) e 
la (1211) danno 


(1224)  S= 


Esercizio 1300. — Idem. Determinare gli sforzi provocati dal peso della neve. 
Soluzione. Avendo presenti le espressioni di Q e di Z dell’esercizio 1293 e 
quella di F, dell’esercizio 1299, si ottiene 


Po 008 8, _ _ Po 008° 0 
sen? @ sen} 


cos 0 o 
(1220) 4 = aa sip» fe 


Esercizio 1801. — Pensilina conica libera al contorno e sorretta da un pila- 
stro centrale (fig. 1451). 

Soluzione. Se Q è il peso (proprio e neve) che agisce al di- 
sotto di una sezione orizzontale generica mm, e se p, è la 
componente normale per unità di area, si ha 


8,= Q/2rr sen 0, S,= ZR.,= — pyrfsen 8. Secci. 


Per »=0 lo sforzo $, diventa infinito; ma si può con- 
tenere nei limiti voluti allargando il pilastro con un capitello di raggio r opportuno. 
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666. Il fondo dei serbatoi di cemento armato. 


Il fondo dei serbatoi cilindrici di cemento armato può essere sferico 
o conico (fig. 1452 a, b). Spesso però si usano un fondo sferico e un con- 
trofondo conico (serbatoi Intze, fig. 1452 c). 


d) 


Fig. 1452. 


T fondi delle figg. 1452 a, b) sono soggetti al peso proprio (del quale 
conosciamo già gli effetti, esercizi 1292, 1299) e al peso del liquido con- 
tenuto nel serbatoio. Il fondo sferico e il controfondo conico della fig. 1452 c) 
sono soggetti al peso proprio e al peso del liquido che sovrasta ciascun 
fondo; e il secondo è soggetto inoltre al peso della parete cilindrica che 
esso sostiene, che agisce sul suo bordo superiore. 

Negli esercizi 1302-1306 determiniamo gli sforzi S, ed S, di mem- 
brana; nel Cap. XXVIII, C) studieremo il regime statico effettivo, te- 
nendo conto della solidarietà delle diverse parti del serbatoio. 


Esercizio 1802. — Il fondo sferico di un serbatoio è gravato dal peso di un 
liquido di peso specifico y,, avente la superficie libera alta H sul vertice (fig. 1453 a). 
Determinare $, ed Sg. 

Soluzione. Considerato un parallelo generico corrispondente all’angolo 0, il 
peso del liquido che grava sulla calotta sferica vale 

Q= yilmr(H + f) — (23/32 —3 cos 0 + cost 9) = 
= yirtR°[H sen? 0 4 (R/3)(3 sen? 94 2 cost0 — 2)]. 

Gli sforzi S, ed S, si ottengono sostituendo l’espressione 

di @ nella (1208,) e usando poi la (1211), e risultano 


SÙ __VR[gyE 90080 __2 A) 

(1226) S, s|[E+-4(0+26 dn 5) “ro 
R Ri 2 cos 0 

(1227) 8= LE; a F3 (8 + ap 900802 to? 9) 


Esercizio 1808. — Idem, per un fondo conico (fig. 1453 b). 
Soluzione. Considerato un parallelo generico alla quota % sotto il vertice, il 
peso del liquido sovrastante vale 


Q= yao*(H + 2h/3) = my(h/tg 0)}(H + 2h/3). 
Quindi (1208,), (1211) gli sforzi S, ed $, risultano 


8a Y:c0s 9 2h 7: 008 9 
(1228) Sì PS TIAUE, a) Sg A+). 


—__—— —T_—___ 
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Esercizio 1804. — Determinare gli sforzi dovuti al peso proprio nel controfondo 
conico di un serbatoio Intze (fig. 1454 a), di spessore s costante. 

Soluzione. Il peso della parte situata al disopra del 
parallelo generico di raggio r vale (teorema di Guldino) 


PESI ttt fs—- 
cos $ 7 g 7Ym8 co8ì° 


Q=Yn8 


Lo sforzo S, è dato dalla (1208,). Lo sforzo S, è 
dato (1211) da R,Z, dove Z=ynscos?. Si ottiene così 
dn 
(1229) Sj=- Daf at. gl, 


» 


n) sen 20 r tg0 
Al bordo esterno si ha S,=0. 


Esercizio 1805. — Idem, dovuti al peso del liquido 
Fig. 1454, (fig. 1454 Db). 
Soluzione. Considerato un parallelo generico di rag- 
gio r, il peso del liquido gravante sulla parte di fondo compresa fra r, ed r 
vale (teorema di Guldino) 


—r) te 
Q=% fat —r9)H + ire 2a ni 5 
Lo sforzo S, è dato dalla (1208,). Lo sforzo S, è dato (1211) da R,Z, dove 
Z=py[1+(r,—r)tg0]. Si ottiene così 


È Vi [gti 1.(re-r)}(n+27) 
(1230) gie 2 sen 0 i 7 #3 r t80) 
(1231) Ga da [Ar + r(rn—r)tg 0]. 


Com’è naturale, al bordo esterno risulta $, = 0. 


Esercizio 1306. — Idem, dovuti a un carico verticale Q uniformemente distri. 
buito lungo il bordo esterno o superiore (fig. 1454 c). 
Soluzione. Gli sforzi S, ed S, risultano (1208,), (1211) (Z = 0) 


(1232) Si=—@Q/2rrsen0, S,= 0% 


667. Metodo grafico. 


Quando il meridiano ha una forma qualsiasi e tale che non si presti al cal. 
colo analitico, si possono determinare gli sforzi $, ed $,, nonchè la spinta H, 
usando il seguente metodo grafico (5). 


(**) V. l’articolo di F. DIScHINGER: Schalen und Rippenkuppeln, « Handbuch fiir Eisenbee 
tonbau », vol. XII, 3* ediz., pag. 158, Berlino, Ernst, 1928. 
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Dividiamo la cupola in un certo numero di anelli di larghezze Al mediante 
piani orizzontali (fig. 1455 a), c calcoliamo i pesi 4Q di ciascun 
anello. Se agisce soltanto il peso proprio, il peso ad es. del- 
l'anello Axl è 430 =ym8 Al r(rat+ rs). I pesi totali successivi 
risultano Q, = 4:90, Q=Q+ 4,0, 9 = Qa+ 49, eco. 

Portiamo questi pesi in un poligono delle forze & partire 
da un’origine 0 (fig. 1455 b), e da 0 mandiamo le parallele alle 
tangenti al meridiano nei punti di divisione (inclinate degli an- 
goli 0). I punti nei quali esse incontrano le orizzontali per gli 
estremi dei pesi Q determinano, per la (a) del n. 657, i valori 
delle 30 (, = T1, tx=272,...). Quindi si hanno anche gli in- 
crementi 430, 

Noti i 4%, la (1212) (col segno cambiato nel caso di una 
cupola) dà gli sforzi Sy: 


È 14% 
(1212) = 
mentre dai carichi Q progressivi si deducono gli sforzi S, me- Fig. 1455. 


diante la (1208;). 

Dove 4% si annulla per diventare poi negativa, si annulla anche lo sforzo 
8, che da compressione diventa trazione. 

Se al contorno della cupola si ha 0, = 90°, ivi risulta X = 0, Z = 0, in ar. 
monia con la (1220). 

Il procedimento non cambia se lo spessore 8 è variabile, 

Nel caso dei serbatoi sospesi (fig. 1424) si comincia dal basso. 


668. Le deformazioni delle membrane di rivoluzione. 


La conoscenza delle deformazioni delle membrane, e in particolare 
dello spostamento e della rotazione del contorno, interessa non solo diret» 
tamente, ma sopra tutto per determinare poi le reazioni del vincolo al 
contorno, quando questo è diverso da quello supposto nel n. 659 a), cioè 
quando è tale da alterare gli sforzi che si avrebbero nella membrana 
illimitata. Inoltre servono per determinare le reazioni mutue in corrispon- 
denza di un parallelo nel quale si abbia una discontinuità dovuta a qual. 
siasi causa; nonchè le reazioni mutue nelle strutture costituite da più 
lastre curve. Come vedremo nel Cap. XXVIII, tale determinazione si 
effettua in modo molto semplice, e si può estendere con buona approssi- 
mazione anche al caso delle lastre curve, dotate di rigidezza a flessione, 

a) Relazioni fra le deformazioni e gli spostamenti (*). Consideriamo 
un elemento ad = R,d0 di meridiano inclinato dell'angolo 9, che dopo 
la deformazione va in ab; (fig. 1456). Indichiamo con w, w le compo- 
nenti dello spostamento del punto a secondo la tangente e la normale 


4?) y., ad es., il n. 76 del volume di S. TixosBENEO citato nella nota 33. 
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al meridiano (w positiva nel verso di 0 crescente, w positiva in fuori), 
e conu+du=u+ (du/d0)d0, w+ du = 
=w+ (4dw/40)40 quelle del punto d. 

Per effetto degli spostamenti tangen- 
ziali u e u+- du di a e di b la lunghezza ab 
dell’elemento aumenta di du = (du/d0)d0. 
Per effetto degli spostamenti radiali w la 
lunghezza ad aumenta di wd0 (la varia- 
zione di ab dovuta alla differenza duw dei w 
di a e di d è un infinitesimo di ordine su- 
periore). Pertanto, la variazione della lun» 
ghezza ab e la dilatazione €, Secondo il 
Fig. 1456. meridiano risultano 


-; du Aab Aab 1 (du 
dab = 3 0+wd0, n= = Rd = E (9+%)- 
Per effetto degli spostamenti « e w il raggio r del parallelo aumenta 
di « cos0 e di wsen0. La lunghezza 27r del parallelo varia di 2r4r. 
Perciò la variazione Ar di r e la dilatazione e. secondo il parallelo risul- 
tano (r = R,sen 0) 
A4r=ucos0 + wsen? 


Ea = = (4 0080 + w sen 0) = (Wetg0+w). 
Si ha così 
1 /du 1 
(a), (0) a=(G+%), = (uctgB+w). 


Eliminando w fra le (a) e (0), si ottiene l’equazione differenziale nella 
funzione incognita «(0): 
du =» 


(0) d_% ctg0 = Rier — Rae. 


Le dilatazioni e, ed e, sono legate agli sforzi S, ed S, dalla legge 
di Hooke generalizzata (114): 


1 1 
(a) ea=gS Sa, &:= Fg (9,281). 
Sostituendo nella (c), essa diventa 


] 1 
(1233) di —ucig0 = Es [S(R1+ vR.) — SAR. + e2.)]. 
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In ogni caso particolare gli sforzi S1, Ss e i raggi R,, PR. sono deter- 
minate funzioni di 0. Indicando con f(0) il secondo membro della (1233): 


(1234) 10) = Z (8:21 + +R) — (22 + Ra) 


essa diventa 

du 

du 80 =/(0), 
e Îl suo integrale generale è 


= J0). ] 
(1235) u = sen o| sad d0 + o , 
dove C è una costante d’integrazione che si determina mediante le con- 
dizioni di vincolo. 
Dalla (6) si ricava la componente w, che risulta espressa da 


(1236) w = Re, -—uctg0 = R.g,— cos o 10 do + o. 


b) Le componenti orizzontale È e verticale n dello spostamento. Esse 
sono legate alle componenti « e w dalle relazioni 
(fig. 1457) 


(e) $£=%co80+tsen0, |\n=usen9—wcos@, 


La componente orizzontale £ = Ar è data diret- 
tamente da 


n 
(1237) E=re = (8-8). Fig. 1457. 


La componente verticale 7 si ottiene sostituendo le espressioni (1235), 

(1236) nella seconda delle (e), e risulta (R.6, = reysen 0 = é/sen 0) 
#0) G 

(1238) n=]ien0 do 4 C—- ted' 

Da questa si riconosce che la costante C rappresenta un possibile spo- 

stamento verticale rigido della membrana, il cui valore è determinato 

dalle condizioni di vincolo del contorno. 

L’abbassamento relativo di un parallelo 0, rispetto a un altro paral- 
lelo 0, è dato dalla differenza 71-72; ciò che elimina la determina- 
zione di 0. 

L’abbassamento 7 dato dalla (1238) è quello che si ha nel regime 
di membrana. A esso si devono poi aggiungere quelli provocati dalle 
reazioni H, ed M, del vincolo (v. Cap. XXVIII, B). 
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c) La rotazione gp della tangente al meridiano in un punto generico 
si ottiene (‘°) valutando separatamente i contributi degli spostamenti £ 
ed 7. Per effetto dell'incremento dé = (dé/40)d0 = bb, dello spostamento 

E + dé di b rispetto allo spostamento £ di a (sup- 
4% posto dan = 0), il punto b andrebbe in di (fig. 1458). 
Quindi l’elemento ab = R,d9, andando in ab,, ruo- 


4 
gr terebbe dell’angolo (*) 


._Dbi _ dE-sen@ 1 dé 


ab E.déò © RE, dd 


sen 0. 


da Per effetto dell'incremento d) = (d7/40)d0 = db, dello 
Fig. 1458. spostamento 7+ d7 di b rispetto allo spostamento 7 
di a (supposto dé = 0), il punto bd andrebbe in di 
Quindi l'elemento ab, andando in ab,, ruoterebbe dell’angolo 


db _dn:così _1 dn 
ab  Rd0 È 0 


sr 


così. 


La rotazione totale dell'elemento ab, positiva se destrogira, è dunque 


Ù IA L d 
I) p=p — © = sen0-Foos0). 


Derivando le (e) e sostituendo nella (}), questa diventa 


1 /dw 
(9) P=pi (7 = 1) ’ 
che si può ricavare anche direttamente per altra via. 


Sostituendo nella (9) la derivata della (1236) e la (1235), si ha 


1 10). ce A,e,) 
9 3 sen @ do |° 


[cos 0 

Infine, ponendo R,e, = res/sen 0= é&/sen0, risulta 
\ pelli E 10] 

(1239) pe + (È 9) —tgol* 


Si ottiene una diversa espressione di g valutando invece separata- 
mente i contributi dell’incremento dé (supposto e, = 0), che farebbe an- 


@) O. BeLLuzzi: Metodi semplici per lo studio delle lastre curve, nota seconda, Le deformazioni 
delle membrane curve, « Giornale del Gehio Civile », 1948, fase. 5°. 

(®) A rigore, gli angoli db,b; e db; non sono uguali a #, bensì a 8-9 0ea0+”. Magli 
angoli di deformazione elastica 9’ e «9 sono trascurabili rispetto a 8 (se 0 non è molto piccolo), 
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dare b in bd; (fig. 1459), e quello della dilatazione e, (supposto dé = 0), 
che farebbe andare d in d,. Si ottiene così (*°) 


, bb, dé/sen0 1 dé 


7a Ed0 —R.send d0° 


n. bibi &:dbftg0 8 


“ad  Rd0 —ig0’ 
VENDI, 1 dé 
(1239,) g=p'—p"= Fsend (F — R,g, cos 9) 


Lo spostamento É e la rotazione g, dati dalle” 
(1237), (1239) o (1239,), sono le deformazioni che in- Fig. 1459. 
teressano maggiormente, perchè, come si è detto, 
servono per determinare le reazioni dei vincoli. Si noti che le loro 
espressioni sono più semplici di quelle degli altri spostamenti, perchè non 
richiedono l’integrazione della funzione {(0) : sen 0. 

d) Nel caso della membrana concava verso l’alto (cupola rovesciata) 
si riconosce facilmente che le formule (1238), (1239), (1239,) cambiano 
di segno. 

e) Le deformazioni che si hanno in regime di membrana sono mo- 
destissime (decimi di millimetro, es. 1309), e ciò è dovuto al fatto che 
sono generate dagli sforzi normali, che provocano deformazioni molto 
minori di quelle provocate dalla flessione (Cap. XX, nota 8). 

Ripetiamo che le deformazioni suddette sono quelle che si hanno 
nella membrana illimitata, oppure limitata e vincolata come nella 
fig. 1426, oppure (se vincolata in altri modi) a notevole distanza dal 
bordo. Le reazioni del vincolo alterano le deformazioni £ e g come ve- 
dremo nel Cap. XXVIII. 


669. Le deformazioni nel caso della membrana conica. 


In questo caso si ha R,= 00, per cui è necessario modificare la forma delle 
(1234), (1238), (1239), mentre lo spostamento È è dato ancora dalla (1237). 
a) Spostamenio verticale n. Ponendo R,/R, =0 nella (1234), essa 
diventa 
Si 98 


(1234;) {0) = Ra > E 3 Re. 


(4) È facile riconoscere l’equivalenza delle due espressioni (1239) e (1239,). Infatti, essendo 
t = Rara sen@, f(0) = Rie1— Rasa, si ha 


a sj 1(0) _ sen0 - d5/d9 —& così _ Riex— Races _ 1 dé Racscos0 Re, It: _ 


di \sené} tgg sen? È tg0 seni di sen 8 tg0 
mita doman l(G_rRe cos o) 
send di ted © sendidi “1: 00s0)- 
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Indicando con dI, l'elemento di meridiano (che nel nostro caso diventa 
l’elemento di generatrice), si ha R,d0 = dI, = dr/cos 8 = dh/sen 9. Quindi 
l'integrale che figura nella (1238) risulta (9 è costante) 


SO) Lf È L ab 
sen @ d= sen 8) sid sen 0 cos o) sdr= sen? of edi “ 


Perciò la (1238) diventa 


fed È | Jedr È Jedh 
senò ig0* © sendcosì  tg0 + sen? 0 


(1240) n = o+0- 


Differenziando la (1240) si ha la relazione 
dy = e,dl/sen 0 — dé/tg 0, 
la cui validità si riconosce anche direttamente. Infatti, per 
effetto del solo allungamento £,47, dell’elemento ab = dl, 
(cioè supposto dé = 0) (fig. 1460), l'abbassamento di b ri- 
Pa spetto ad a è d’) = edl/sen 0. Per effetto del solo spo- 
Fig. 1460. stamento dé di b rispetto ad a (cioè supposto ed, = 0), 
l'abbassamento di d rispetto ad a è d’7n = — dé/ig0. 
b) Rotazione q. Il primo termine della (1239) diventa 
S| SL = 1  d_1 de _d 
dd \sen 0) 7 di \sen 9) sen 0 di,  tg0 dr — dh° 
Il secondo termine diventa (1234,) 
1.19 __ 110 __ A 
R, tg0° tg0 R,  tg0° 
Quindi la (1239) si trasforma nella 
Lei de e, 
(1241) v= la “dh tg0° 


La (1241) si ricava anche direttamente con lo stesso ragionamento che ha con. 
dotto alla (1239,). Consideriamo un elemento ab= dl, di generatrice (fig. 1459). 
Per effetto del solo incremento dé dello spostamento £+ dé di d rispetto allo 
spostamento £ di a (cioè supposto e,= 0), l'estremo d va in di, e si ha 


,_ dba _ dfsen0 _ dé/sen 0 1 dé 
ge dl, drjcos9 — 180 dr° 


Per effetto della sola dilatazione £, (cioè supposto dé = 0), l’estremo d va in dj, 
e si ha 
Di bibi bbiltg 0 sa exd/tg 0 1 E 
a dl, di, tg01* 


Quindi l’angolo g = g'—g' risulta ancora espresso dalla (1241). 
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c) Se si ripete il ragionamento delle figg. 1460, 1459 nel caso del 
cono rovescio, cioò col vertice in basso, si riconosce che le formule (1240), 
(1241) cambiano di segno. 

d) Per il caso particolare della membrana cilindrica (0 = 900) si 
veda il Cap. XXVIII, A). 


Esercizio 1807. — Una cupola semisferica di spessore # costante è liberamente 
appoggiata al contorno. Calcolare lo spostamento radiale e la rotazione del con- 
torno provocati dal peso proprio. 

Soluzione. In questo caso è realizzato il regime di membrana (n. 659 a, d). 

Sostituendo le espressioni (1222), (1221) di S, ed $, nella (1237), si ottiene 

F9 YmE®.__sen0 


(1242) E "1 cos) (170080 cos0+ 7»). 


Per 0 = 90° risulta £ = (1+ v)y RE. 
Sostituendo le stesse espressioni nella (1234) e ponendo E,= R.,= R, risulta 


_ Ymk1+ v) 2—co30—cost@ _(1+ pzatE ( c_® ): 
10) bo) I+così = E \°80- {Food 
Quindi, derivando l’espressione di E/sen 0, e sostituendo nella (1239), dopo qual. 
che riduzione si ottiene 


(1243) p= (2+ ») ef sen 0. 


Per 0 = 90° risulta P=(2+ )ynB/E. 
Naturalmente, trattandosi del peso proprio, È © @ sono indipendenti da 4, 


Esercizio 1808. — Idem. Calcolare l'abbassamento del vertice e gli sposta. 
menti verticale e orizzontale del parallelo corrispondente a 0 = 300, 

Soluzione. a) Sostituendo a j(0) l’espressione trovata nell’esercizio 1307, l’in- 
tegrale della (1238) diventa (4°) 


(1+ V)Ymlt® [2— così -— cos?0 __(1+ )ymE® (_sen0Q __sen@ pai 
a: Io ya E e) CF cosgp| 


(1+ VY mE _ "I 
= ltog (14 cos 0) Trend cpl 7 


Quindi, tenendo conto anche dell’espressione di £ (es. 1307), si ha 


- (1+ 2)? “tal 
n= TE DIE [log (1 + c0s 0) TE 0 + 
+0 tali. ce? (1—cos—cost94). 


() Quando la funzione /(8) : sent non è di faelle integrazione, si calcola ì’integrale defl. 
nito mediante una sommatoria, oppure usando la formula di Simpson (573). 
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La costante O è determinata dalla condizione che 7 sia nullo al contorno 
(9 = 90°), e risulta 0 = (14 v)ynE?/P. 
Sostituendo la C, si ha l'abbassamento di un punto generico 


N = (YmE*/E)[log (1+ cos 0) + cos? 0 + wlog (1+ cos 0)]. 


L’abbassamento del vertice (0 = 0) risulta 7, = (1,693 + 0,693 n)yn£/2. 
b) Per 0= 30° si ottiene 7) = (1,374+ 0,624 v)ymk/E, e È = — (0,165 — 
— 0,268 v)Ym3/E. 
L’abbassamento del vertice rispetto al parallelo 0 = 30° risulta (0,319 + 
+ 0,069 v)YmE/E, che si poteva ottenere anche per differenza, senza determi. 
nare la 0. 


Esercizio 1809. — La cupola dell’esercizio 1307 è di cemento armato e ha il 
raggio R=12 m. 

Soluzione. Si ha ym =0,0025 kg/eme, E=2-10% kg/emq, v=0,1, R= 
= 1200 cm. Sostituendo nei risultati degli esercizi 1307, 1308, si ottiene: 


spostamento £ del contorno = 0,0198 em 
rotazione g del contorno = 0,0000315 
abbassamento del vertice = 0,0317 cm 
spostamento 7 per 0 = 300° = 0,0258 » 
spostamento £ per ? = 30° =—0,0025 » 


Questi risultati confermano che le membrane di rivoluzione sono pochissimo 
deformabili (n. 668 e). 


Esercizio 1810. — Cupola sferica di spessore s costante, avente il contorno 
appoggiato sopra una sede conica (fig. 1461), e l'inclinazione al contorno 0, = 60°. 
Calcolare gli spostamenti e la rotazione del contorno e 
l'abbassamento del vertice provocati dal peso della neve. 

Soluzione. Sostituendo le (1223) nella (1237), si ottiene 

De 


Fig. 1461, = — ops 89 0(cos20— 7). 


L'espressione (1234) diventa f(9) = — (1+ v)p,® sen? 0/Es. Quindi la (1238) 
e la <a danno 


=(3+ n) PeE sen 0 c08 8. 


a 


A) contorno si ha 
pl. (i )= PE 
È:= 555° 3 +» (0,433 + 0,866 9) PeTÈ ci 
cui corrisponde uno spostamento verticale (innalzamento) dovuto allo scorrimento 
lungo la sede conica (v. figura) 


E° 1(1, 
Me = — È ctg 60° i 3 ( Ho). 
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Quindi la costante 0 è determinata dalla condizione che per 0 = 60° risulti n= 
per cui si ottiene 0 = — (1+ v)p,E°/2s. Sostituendo, l’espressione di 7 diventa 


n = Be [c08 0 + 2 cost 0 —1— v(1—cos0)1. 


Questo 7 è lo spostamento assoluto, cioe tenuto conto dell’innalzamento n, del 
contorno. 


La rotazione al contorno e l’abbassamento del vertice risultano 


3. pR a 
gi= 8+ VR, nb 


Esercizio 1811. — Una cupola semisferica di spessore 8 costante è appoggiata 
al contorno. Determinare lo spostamento £ e la rotazione @ in un punto qual. 
siasi provocati da un carico P nel vertice. 

Soluzione. Si ha (es. 1286) 


P P 


Spa 2aR sen? è” Byit 27 sen? 0 * 


Sostituendo nella (1237) si ottiene 


_ (1+»P 
(1244) = Ir Ds sen 9° 
È indipendente da R perchè se si raddoppia R, a parità di 0 si dimezzano 8, 
Ss ed &,, e quindi rimane invariato il prodotto esr = ef sen 0 = È. 

Si ha poi d(é/sen 0): d0 = — (1+ »)P cos 0/xEs sen? 0, mentre la funzione 
(1234) risulta {(0) = —(1+ v)P/xEs sen? 0. Quindi sostituendo nella (1239) si 
ottiene p= 0. 


Esercizio 1812. - Idem. Determinare l'abbassamento 7 di un punto qualsiasi. 
Soluzione. Avendo presente l’espressione di f(0) (es. 1311), l'integrale che 
figura nella (1238) risulta 


(0) __(1+m)P.1 cos 0 0 
senipd== nEs 3( Sgt etei). 


Inoltre si ha &/tg 0 = (14 v)P cos 0/27Es sen? 0. Quindi sostituendo nella (1238) 


si ottiene yP 6 
(1+ 
— 5a log tg3+ 0. 


Si può determinare il valore di C mediante la condizione che per 0 = 90° 
si abbia 7 = 0. Oppure si trova l'abbassamento di un parallelo generico 0 come 
differenza 7) — 7yy- Si ottiene così 


log ctg È . 


1+ )P 0 900) _ (14 »)P 
n=-' » (tog tg __18t83 )= n - 
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Per 0 = 60° - 30° - 10° risulta 


5 .1+»P 
n= 0,549 - 1,317 -2,486. ES, 


Per 0 = 0 la formula cade in difetto, perchè dà n= 00. 


Esercizio 1313. — Una membrana semisferica di spessore costante, appoggiata 
al contorno, è soggetta a pressione normale esterna » uniforme. Calcolare gli 
spostamenti del parallelo corrispondente a 0 = 450. 

Soluzione. Si ha (es. 1271) S, = S, =—pR/2. Dalle (1237), (1234), (1235), 
(1236), (1238) si ottiene 


#=-0- ii send, /0)=0, 


pR? Vizi 
u=0sen0, w=—Cc089—(1-»)}7, n= 0+ (1-37 0080. 
Per 6 = 90° dev'essere 7 = 0, per cui si ha C=0. 
La (1239) dà in ogni punto p = 0. Pe 
Per 0 = 45° risulta —£= 7 =(1— +) V2 pR?/4Es. 


Esercizio 1814. — Nella sfera dell’esercizio 1289 calcolare l'aumento del dia. 
metro dell’equatore e la diminuzione del diametro passante per i poli, provocati 
dalla forza centrifuga. 

Soluzione. Coi risultati dell’esercizio 1289, lo spostamento È di un punto ge- 
nerico secondo il raggio r del parallelo risulta (1237) 


La funzione (1234) e l'integrale che figura nella (1238) diventano 


(1+ DYnE'® 10) 10 _1+M)Ynld® 
10) = — sent 0, Sep = O cos. 


Quindi l’espressione dello spostamento 7 risulta (1238) 


n = Ea 0080 + Ot sent 0000. 


Supposto che il piano dell’equatore non si sposti verticalmente, per 0 = 900 
dev'essere 7 = 0; per cui O = 0. Quindi si ha 


= Yul'o! ‘così 9 4+- v cos 0 
n Eg ( 50). 
L’aumento del diametro dell’equatore e la diminuzione del diametro polare 


risultano 
2500 = 2ynE*0/Eg,  2pe=2(1+ v)ynE*0®/Eg. 
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Esercizio 1315. — Una copertura conica inclinata di 0, di spessore costante, 
ha il contorno appoggiato sopra una sede conica (fig. 1462). Calcolare gli spo- 
stamenti e la rotazione del contorno e l’abbassamento del vertice provocati dal 
peso proprio. 

Soluzione. Sostituendo nella (1237) le espressioni (1224) di 8, ed $,, si ottiene 


2 cos 0 — CH 
(1245) -—é sen 0 così * 


î,, er Inoltre si ha 


1— 2p così) 
Fig. 1469, sn Pri API 
1 &372E sen 0 così 7 


Quindi, sostituendo nelle (1240), (1241), si ottiene 


_ Ym ,46080—1 
"7 4 sen? 9 cod’. + 9 
Di Za. 1—4 cos 0 + 2y sen?! 

(1246) g= en 

Al contorno (r = r,) si ha lo spostamento È, = Èrargs cui corrisponde (v, 
figura) 

2c080—y 
=-&.ctg0 = Ta * eng ri 

(ne risulta positivo, cioò verso il basso, perchè È, è negativo, cioè in dentro). La 
costante O è determinata dalla condizione che per r = 7, l’espressione di 7 as 
suma un valore uguale a questo 7; condizione dalla quale si ricava 


n. 1—2/008*9., 


LS 4E° sen? @ cost 0" 


Sostituendo, l’espressione di 7 diventa 


n= % a cod [(4 cost 9 — 1)r? + (1— 27 cos* 0)rî]. 


L’abbassamento del vertice (r = 0) è uguale alla costante 0. 
I vari punti si abbassano in misura maggiore, uguale, o minore del contorno 
secondo che 9 = 45°. 


Esercizio 1816. — Il recipiente conico dell’esercizio 1238, ad asse verticale, 
ha lo spessore 8 costante. Calcolare l'abbassamento del vertice provocato dal 
carico P verticale agente nel vertice stesso. 

Soluzione. Si ha e, = P/27rEs sen 0, e, = — ve, È = eg = — vP/2nHs sen 0. 
Quindi la seconda delle espressioni (1240) dà (n. 668 d) 


P 


n= — sais sent G così (087 + v cos 0) + 0. 
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Se il contorno è vincolato come nella fig. 1426 b) (per realizzare il regime di 
membrana), ivi si ha 7, = & ctg0 = — vP cos 0/2rEs sen? 0. Determinata la 
costante O mediante la condizione che per r = 7, sia 7 = }, l’espressione di 7 
diventa 

P LU 
N " 3rrs sen? G) cos $ (tog alici 9) di 

L’abbassamento del vertice (r = 0) risulterebbe infinito. Basta però irrigi. 
dire un tratto del serbatoio in prossimità del vertice, fino a un piccolo raggio 
to perchè al posto di log (r./0) = co si abbia il valore finito log (r./ro). 


Esercizio 1317. — Ricavare le espressioni dello spostamento È e della rotazione 
provocati dal peso del liquido nel fondo sferico di spessore s costante dell’eser- 
cizio 1302. 

Soluzione. Mediante le espressioni di S, ed S,, si ottiene (1237) 


PR? sen 0 ( 
2Ps 


la-nz+È 2 aa-n) + Mt — A+ EG _ 2000]. 


(1247) £=— 


Calcolando le espressioni di d(É/sen 0) : d0 e di {(9) e sostituendole nella (1239), 
questa si riduce a 


(1248) g= ii sen@, 
indipendente, com’è naturale (es. 1313), dall’altezza H. 


Esercizio 1818. - Idem, nel caso del fondo semisferico del recipiente del. 
l'esercizio 1281. 

Soluzione. Tenendo conto degli sforzi S, ed $, trovati nell’esercizio 1278 e 
di quelli relativi al battente ’, mediante le (1237) e (1239) (n. 668 d) si ottiene 


1+» 


te 
1+ cos @ » 5 


vi sen 0 |(2—v) cos0— Ts sen@ 


= 15 


j|+a- 


= 
9=3+% sen0, 


Esercizio 1819. - Idem, nel caso del fondo conico dell’esercizio 1303, soggetto 
al peso del liquido. 
Soluzione. Mediante le espressioni di S, ed $,, si ottiene 


71 008° 0 
6Es sen? @ 


(1249) È R[6(H + 4) — »(37+ 24)]. 
Calcolando le espressioni di dÉ/dh e di e, e sostituendole nella (1241), si ot« 
tiene 
Y1 cos? 


(1250) p= — eh M9H + h). 
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Esercizio 1820. — Idem, nel caso del controfondo conico dell’esercizio 1304. 
soggetto al peso proprio. 

Soluzione. Mediante le espressioni di 8, ed S, trovate nell’esercizio 1304, si 
ottiene (1237), (1241) 


(1251) = 55 si cos g Lr” 008° 0 + v (1 —r°)] 
Im 72 + r°(4 cost 0 — 1) 
(1252) P=— 556 T) 3 — 2vr sen? 0] . 


Esercizio 1821. -— Idem, nel caso del controfondo conico dell’esercizio 1305, 
soggetto al peso del liquido. 

Soluzione. Mediante le espressioni di S, ed $, trovate nell’esercizio 1305, si 
ottiene (1237), (1241) 


(1259) &= pali A+ (tg 01+ TL GE—+ (+ 2 60 
(1254) g=—;7 LA . + H (r3+ 318) + + (+ 9773 — 1619) tg o| . 


Esercizio 1322. — Idem, nel caso del controfondo conico dell’esercizio 1306, 
soggetto al carico verticale @ uniformemente distribuito lungo il bordo esterno. 

Soluzione. Mediante le espressioni di S, ed S, trovate nell’esercizio 1306, si 
ottiene (1237), (1241) (n. 669 c) 


n; “2 Q si 
© 2abssen9* 2rEs sen 0tg0 r° 


(1255) G 


670. Considerazioni sulle deformazioni delle membrane curve. 


a) In una trave AB libera in A e incastrata in B, soggetta a sforzo 
normale N o a momento flettente M variabili lungo la trave, gli sposta- 
menti di A (o di una sezione generica C) secondo l’asse della trave o nor- 
malmente a questo e la rotazione di A sono dovuti all’accumularsi degli 
allungamenti 4dx o degli incurvamenti dp di ogni tronco de della trave. 
Per determinare tali movimenti di A è necessario tener conto della de- 
formazione di tutti i tronchi; e risultano generalmente diversi da zero, 
anche se in A si annullano N o M. 

Invece nelle membrane lo spostamento £ = Ar in un punto A dipende 
esclusivamente (1237) dalla dilatazione e, del parallelo per A, ossia dai 
valori di Ss ed $, (e precisamente da S,—v$,) in A, e non dall’accumu- 
larsi delle dilatazioni degli altri paralleli. Anche la rotazione g dipende 
(1239) soltanto dai valori della derivata d(é/sen 0) : 40 e della funzione 
(0) nel punto A, ossia ancora da $, ed $, in A e nel suo intorno (*). 


(#) Le deformazioni È e 9 în corrispondenza di un parallelo 4 non dipendono dalle deforma- 
zioni (ossia dai valori di Ss ed S,) che si hanno nei punti lontani, per l’incapacità che hanno le 
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Lo stesso non può dirsi per lo spostamento verticale 7, perchè una 
parte di esso (il primo termine della (1238) o della (1240)) risulta dal 
cumulo delle deformazioni dei tratti dl, di meridiano che precedono il 
parallelo considerato. 

b) La proprietà che hanno le deformazioni £ e g di dipendere sol- 
tanto dai valoritocali degli sforzi Ss ed S, ha delle conseguenze pratiche 
di notevole importanza. Ad es., se si cambia la distribuzione dei carichi 
che agiscono al disopra del parallelo considerato (ma non quelli vicinis- 
simi a questo), senza che cambi la loro risultante Q, non cambiano i va- 
lori di S, e di S3; quindi non cambiano é e g. Pertanto, se la cupola è 
vincolata al contorno (Cap. XXVIII, B), non cambiano nemmeno le 
reazioni del vincolo, che dipendono dunque soltanto dal valore di Qe 
non dal modo nel quale il carico è distribuito, 

e) Si è facilmente tentati di calcolare lo spostamento di un punto £, ad es, 
l'abbassamento del vertice, usando il principio dei lavori virtuali (n. 328 a); ma 
questo metodo non dà risultati corretti. Ciò non è dovuto a un difetto del metodo 
stesso, che gode della massima generalità, bensì al fatto che gli sforzi fittizi Sy 
od S,, rolativi alla forza fittizia P,=1 applicata nel punto % diventano infiniti 
in prossimità del punto d’applicazione (es. 1286), e hanno inoltre la singolarità - 
di essere uguali e di segni contrari fuori del punto %, e di diventare uguali anche 
in segno nel punto %. Si vedano in proposito gli esercizi 1324, 1325. 

È possibile invece calcolare ad es. l'aumento di volume che subisce un ser- 
batoio per effetto di una pressione p uniforme uguagliando il lavoro esterno al 
lavoro interno (es. 1323). 


Esercizio 1823. — Calcolare l’aumento di volume che subisce un recipiente 
di spessore 8 costante per effetto di una pressione interna p uniforme. 

Soluzione. a) Se AV è l’aumento del volume, il lavoro esterno fatto dalla 
pressione p è I, = p/4V/2. Il lavoro interno è (117), (483) 


1 1 
L= | (0161+ 016) dv = 373 / (8,81 — 19) + S(S2— 985))] do = 


1 
= 3pa | (88+ 83— 28,5,) do, 


essendo v il volume del materiale della parete. Il volume dv dell'elemento di 
parete si può calcolare per una striscia periferica larga dl = R,d0, e vale 


dv = 2rr <s- di = 2rR,sen0 + s- R,d9 = 2rsR,B,sen 049. 


strisce meridiano (prive di rigidezza a flessione) di trasmettere a distanza le sollecitazioni tra- 
sversali (aiutate in questo dall’azione di smorzamento esercitata dalle strisce parallele, anzi 
principalmente per questa azione). Perciò È e g dipendono dai soli valori locali di Sa ed S, in 
modo esatto nel caso delle membrane, e con buona approssimazione nel caso delle lastre curve 
dotate di una certa rigidezza a fie. ‘one. 
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Quindi l’equazione L, = Z; che fornisce AV è 
pAY 
2 
b) Nel caso particolare del recipiente sferico si ha S, = S2=$ = pR/2. 
Il volume del materiale della parete è v = 47?s. Quindi l’espressione di I, di. 
venta 


a A (Sî + Sì — 2v8,S3)R,P, sen 0 40. 


28° — 2y82 (1 — v)p*R* 


La 2688 sal Es 


Dall’uguaglianza L, = L, si deduce AV = 2r(1 — v)pR'/Es, che coincide col ri- 
sultato che si ottiene direttamente ricordando (115) che la variazione del volume 
V=l1è data da &,+ &:+& =88. 


Esercizio 1824. — Usando il principio dei lavori virtuali, cercare l’abbassa- 
mento del vertice di una cupola semisferica appoggiata al contorno, provocato 
dal peso proprio. 

Soluzione. Applichiamo un carico fittizio P, = 1 nel vertice %, che genera 
gli sforzi fittizi S,, ed S,. Le reazioni fittizie, verticali, danno lavoro virtuale 
nullo, perchè lo spostamento del contorno è orizzontale. Quindi l'equazione dei 
lavori virtuali diventa 


Led = f(02,61+ 0,80) do = a (18181 — 80) + 8a (51 18,0 do. 


Gli sforzi fittizi valgono (es. 1286) Si, = — 1/2nR sen? 0, Sa, = + 1/27R sen? 0. 
Gli sforzi reali $, ed S, hanno le espressioni (1221), (1222). Il volume dv vale 
(es. 1323) du = 2rxsE? sen 0 d0. Sostituendo, si ottiene 

=/2 
d= (1+ 2)Yml® (2— così — cos° 0 
casi E (1+ cos 0) sen @ 
è 


(+ MY? 1 LEA (+ )YnÈ? 
ie iena È F 086 7 18 (1+ cos o| = 1,193 E % 


che è diverso dal risultato dell'esercizio 1308 a) (n. 670 c). 


di = 


Esercizio 1825. — Usando il principio dei lavori virtuali, cercare l’abbassa- 
mento del vertice della membrana semisferica dell’esercizio 1313, provocato 
dalla pressione esterna p uniforme. 

Soluzione. Sostituendo gli sforzi fittizi S,, ed S,, relativi al carico fittizio 
P,= 1 (es. 1324) e gli sforzi reali S, = Sa = — pE/2, l’espressione Ony€1t 02,E2 
risulta nulla. Ciò rende manifesto che il metodo non è applicabile. 


671. Le membrane di rivoluzione soggette a forze non simmetriche. 


a) Spesso le membrane di rivoluzione sono soggette a iurze prive 
di simmetria radiale, com’è ad es. l’azione del vento. Mancando la sim- 
metria, nelle sezioni secondo i paralleli o i meridiani esistono anche delle 
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tensioni tangenziali t11 = 72; dirette secondo il parallelo o il meridiano, 
(cioè contenute nel piano tangente); e quindi degli sforzi tangenziali 
T,3= Ts1= T118. Si hanno così in ogni punto della membrana gli sforzi 
di membrana S,, Ss, T3, che ora sono funzioni non solo della colatitu- 
dine 0 ma anche della longitudine w. Queste tre funzioni incognite sono 
legate da tre equazioni di equilibrio (come ora vedremo); per cui anche 
in questo caso l’equilibrio di un elemento generico della membrana è 
possibile con i soli sforzi di membrana suddetti, cioè senza che sia neces- 
sario l’intervento di momenti flettenti e di 
sforzi di taglio normali alla membrana. 

b) Le equazioni di equilibrio. Le forze 
esterne per unità di superficie sono definite 
dalle componenti Y, Y, Z secondo il meridiano, 
secondo il parallelo e secondo la normale alla 
membrana (fig. 1463). 

Consideriamo un elemento abcd di membrana limitato da due meri- 
diani e da due paralleli vicinissimi, di lati (db = cd = dl, = R,00} (ao (a = 
= dl, = rd), va =dl,=(r+ d)dv (fig. 1464). Su di esso agiscono le 
forze esterne Xdl,dl,, Ydl, dla, Zdl, da, 
dove dl, dl, = R,r di dy. 

quanno m arezione 2) Sul lato ao 
si ha lo sforzo normale Sd, = S,rdy, 
mentre sul lato bd esso diventa Srdy + 
+ d($,r)dy (essendo variati sia $, che r). 
Quindi rimane la differenza, ossia l’in- 
cremento 

dS 


d(8,r)dp = 2) 40 dp 


Suî lati cd e ab agiscono due sforzi tan- 
genziali la cui differenza è 


dT, dT 
ap = dp DPF: dd. 
Infine, gli sforzi normali agenti sui lati Fig. 1464, 


ab e cd hanno la risultante diretta se- 
condo r, che vale, a meno di infinitesimi di ordine superiore (nota 13), 
Sadl, + dp; e questa ha secondo 2 una componente 


— Sad, «dp così = — S,R,d0dy così. 
Quindi si ottiene l’equazione 


la) MO) dI dp + DI -3° Id0 dp— SyR, cos. d9 dp + XRr di dp=0. 
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Equilibrio in direzione y} La differenza degli sforzi normali agenti 
sui lati cd e ab è 
28, 


dy 


Sul lato ac si ha lo sforzo tangenziale T,,d2; = T,rdy, mentre sul 
lato 54 esso diventa T,y"dyw + d(T,)dy. Quindi rimane l'incremento 


dii) 


dp dl, = # dyR,d0 . 


dT'r)dy = 40 dy 


Infine, gli sforzi tangenziali agenti sui lati ab e cd, inclinati tra loro del- 
l’angolo dy cos 8 (nota 3 del Cap. XXII), hanno la risultante diretta 
secondo y, che vale, a meno di infinitesimi di ordine superiore (nota 13), 


Tydl, + dp cos = Ty,EF,d0 dy così. 
93: si ottiene l’equazione 


UD) 


O ESE De Rd dip + 22 40 dp + TR, d0 dip cos + YRyr dI dp=0. 


Giai Rispetto al caso del n. 657 d), si hanno 
in più gli sforzi tangenziali sui quattro lati, che però hanno componente 
nulla in direzione #. Perciò si ritrova l’equazione (1210). 

Pertanto, dividendo le (a), (6) per d0 dp, e ponendo nella (1210) Ra = 
= r/sen 0, si ottiene il sistema di tre equazioni, due delle quali alle de- 
rivate parziali, con le tre funzioni incognite Su Sa DTa=Tn 


a 
aa) + R, “i — S.R,cos0 =—XR,r 
(1256) Ue) +E5% Li “a TR, così =— YR,r 


Sr + S.R,sen0= ZRyr c 
e) Mediante la terza delle (1256) si può eliminare S, nelle prime due, e si 
ottiene il seguente sistema di due equazioni alle derivate parziali con le funzioni 
incognite S,, Ta: 
dSar) 

90° 


(Tur) ___r_ 38 _ d 
d0 send dy + Eat (e + send +, Sor ù 


che si può anche scrivere nella forma 


+R; "a Syretg0=—(X—Zctg0) 
(1257) 


—(X—Zctg0)R, 


dS 1 = E il 
d+( Ft ctg 04 w» 


dT:s (1,d Ra \ 1 dI Tdi 
da, d0 Pl d0* 7 008 0}Tra sen” dp tia 3 mn. en 
Cogo patita 7 e DE “DI via, Si Sea | 
C]LIndo 92990 ia cavnle n | SE di Hi | 
\ Ri Cik e | n did 
le(2sc\Lviva Sar AA aa | Vaia RD 
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SA ZA 
672. Caso delle forze anfisimmelriehe. (1 Il vento.) de; NL 


a) Consideriamo il caso in cui le componenti X, Y, Z delle forze AN ( 
esterne hanno le espressioni VI "7 Più 


Q 


(a) X= X;c08p, Y= Ysseny, Z=4;c08w;l 


dove Xs, Yo, Ze sono funzioni del solo angolo 0 (è facile riconoscere che 

le forze (a) sono antisimmetriche rispetto al piano verticale contenente 
il diametro cd, fig. 1465 b). 

2 nen In tal caso anche gli sforzi S1, Tia, Sa hanno 


pro a) N espressioni analoghe (‘5), e cioè 


(0) S1=8,,c08%, Tya=T2,8en 9, Sa=82, 008%, 


dove 81, 712), Sa, sono pure funzioni soltanto 
di 0. Infatti, le equazioni (1256) sono soddi- 
sfatte dalle espressioni (a) e (b), poichè sosti- 
tuendovi le (a), (b) stesse e sopprimendo il 
fattor comune rispettivo cos 9, sen, cos y, 
esse diventano indipendenti da y e si trasfor- 
mano in equazioni differenziali ordinarie. 

Operando tale sostituzione nelle (1257,), e considerando il caso della sfera, 
cioè 2, = E, = E, esse si trasformano nel sistema di due equazioni differen. 
ziali ordinarie 


d81, 
9 + 2080 -8,+ 


sy Tua, = — RX, — Za otg 0) 

(1258) 
Elea Leni RY, 0) 
do 130 + song ST ( 27 send)* 


b) Il calcolo degli sforzi si può effettuare in due modi diversi. 

Il primo consiste > nell’integrare ilsistema di due equazioni differen- 
ziali ordinarie di cui si è detto in a); ad es. le (1258) nel caso della sfera 
(es. 1330). 

La seconda via, più semplice e generale, che evita le difficoltà mate- 
matiche dell’integrazione, e che si ricollega ai metodi usuali della Scienza 
delle costruzioni, scaturisce dall’esame delle prime due espressioni (b). 

Considerata una sezione orizzontale generica mm di raggio r (fig. 1465 a), 
la prima delle (5) mostra che $, in ogni punto del parallelo gode della 


(‘) Ciò è naturale, perchè sa le forze esterne sono antisimmetriche rispetto al piano suddetto, 
lo sono anche gli effetti, cioè gli sforzi Si, Tia, Ss. In tale piano si annullano S; ed S, e resta 
s0lo 73, in accordo con l’antisimmetria. 

Queste espressioni mostrano che gli sforzi variano in modo simile lungo ciascun parallelo, 
ossia che diventano ad es. massimi nei punti di uno stesso meridiano. 
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proprietà di essere proporzionale a cos w, ossia (*) alla distanza Yi del 
punto dal diametro cd (fig. 1465 b), che perciò risulta essere l’asse neutro 
(come nella sezione di una trave inflessa). Se poi consideriamo tutte le 
forze esterne agenti sulla membrana al disopra della sezione mm e ne calco- 
liamo il momento M rispetto al diametro cd (che si può ancora chiamare 
momento flettente nella sezione mm), esso è equilibrato dalle compo- 
nenti verticali V degli sforzi $, in tutti i punti del parallelo; quindi, per 
la proprietà suddetta, la V in un punto generico è data (n. 125 c) dalla 
(121), ossia 
_ Im 


(1259) va, 


dove J = xr° è il momento d’inerzia (48) del parallelo rispetto al diame- 
tro cd. Dalla componente V si deduce poi 


(1260) S,= V/sen0. 


La seconda delle (5) mostra che 7,» in ogni punto del parallelo è pro- 
porzionale a sen y, ossia alla distanza , del punto dal diametro ab (come 
in una trave tubolare avente per sezione il parallelo e soggetta a sforzo 
di taglio; ciò che si dimostra come nell’esercizio 148). Nota così la legge 
di distribuzione di 7, nella sezione, conside- 
riamo la somma 7 delle componenti secondo il 
diametro ab di tutte le forze esterne agenti al 
disopra della sezione mm (che si può ancora chia- 
mare taglio nella sezione mm), e osserviamo che 
T è equilibrato non solo dagli sforzi 7,3, ma 
anche dalle componenti parallele ad ad degli 
sforzi S, già noti (*’). Dall’equazione che così si 
ottiene si ricava T,, (es. 1327, 1332, 1337, 1338, 
1340). 

Infine, si deduce $, dalla terza delle (1256), 
ossia dalla (1210). 

e) Si può usare il seguente procedimento 
più semplice (*), equivalente a ciò che si è 
detto in b). RIE, LAO: 

Indichiamo con P, la risultante (parallela ad ab) degli sforzi S, agenti 
nei punti del parallelo mm, che passa per il punto s nel quale conver- 


(') Cfr. F. DIscHINGER: Schalen und Rippenkuppein, « Handbuch fiir Eisenbetonbau», 
3* ediz., Berlino, Ernst, 1925, pagg. 185-186. 

(‘’) Un fatto analogo accade nelle travi aventi le sezioni di altezza variabile (nn. 172, 5364), 
dove 7 è equilibrato non solo dalle tensioni tangenziali ©, ma anche dalle componenti verticali 
delle tensioni provocate da M. 

(4) O. BELLUZZI: Calcolo semplificato delle lastre di rivoluzione soggette u forze antisimmetri- 
che, «L'industria italiana del cemento», 1950, febbraio. 
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gono le tangenti nei punti m ai meridiani; e con'7, la risultante degli 
sforzi T,a, che passa per il punto # (fig. 1466). Tali risultanti si otten- 
gono sommando le proiezioni su ab degli sforzi elementari Syrdy e Tyrdy 
relativi a ogni elemento rdyp del parallelo mm, ossia (b) 


F,= J Srdy - cos 9 cos p = 8,7 cos 0 - 4 fcos pdp= SS, c08 0 - 7 
Li o 


(0) =/2 
Fi =/ Tuadp-senp=Tat* 4 f sen? vdy= Tar; 
. e 
da cui 
pa Pi 
(4) 81= 008908 Y1 Tis= Sp. 


Se G è il punto in cui la risultante Y (o taglio 7) delle forze esterno 
agenti sulla parte di membrana al disopra del parallelo mm incontra l’asse 
| di rotazione, e se indichiamo con d,, d,, d le distanze Gs, Gi, st, per 
| l’equilibrio delle forze 7, ed F, con la F si ha 


| ra=Fd,, Fd=F4d, 
da cui 


| (0) P,=F7, r=F3 


Ì Quindi, sostituendo le (e) nelle (4), si ottiene 


Fr. Fd, 
(1261), (1262) Sh= Fili cospo  Tu="<7 di sen v. 


Queste espressioni danno $, e 7, in funzione della risultante F e 
della posizione del punto G, che spesso è subito noto (‘); ciò che ri- 
sparmia il calcolo di 7, ed 7, (es. 1329, 1334, 1335, 1339, 1341, 1343). 

Gli sforzi S, nella metà del parallelo mm esposta al vento sono di 
trazione o di compressione secondo che @ è più alto o più basso del pa- 
rallelo stesso. Se @ è nel piano del parallelo, si ha S, = 0. 

===" d) L’azione del vento sopra una membrana di rivoluzione è un. 
caso particolare delle espressioni (a). Infatti, considerato il vento spi- 
rante orizzontalmente nella direzione AB (fig. 1467), se v è la pressione 
che esso esercita sull’area unitaria investita normalmente, e se ammet- 


(‘*’) L’equivalenza della (1261) e della (1260) risulta dall’essere Fd, = M, d=rtg0, 
rcos y = VU, 


__—_—__-J 
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tiamo che sull’area unitaria inclinata dell’angolo a con la direzione di 
v la pressione normale sia vsena (°°), è facile riconoscere che sull’area 
unitaria nell’intorno di un punto di colatitudine 0 e 

di longitudine y la pressione normale è v sen 0 cos y. 7 % 

Perciò, se ammettiamo che le azioni tangenziali del 

vento non abbiano presa sulla membrana, si ha 


(î) X=0, Y=0, Z=-vsen0cosp, 
MAIA LI] 
che corrispondono alle (a) (Z,) = — v sen 0). 

Questa Z è una pressione nei punti della metà 
della membrana esposta al vento ed è una depressione 
nei punti dell’altra metà; ciò che rende appunto anti- 
simmetrico il carico. Tale depressione corrisponde ab- 
bastanza bene a quella che si misura nelle prove spe- Fig. 1467. 
rimentali su modelli nel tunnel aerodinamico. 

e) I metodi indicati in d), c) sono applicabili non solo nel caso del 
vento, ma anche per altre condizioni di carico (es. 1338-1343). 

f) Come nel caso delle forze simmetriche (n. 659 a), anche nel caso presente 
si hanno soltanto gli sforzi di membrana (regime di membrana) purchè la mem- 
brana stessa sia estesa indefinitamente. Essendo invece limitata e vincolata al 
contorno, dev'essere nelle condizioni delle figg. 1426 a, b); e il vincolo dev'essere 
inoltre capace di reagire anche in direzione delle tangenti al contorno (sostituendo 
così gli sforzi 7g). 

Se il vincolo è di altro tipo, è assai arduo determinare 
le sue reazioni (mentre nel caso dei carichi simmetrici la 
cosa è semplicissima; Cap. XXVIII). 


v 
VA 


Esercizio 1326. - Calcolare gli sforzi 8, provocati dal- 
l’azione del vento in una cupola sferica (fig. 1468). 

Soluzione. L'area dell’elemento corrispondente agli angoli 
d0 0 dp è dA = Rd0-rdy=R?sen0@ 10 dp, e la forza 
(7) agente su di esso è vR? sen? ? cosy di dip. Tutte queste 
forze (essendo normali alla membrana) passano per il cen. 
tro O, e la loro risultante è diretta secondo il diametro AB 
(per l’antisimmetria). 

La componente secondo 48 della forza suddetta si ot- Fig. 1468. 
tiene proiettandola prima sul piano orizzontale per 0 e 
proiettando ancora su 4B; per cui si moltiplica per sen 0 cos y, e diventa 
vE? sen? 0 cos? y d0 dy. Se indichiamo provvisoriamente con 8 la colatitudine 
del parallelo generico mm, la risultante relativa a tutte le forze esterne agenti 


(#) Talvolta si ammette invece che la pressione normale sia v sen a (v. la nota 34 del 
Cap. XXIX). 
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al disopra della sezione mm vale 
2/3 


F=T=vR- (fre 020[ovan = s00 004 0000. 


Il braccio 00 di Y rispetto al diametro cd passante per o è 00 = R cos 00) 
per cui si ha 


M F- bo sul cos do 


(2—3 cos 09+ così 0). 


Si ha poi yg=rcosyw=Rsen@c0sy, J= n = E° send. Sostituendo 
nella (1259) e ponendo @ al posto di 0, si ottiene (1260) 


vER cos y cos @ 


(1263) CA eni 


(2— 3 cos? + cost 0). 


Lo sforzo 8, è di compressione nella metà colpita dal vento e di trazione nel- 
l’altra metà (cos y è rispettivamente positivo e negativo). Nei punti dell'equatore 
(0 = 90°) si ha Sj= 0. Per0=0la regola di L’Hòpital dà 8,= 0. 


Esercizio 1327. — Idem. Calcolare gli sforzi 7, 

Soluzione. — Come si è detto nel n. 672 >, c), alla risultante F fa equilibrio la 
somma delle componenti parallele ad ab degli sforzi 7,, e degli sforzi S, agenti 
lungo il parallelo mm, ossia la somma di F, e di 7. 

Per le (d), la (1263) e la seconda delle (8) si ha 


vcd (@—3c080+ cos 0), F,=nT,,,R sen). 


F,=—- 
Per l'equilibrio suddetto, dev'essere 7,+ 7, =, da cui, avendo presente 
l’espressione di Y (es. 1326) e la seconda delle (b), si ricava 


vE sen y 


(1264) Tia = Foto 


(2—3cos0+ cos? 0). 


Esercizio 1828. — Idem. Calcolare gli sforzi Sn. 
Soluzione. Ponendo nella (1210) E, = E, = e avendo presente l’espres- 
sione (1263), si ricava 


__ SÈ cosy 


(1265) cile 1) 


(3 sen? 0 + 2 c0ost9 — 2 cos 6). 


Se la cupola è semisferica, nei punti del contorno si ha S3= — E cos y 
(compressione nella metà investita dal vento e trazione nell’altra metà). 


Esercizio 1829. — Idem. Calcolare gli sforzi S, e 7,, usando il procedimento 
semplificato del n. 672 c). 

Soluzione. Come si è detto nell’esercizio 1326, il punto @ coincide col centro 
O della sfera. Le distanze d, d,, d, (figg. 1466, 1468) valgono 


a=st=Rsen0tg0, d,=Gi=—Rcos0, d,=Gs= R/cos@; 
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per cui si ha 


aja=-—1/tg*0,  dJa=1/sen20. 


Avendo presente l’espressione di F trovata nell’esercizio 1326, le (1261), 
(1262) danno immediatamente le stesse espressioni di $, e di 7,, trovate negli 
esercizi 1326 e 1327. 


Esercizio 1880. — Determinare gli sforzi provocati dal vento in una cupola 
sferica, mediante l’integrazione delle equazioni (1258). 
Soluzione. Sommando e sottraendo le (1258) e ponendo 


(a) Sygt T9, =U, ni T,a,= Ua, 
si ottengono due equazioni con un’incognita ciascuna (Z, = — v sen 0): 
dU. E 
+ (2 ctg 04 =" ai U, Rx(1+ cos 0) 
dU. 
2 ra 3, 
a+ (rete + i T, Rx(1— cos 0). 
Come si verifica facilmente, gli integrali generali sono 
6 1+ cos @ i. cost 0 
u,= TESE [01-+ Ro(cos 9— 5) 
1— così { sr 0 
vi = ee (0, Rofcos 9-50). 


Risolvendo le (a) per S,, © 7,2, © sostituendo nelle (b) del n. 672, si ottiene 


__ c08V| a +0 = 0 VGT cos' 0) 

} 563 9 | presidi ? cos 0 + Re cost 0 — 3 ) 
senwi0,— 0, 0. a: "x così 0 

Tra = = ol ta 2° 34 LD 2 0080+ Er(cos 0- 3 ) é 


Le costanti C, e 0, si determinano facilmente considerando l'equilibrio della 
cupola supposta semisferica. Nei punti dell’equatore (9 = 90°) si ha 


8,= Ut c08p, Ta= de <p Os sen. 


La somma dei momenti degli sforzi S, rispetto al diametro CD deve fare equili- 
brio al momento delle forze esterne, che è nullo perchè la pressione in ogni punto 
è normale alla superficie, cioè passa per il centro della sfera. La somma delle 
componenti degli sforzi 7,, secondo il diametro AB deve fare equilibrio alla risul- 
tante delle forze esterne (cioè al taglio 7, n. 672 db), che è diretta secondo AB (5) (92). 


(51) Anche integrando le equazioni (1258) si deve dunque ricorrere, per determinare Ci e C3, 
alle stesse condizioni di equilibrio che con l’altro metodo danno direttamente gli sforzi Si e Tia. 
Inoltre il lavoro è molto più lungo e complesso, e l’integrazione non sempre si sa eseguire 
(&e la membrana ha R; variabile). 

(5) Gli sforzi S, non concorrono a equilbrare 7 perchè sono verticali (inoltre sono nulli). 
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Queste due condizioni si traducono nelle equazioni (7 = 27vE?/3, es. 1326) 


27 dr 
C+ 0; fi C+ 0; 
JSEdp-Ec0sp= 35 PR | così ydp= ato pian 0, 
0 0 
Fri 27 
pu ta Li 
frabap ‘snp= % Sr sen? ydyp = 0-0, in=-m=_- Web 
2 2 3 
o i) 
Da esse si ricava 
ch: Oto ; e ai rr, 3 


Sostituendo nelle espressioni di 8, © 7,3, si ritrovano i risultati degli esercizi 1326 
e 1327 (9). 


Esercizio 1331. — Calcolare gli sforzi S, provocati dal vento in una membrana 
conica ad asse verticale (fig. 1469). 

Soluzione. Come elemento di superficie consideriamo la striscia compresa fra 
due generatrici vicinissime, estesa dal vertice fino al parallelo mm generico (a 
quota È sotto il vertice), di area 

h nh? cos 8 dp 


1 
sa MT 2sen?9 * 


1h? cos 0 cos y dy 
2 sen @ Li 


Fig. 1469. 


e la sua proiezione sul diametro ab è 
(1/2)vh? cos 9 cos? y dp . 
Quindi lo sforzo di taglio relativo al parallelo mm risulta 
UE) 
T = (1/2)0h? cos 0 » 4 | costpap = (1/2)01? cos 0-1. 
LL 
L'altezza di 7 sopra il piano mm è d=R—(2/3)h/sen? 0. Quindi si ha 


hè cos @ 
E dr (3sen9—2). 


Essendo y,=7 cos p = cos 0 cos p/sen 0, J = wr =? cos' 0/sen? 0, si ot- 
tiene (1259), (1260) 


(1266) Sì 


M=Td= 


vh cos y 
= Foen Q così (8° 0-2). 


(5) Qui 7, risulta di segno contrario alla (1264) perchè il verso positivo di 7,3 della 
fig. 1464 e delle (1256) è diverso da quello che conduce a 7; della fig. 1466. 
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Se 3 sen*9 —2=0, ossia se 0 = 54944" = — 55°, si ha S, = 0 in ogni punto 
(perchò G =). Se 0 > 55°, S, è di trazione nella metà colpita dal vento e di 
compressione nell’altra metà; se 0 < 55°, gli sforzi S, s’invertono, 


Esercizio 1332, — Idem. Calcolare gli sforzi Ts. 
Soluzione. Per le (c) e la (1266) si ha (r = Rctg 0) 


vhî ctg 0 


F.=% Gsen 9 


(3 sen?0 —2), F,=nT,, hetg0. 
Avendo presente l’espressione di 7 trovata nell’esercizio 1331, dalla condi. 
zione di equilibrio 7, + F, = T si ricava (0) 


vh sen p 


(1267) Ta = Gen * 


Esercizio 1338. — Idem. Calcolare gli sforzi Sa. 
Soluzione. Essendo R,= co, Ry=r/sen0 =hctg0/sen9, dalla (1210) si 
ricava 


(1268) Sa=ZR,=-—vsen0cosp-hctg0/sen0 =—vhctg 0 cosp. 


Esercizio 1834. — Idem, usando il procedimento del n. 672 c). 

Soluzione. Come si è detto nell’esercizio 1331, le pressioni agenti sulle strisce 
comprese fra due generatrici vicinissime incontrano l’asse in un punto G (fig. 1469) 
tale che 


d,= h(1— 2/3 sen? 0), d,= 2h/3 sen? 0, mentre d=h; 
per cui 
dja =1—2/3sen0, d,Jd = 2/3 sen? 0. 


Sostituendo nelle (1261), (1262) si ritrovano i risultati degli esercizi 1331, 1332. 


Esercizio 1885. — Copertura conica libera al contorno e sorretta da un pila- 
stro nel vertice (fig. 1470 a). Calcolare gli sforzi provocati dal vento. 


v 


Fig. 1470. 


Soluzione. Pensiamo da prima che la copertura sia estesa indefinitamente, 
e senza il pilastro. In queste condizioni si hanno gli sforzi trovati negli eser- 
cizi 1331-1333. 

Sopprimendo poi la parte di membrana che è al disotto del bordo, si do- 
vrebbero sopprimere anche gli sforzi S, e 7, che essa trasmetteva alla parte 
che è al disopra, ossia le loro risultanti F, ed 7, (fig. 1470 b). Ma ciò equivale 
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a lasciarli e ad aggiungere una seconda situazione costituita dagli sforzi — 4, 
e — 7», ossia da — F, e — F, (senza il vento) (fig. 1470 c) (%). Si tratta di deter- 
minare gli sforzi che questa situazione provoca in corrispondenza di un parallelo 
generico mm a quota È sotto il vertice. 

Gli sforzi — S, e — 7,2 al bordo sono equivalenti all’azione totale del vento 
sulla copertura, ossia alla risultante FP, calcolata per & = H (es. 1331) 


nvH? cos 0 


Py=Tr= Ece8, 


la quale incontra l’asse in un punto G che dista dal vertice 
d,= Gs = 2H/3 sen? 0. 


Considerato un parallelo generico mm, si ha (fig. 1470 d) 


d=st=h, d,=Gt=?2H/3sen0—h, 
ossia 


435, &__3H 
d  3hsen) ? d  3hsen? 0° 


Quindi, sostituendo nelle (1261), (1262), nei punti di mm risulta (5) 


vH*(2H — 3h sen? 0) vH° 


Si= — diesen d così SV» Tu — zinsen en 9 


sen P. 
Infine, sovrapponendo questi sforzi a quelli trovati nell’esercizio 1331, si 
ottiene 
v H°—h H- hp) 
Be ssa RO 50 0)c0sp, 
v H°— 18 
1°® Zon 9 HI SMY- 
Inoltre si ha (1210) (R, = 00) 
Sy=—vsen 0 cosy-r/send = —vhcetg 0 cosp. 


Al contorno (hf = H) si ha Sj=0, Ti3= 0 (*). 

Per moderare gli sforzi in corrispondenza dell’attacco col pilastro (f = hp), 
si usa un capitello abbastanza largo in modo che 4, non sia molto piccolo. 

Il pilastro è soggetto in sommità alla forza orizzontale F, = 7,, e al momento 
M=_F,[(2/3)H/sen 0 — hg]. 


(#) ÎÈ un'evidente estensione del fecondissimo principio di equivalenza del n. 481. 

(55) Si computa la stessa F,, qualunque sia il parallelo mm che si considera, perchè le forze 
della seconda situazione sono sempre le stesse. 

(5*) La risoluzione dello stesso problema mediante l’integrazione delle equazioni (12571) si 
trova nei volumi di W. FLiGGE (pag. 46) e di S. TIMOSHENKO (pag. 377) citati nel n. 675. 
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Esercizio 1836. — Calcolare gli sforzi S, provocati dal vento in una membrana 
cilindrica verticale (fig. 1471). 

Soluzione. In questo caso (9 = 90°) si ha Z = — v cos y. 

Considerata una sezione mm alla quota % sotto la sommità, l’area di una 
striscia generica compresa fra due generatrici vicinissime è dA =1RRdp, e la forza 
agente su di essa vale vhE cos y dp. Quindi si ha 

«2 
r = 0hR-4 | cost pap =mRh, M=T-h/2=7n0oRWj2. 
() 


Essendo $S, = V, si ottiene (1259) 


__ qeEh® R cos y _vh 


(1260) dm e i 


c08P» 


Fig. 1471, 


Esercizio 1837. - Idem. Calcolare gli sforzi 7,, ed Sa. 

Soluzione. a) In questo caso si ha (c) F,= 77,3, , mentre FP, =0 perchè gli 
sforzi S, sono verticali. Si ha quindi la condizione F, = 7, per cui (es. 1336) (d) 
si ottiene 


(1270) Ta =vhsenp. 
b) Lo sforzo S, è dato dalla S,=Z e risulta 
(1271) Ss =—vEcosp. 


Esercizio 1338. — Calcolare gli sforzi in una membrana sferica soggetta nel 
vertice a una forza P normale all'asse di simmetria (fig. 1472). 

Soluzione. a) In questo caso si ha X = Y =Z=0, quindi nelle equazioni 
(1256) si annulla il secondo membro. Perciò esse sono ancora soddisfatte dalle 
espressioni (b) degli sforzi, e per conseguenza $S, e 7, hanno 
ancora le distribuzioni antisimmetriche di cui si è detto nel 
n. 672 b), e vale il metodo ivi indicato. 

b) In una sezione orizzontale generica mm si ha 


T=P, M = PR(1— così). 
Fig. 1472. Quindi sì ottiene (1259), (1260) 


PE: .PR(1— cos 0)- Rsen0cosy P_.1-c080 53 
sen? E sen? 0 —anR  sen@ i 


Si 


c) Si ha 7, =n1,,E sen @ come nell’esercizio 1327. Inoltre si ha (0) 


FP. _P così (1— cos 0) 
cuali sen? @ bi 
Sostituendo nella condizione 7, = T— F,, si ricava 


P(1— cos 0) 
“ql sen 9 SR V- 


d) Infine, per la (1210), si ha Sg=—$r 


Tra = 
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Esercizio 1889. — Idem, usando il procedimento del n. 672 c). 
Soluzione. In questo caso si ha 
1— cos? 0 1— così 


dB od” d,= R(1—cosl), dica 


Sostituendo nelle (1261), (1262) si ritrovano gli stessi risultati. 


Esercizio 1840. - Calcolare gli sforzi in una membrana conica soggetta nel 
G=3 vertice a una forza P normale all’asse (fig. 1473 a). 
/ Soluzione. Vale quanto si è detto nell’esercizio 1338 a). 
In una sezione orizzontale generica mm si ha 7=P, M=Ph 
quindi (1259), (1260) (es. 1331) si ottiene 


US] 


1. Ph-hctg0cosy _Psen? 
sen 0 nh ctg* 0 1h cost) 095 P* 


Sì 


Si ha 7,= Ta, ctg @ come nell’esercizio 1332. Inoltre si 
ha (c) F,=P. Quindi risulta 7,,=0. 
Fig. 1473. Infine dalla (1210) si ricava S,=0. 


Esercizio 1841. — Idem, usando il procedimento del n. 672 c). 
Soluzione. In questo caso si ha d = d, = h, d, = 0. Per cui le (1261), (1262) 
danno gli stessi risultati. 


Esercizio 1842. - Una membrana conica ad asse orizzontale funziona come una 
mensola e sostiene un carico verticale P nel vertice (fig. 1473 b). Calcolare gli 
sforzi nel caso di a = 20°. 

Soluzione. In una sezione verticale generica distante x dal vertice gli sforzi 
8, sono massimi nel punto più alto (y = 0) e nel punto più basso (y = 180°), 
dove valgono (es. 1340) (9 = 70°) 


P-0,93969 P 
8,= È Fa 034202 = + 2,66 —. 
Nel vertice si ha S, = co, ciò che consiglia di rendere massiccio un primo tratto 


del cono. 
Inoltre si ha T,x=0, S4=0. 


Esercizio 1848. - Membrana parabolica soggetta nel vertice a una forza P 
normale all’asse. A 
Soluzione. Per una nota proprietà della parabola si ha IN 
(fig. 1474) d,= d,= d/2, ossia dJd=d/d = 1/2. Quindi si i Po 
ottiene (1261), (1262) 


P 
81 gr con) CP» Tia = Sap 5 Y» 8,= 0. 


Fig. 1474, 
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673. Problemi più complessi. 


Ci limitiamo a un breve cenno su alcuni problemi più complessi che si pos- 
sono risolvere estendendo l’impiego delle equazioni dei nn. 671, 672. Indichiamo 
da prima tale estensione. 

a) Consideriamo il sistema di equazioni (12571) coi secondi membri nulli, ciò 
che corrisponde alla cupola non soggetta a forze sulla superficie (X = Y=Z= 0), 
ma soltanto a forze distribuite lungo il bordo. In tal caso la soluzione si può 
esprimere nella forma 


(a) S1= (8) 00809, Tia = (Ti2;)n 800 MP, 


dove (S1,)n> (T12,)n sOnO funzioni del solo angolo 0 ed n è un numero intero ar- 
bitrario. 

Nel caso particolare della membrana sferica (I, = È = costante), sosti. 
tuendo le (a) nelle (1257,) si ottiene un sistema analogo al (1258), con n/sen 0 
al posto di 1/sen 0 e coi secondi membri nulli. L’integrazione di questo sistema 
si effettua come nell’esercizio 1330, e si ottiene 


(S19)n = (03, ctg” 0/2+ O, tg" 0/2) :2 sen? 0 

(Piog)n = (01, 068" 0/2—- O, tg” 0/2) :2sen?0. 
Gli sforzi devono avere valori finiti anche nel vertice, ossia per 9 = 0, per cui 
dev'essero Ci, = 0. Quindi, sostituendo nelle (a), risulta 


tg” 0/2 
în 2 sen? 0 


cos ny Sa) Tr (0) tg" 0/2 sen np. 


(6) 8,= 0; 2n 3 son) 


Ponendo 0 = 0., si ottengono gli sforzi al bordo. Ad es., nel caso della semi- 
sfera (0, = 90°) si ha 


(e) Si, = (03,/2) COS NW, Tra, = (02,/2) sen np. 


Queste espressioni rappresentano anche le forze esterne che si devono appli- 
care lungo il bordo per generare nella cupola gli sforzi (b). Data l'ampiezza di 
queste forze, si ricava 3, e sostituendolo nelle (b) si hanno gli sforzi in ogni 
punto. 

») Quando invece agiscono lungo il bordo delle forze esterne equilibrate 8, e 
Tra qualsiansi, ma esprimibili rispettivamente mediante serie di coseni e di seni 
di ny aventi uguali coefficienti 0, , anche gli sforzi interni, per la sovrapposi- 
zione degli effetti, risultano espressi da serie i cui termini sono del tipo (è). In 
tal modo si possono studiare diversi casi. 

c) Consideriamo ad es. il caso di una cupola semisferica soggetta al peso 
proprio e appoggiata (su colonne) soltanto in corrispondenza di alcuni tratti 
4 del bordo, di solito uguali ed equidistanti, e libera nei tratti Z’ rimanenti 
(fig. 1475 a) (5°). Per semplificare il problema, pensiamola da prima appoggiata 
lungo l’intero bordo, nel qual caso (1208,) si ha la reazione uniforme qg= $,, = 


(5) Maggiori particolari si trovano nei volumi di W. FLiìGGE, pagg. 43-49, dov'è studiato anche 
{ caso della membrana non sferica, e di S, TIMOSHENKO, n. 79, citati nella nota 33. 
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= Q2aR= ynEts (fig. 1475b) per unità di lunghezza del bordo. Sopprimendo 
poi l’appoggio nei tratti 4’, che in realtà sono liberi, si dovrebbe togliere la rea. 
zione gq in questi tratti; ma possiamo invece lasciarla e aggiungere una forza 
uguale e contraria nei tratti stessi (fic. 1475 ©) (58), che genera nei tratti 7 rima- 
sti appoggiati un’ulteriore reazione = 94'/). Im tal 

modo la situazione effettiva della fig. 1475 a) equivale 

a quella della fig. 1475 b), che si conosco (es. 1292), 

più quella della fig. 1475 c), nella quale agiscono sol. 

ij i tanto le forze g e 9, lungo il bordo, equilibrate tra loro. 
“e Per studiare la situazione c), rappresentiamo le 


forze al bordo mediante la serie 


Ù » dp) = Za, cosnyp, 


4,8,12... 


nella quale i coefficienti a, hanno le espressioni (con 
procedimento analogo a quello della nota 22 del Cap. X) 


@n = (4qR/nA) sen n4/2R. 
Quindi la serie precedente diventa 


sen nÀ/2R 
cal n. np . 
n 


qy)= <> 2 


Fig. 1475. 48,12... 


Confrontando ciascun termine di questa serie con lo sforzo Si al bordo, dato 


dalla (c), si ottiene 
Oz, = (84E/nA) sen n7/2R. 


Pertanto, sostituendo nelle (b), gli sforzì in ogni punto sono dati da 


dg y sen nÀ/2R ign 3 cosnp=— S, 


Sj= 


a A sen? 9 4,8,12. n 
(A) r,2_ i sen n4/2R Pea 0 
n Asen? 0 4,8,12... n» dr igt Apa 


Come si è detto, questi sforzi si devono poi aggiungere a quelli trovati nel. 
l’esercizio 1292 (5°). 


674. Le membrane di forma qualsiasi. 


a) Anche nel caso generale delle membrane a doppia curvatura di forma 
qualsiasi (cioò non di rivoluzione), se si considera un elemento superficiale infi- 
nitesimo, limitato da due coppie di curve vicinissime appartenenti a due fami. 


(*) SI tratta evidentemente di un'applicazione del principio di equivalenza (on. 461, 462 d). 

(**) La soluzione (d) contiene anche gli sforzi Ta che non si annullano per 0 = 90°; ciò che 
richiederebbe l’esistenza di uguali forze tangenziali esterne distribuite lungo il bordo, che in realtà 
non ci sono. Perciò la soluzione non è esatta, perchè non soddisfa tutte lo condizioni al bordo 
della cupola della fig. 1475 c). Si può rimediare in qualche modo aggiungendo lungo il bordo una 
trave ad anello, capace di sviluppare all’incirca tali forze Tu 
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glie di curve ortogonali sulla superficie della membrana, per esso si possono seri- 
vere tre equazioni di equilibrio alla traslazione, che legano gli sforzi S, Ss, Tir 
agenti sui quattro lati (in modo analogo a quello col quale si sono ottenute 
le (1256)). Le tre condizioni di equilibrio alla rotazione sono identicamente s0d- 
disfatte per la supposta inesistenza di momenti. Esistono perciò tre funzioni 
S1, Sa) Tia che soddisfano le tre equazioni, ossia esistono in ogni punto tre sforzi 
8, S3, Ta che da soli assicurano l’equilibrio (5°), senza che sia necessario l’inter- 
vento di momenti flettenti e torcenti e di sforzi di taglio normali alla membrana, 
Per conseguenza si conclude che il problema della ricerca degli sforzi è possibile 
e staticamente determinato. Tuttavia l’intesrazione del sistema di equazioni alle 
derivate parziali presenta, in generale, serie difficoltà. 

b) Nel caso delle cupole a pianta ellittica o di altre forme, è possibile far 
variare lo spessore s lungo i paralleli in modo tale che per effetto del peso pro- 
prio i vari spicchi contigui si comportino come quelli delle cupole di rivoluzione, 
cioè non si trasmettano sforzi tangenziali (7,, = 0). Quindi anche le strisce 
parallele non si trasmettono sforzi tangenziali (perchè 7,3 = Ty). Ciò rende 
possibile di ricondurre il calcolo delle cupole così fatte a quello delle cupole di 
rivoluzione (9), 


e) Il caso delle volte sottili cilindriche sarà studiato nel Cap. XXIX, 


675. Bibliografia. 


Il problema della resistenza delle membrane di rivoluzione, considerate prive 
di rigidezza a flessione, fu studiato nel 1828 da G. Lamé ed E. CLAPRYRON: 
Ménoire sur V'équilibre intérieur des corps solides homogènes, «Mém. présentés par 
divers Savants», Vol. IV, 1833. 

Lo studio delle membrane curve è svolto, ad es., nel volume di F. FoRCHHEI- 
MER: Die Berechnung ehener und gelriimmter Behilterboden, Berlino, Ernst, 1909; 
nel Cap. IV del volume di E. Casati: Equilibrio statico dei grandi serbatoi d'acqua, 
Torino, Bona, 1913; nel Cap. I della prima parte del volume di T. PéscuL: Berech- 
nung von Behaltern, Berlino, Springer, 1926; nel capitolo di F. DIscHINGER: 
Schalen und Rippenkuppeln, contenuto nel vol. XII del « Handbuch fir Fisen- 
betonbau », parte A, I, Berlino, Ernst, 1928, dov*è considerato specialmente il 
caso delle cupole ed è raccolta un’ampia bibliografia (pag. 369); nel Cap. II del 
volume di W. FriaGe: Stati und Dynamilk der Schalen, Berlino, Springer, 1934, 
pure con ampia bibliografia (pagg. 233-234); nel Cap. X del volume di S. Timo- 
SHENKO: Theory of plates ana shells, New York, MacGraw-Hill, 1940; e nella 
parte quarta del volume dì K. GIRKMANN: Flachentragwerke, Vienna, Springer, 
1948. 

Le membrane di rivoluzione soggette a carico antisimmetrico sono studiate 


(**) Invece nel caso del filo (n. 658 2) st ha una sola incognita S e si hanno due equazioni di 
equilibrio alla traslazione. Perciò l'equilibrio è possibile soltanto se il filo si dispone secondo una 
curva particolare, cioè secondo una funicolare del carico. 

(*) Si veda in proposito il capitolo di F. DISCRINGER: Schalen und Rippenkuppein, nel 
vol. XII del « Handbuch fiir Eisenbetonbau », 3* ediz., Berlino, Ernst, 1928, parte A, IIL 
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ampiamente nel $ 2 della parte A, I del capitolo già citato di F. DIscHINGER, 
nel $ 3 del Cap. II del volume pure citato di W. FLiùGGE e nei $$ 127, 128 del 
volume di K. GIRKMANN. 

Le membrane a pianta ellittica o di altre forme sono studiate nella parte A, 
III del capitolo di F. DiscHINGER e nel Cap. V del volume di W. FLijccE. 

Ulteriori particolari sulle deformazioni delle membrane di rivoluzione si tro- 
vano nel $ 4 del Cap. II del volume di W. FLiGeGe. 

Lo studio dei serbatoi cilindrici ad asse verticale sarà svolto nel Cap. 
XXVIII, A, ©); di quelli ad asse orizzontale nel Cap. XXIX. 


CapIToLO XXVIII. 


LE LASTRE CURVE (TUBI, CUPOLE, SERBATOI) 


676. Generalità. 


Mentre nel caso delle strutture laminari curve di spessore piccolissimo 
(membrane) le deformazioni che fanno variare la curvatura provocano 
delle tensioni di flessione trascurabili rispetto alle tensioni di membrana 
(n. 656 d), nel caso in cui lo spessore non sia piccolissimo le tensioni di 
flessione possono invece essere considerevoli. Le lastre curve di rivo- 
luzione, delle quali ora ci occuperemo, hanno lo spessore sufficientemente 
piccolo da consentire lo studio mediante teorie elementari (!), ma non 
tanto piccolo da poterle considerare come membrane. 

Il problema delle lastre curve è dunque staticamente indeterminato 
(internamente; esternamente può essere determinato o indeterminato, 
nn. 702-706), perchè oltre agli sforzi $,, S,e 71, che nelle membrane basta- 
vano per equilibrare le forze esterne, si hanno anche momenti flettenti e 
sforzi di taglio normali alla superficie media della lastra. 

Le deformazioni che provocano le tensioni di flessione possono essere 
dovute sia a forze o a coppie agenti lungo il bordo della lastra (oppure 
lungo un parallelo generico), sia alle forze esterne distribuite sulla super- 
ficie della lastra stessa. 

Nel primo caso tali tensioni si smorzano rapidamente a breve distanza 
dal bordo (o dal parallelo caricato), e quindi praticamente sono soltanto 
delle tensioni locali (come vedremo nel n. 680). Queste tensioni locali si 
hanno anche se lo spessore s è piccolissimo (membrane); però si smor- 
zano con rapidità tanto maggiore quanto più s è piccolo rispetto alle 
dimensioni della lastra. Nel secondo caso invece le forze distribuite de- 
formano l’intera lastra; per cui, se la curvatura dei meridiani si modifica, 
le tensioni di flessione (e di taglio) si manifestano in tutta la lastra. 
Tuttavia esse sono molto minori delle tensioni di membrana dovute agli 
sforzi S, ed S, (es. 1345) e delle tensioni locali suddette; per cui si pos- 
sono trascurare. Per conseguenza le tensioni e le deformazioni provocate 


(’) Il piccolo spessore rende attendibile l’ipotesi della variazione lineare delle c nello spes- 
sore, consueta nella Scienza delle costruzioni (n. 125 c), che consente di studiare l’equilibrio e la 
deformazione di elementi di volume aventi l’intero spessore s; mentre se la lastra fosse grossa 
si potrebbe studiare soltanto coi metodi della Teoria dell’elasticità, cioè considerando elementi 
di volume infinitesimi nelle tre direzioni (n. 577). 
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dalle forze esterne distribuite sulla superficie delia lastra si possono stu- 
diare, con grande semplificazione e con buona approssimazione (n. 697 ) 
usando gli stessi metodi e le stesse formure che trovammo (Cap. XXVII) 
per le membrane curve. 

In A) studieremo le lastre cilindriche (tubi); in B) le lastre di rivo- 
luzione (cupole); in C) studieremo le strutture costituite da due 0 più 
lastre solidali tra lorc, e in particolare i serbatoi. 


A) LASTRE CILINDRICHE (TUBI), 


677. I tubi cilindrici. Equazioni generali. 


a) Consideriamo un tubo cilindrico di raggio medio R e di spes- 
sore 8, soggetto a pressione p sulla parete (assumiamo p positiva se agi- 
sce dall'interno verso l’esterno). Lo spessore e la pressione possono es- 
sere costanti o variabili lungo il tubo, ma sono costanti lungo ogni sin- 
golo parallelo (ossia dipendono dalla sola ascissa x del parallelo). Inoltre 
possono agire delle forze H radiali e delle coppie M nei piani radiali, 
uniformemente distribuite lungo uno o entrambi i bordi o lungo deter- 
minati paralleli intermedi. 

In queste condizioni di simmetria radiale, il tubo si deforma in modo 
che ciascun parallelo si allarga o si restringe rimanendo circolare. Le 
generatrici in generale si deformano, inflettendosi nei piani radiali (solo 
in casi particolari possono rimanere rettilinee, cioò quando la variazione 
AR del raggio dei paralleli varia linearmente lungo il tubo). 

La parete del tubo si può pensare decomposta sia in strisce longitu- 
dinali, parallele all’asse del tubo e limitate da due generatrici, sia in 
strisce anulari, limitate da due circonferenze. 

Ogni striscia longitudinale si deforma nello stesso modo, per cui basta 
studiarne una qualunque (fig. 1476 a), che riter- 
remo di larghezza unitaria. Supponendo che la 

\ è pressione p sia sopportata da queste strisce, la 
‘ga deformazione di ciascuna di esse è contrastata 

dalle strisce anulari, che servono da appoggio 

continuo alle prime, Le strisce anulari reagiscono 
su quelle longitudinali con delle forze radiali @ 
proporzionali alla variazione 4 che esse subi- 
scono; per cui, se indichiamo con _w= AR lo 
spostamento radiale (positivo se in fuori) in un” 
punto generico della striscia Tongitudinale, la 
reazione o che essa riceve per unità di lunghezza 
Fig. 1476. dagli anelli è proporzionale a w. Quindi la stri- 
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scia longitudinale è nelle stesse condizioni delle travi su appoggio elastico 
continuo considerate nel Cap. XII, () (2). 
b) La lunghezza 27 di un anello varia di 2%, e la sua dilatazione 


vale e, = 2rw/2xR = w/R. Quindi, se lo Sforzo $, e la tensione 0; lon- Y 
gitudinali sono nulli, si ha o, = Le, = Ew/R, e lo sforzo $, in un anello A 


di lunghezza wnitaria risulta Ss = 0,:1-s = Esw/R. Sulle due facce la- 
terali della striscia longitudinale agiscono dunque, per unità di lunghezza, 
i due sforzi S, diretti tangenzialmente al parallelo, la cui risultante o 
(fig. 1476 b), diretta secondo il raggio, è legata a S, e a R dalla relazione 
S,= e, analoga alla (91) (*). Per cui la reazione e è data da 


8 Esw Es 
(a) @=E==piv=fw, 
dove (*) w 
8 
(1272) B= Fa 


La (a) è l'equivalente della (a) del n. 254. 

c) La forza agente sulla striscia longitudinale per unità di lun- 
ghezza è dunque p—o =p— fw: Per la presenza delle strisce conti- 
gue, la striscia considerata s’inflette in modo che la sua sezione non su- 
bisce la deformazione trasversale indicata nel n. 130. Perciò (nn. 131, 
608 a) in luogo del modulo di rigidezza £J si deve considerare 8 = 
= EJ :(1—)= Es'/12(1—»). Salvo questa sostituzione, l’equazione 
differenziale della linea elastica della striscia (ossia di ogni generatrice) 
è analoga alla (349) se lo spessore 8 è costante, e alla (349) se è variabile; 
ossia è rispettivamente 


ae i RAT E ada a 
su lira) (1278) [Bom +00=P) pica dale ponp. 
Ripa 37€ 

d) Quando si sia integrata la (1273) (B costante) e si sia ottenuta 


l’espressione di w, da essa si deducono le altre quantità che interessano 
(n. 254 d) (5) (°): 


(1274) Sa = (Es/R)w, qa=_—_w', M=Bw", T=Bw", 


(*) Evidentemente la reazione o degli anelli può essere diretta sia in dentro che in fuori. 
Per cui gli anelli equivalgono a un suolo elastico capace di reagire sia verso l’alto che verso il 
basso (n. 253). 

(*) Questa relazione si deduce anche dalla fig. 1476 b,), poichè se si suppone che la lar- 
ghezza 1 della striscia sia Diccolissima, e quindi piccolissimo l’angolo al centro © = 1/R, si ha 
e/2 = Sa sen 0/2.= S1- 0/2 = S:/2R, da cui o = SR. V. anche la nota 15 del Cap. XXVII. 

(‘) In questo caso la caratteristica 8 si misura in kg/em*, anzichè in kg/cm*, perchè è re- 
lativa alla striscia di larghezza unitaria, anzichè a una trave di larghezza d. Quindi qui f è l’equi- 
valente del modulo K del suolo (n. 253). 

La (1272) si deduce anche dalla (93): AR = 6 = pR'jEs, da cui p = (£s/R*w; poi sî pone w = 1. 

(*) M e T sono il momento flettente e lo sforzo di taglio della striscia longitudinale di lar- 
ghezza unitaria, Nel caso delle lastre piane (Cap. XXVI) si indicarono con m e é. Il momento M 
si misura in kgm/m o in kgom/em (indifferentemente, perchè le due unità sono uguali; si vedano 
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Il momento M (ossia M, nella direzione delle generatrici) provoca 
(n. 131, es. 1186) un momento nella direzione dei paralleli. 


678. Caso dello spessore costante. Integrali particolari. 


a) Se poniamo, come nel n. 254 d), /4B = a', ossia (7) 


4‘ 4 
( BL Es/R? IVETEI _ V): 1,3 
(1275) dio VG F Vert = ya af: 
(a è l'inverso di una lunghezza), la (1273) diventa 
(1273) wY + da'w = p/B . 


Salvo la sostituzione di ZJ con B, la (1273) coincide con la (349). 
Quindi la soluzione generale si ottiene aggiungendo a un integrale par- } 
ticolare l’integrale generale (350) dell'equazione resa omogenea (p = 0). L 

b) Integrali particolari. L’integrale particolare della (1273’) rappre- 

senta l’effetto della sola pressione p agente sulla parete del tubo, ossia 
non tiene conto delle eventuali forze o coppie agenti lungo i bordi. 

Se la pressione varia lungo il tubo con legge p = ce” con n < 4, cioè 
se p=c,0p=c%,0p=c2,0p= ca, l'integrale particolare è (*) 


(a) L= 108 


La (a) coincide con la (93); ossia l’aumento w del raggio È in ogni punto 
(relativo soltanto all’integrale particolare) è lo stesso che si avrebbe se 
il tubo fosse diviso in anelli infinitesimi indipendenti tra loro (?) (1°). 


ad es. l’esercizio 1383 e la nota 36). Pur essendo 17 omogeneo con una forza, non è opportuno 
misurarlo ad es. in kg, perchè resterebbe indeterminata la larghezza della striscia corrispondente 
(e non si potrebbe dire kg per metro, perchè apparirebbe cambiata la dimensione). 

Consideriamo 1 positivo quando sono tese le fibre longitudinali prossime all’interno del 
tubo, e 7 positivo quando dM = dr è positivo. 

(*) La rotazione @ = — w° = — dw/dr è un caso particolare della (1241) che vale per la mem- 
brana conica, che qui (0 = 90°) si riduce a p=d:/dh. Il segno è cambiato perchè qui dr = — dh, 
ossia perchè se w cresce al crescere di x (w' positiva), 9 è negativa. (Si considera @ positiva se fa 
spostare nel verso di x decrescente il punto O3 in cui la normale alla generatrice incontra 3A ‘asso 00.) 

(?) Il valore del coefficiente v di Poisson ha poca influenza sul valore di e, poichè Va = 
è uguale a 1,285 per v = 0,3, a 1,313 per v = 0,1 e a 1,316 per v = 0. Perciò si potrebbe assu- | 


mere in ogni caso /3(1—v) = 1,3, e quindi a = 1,3/V/Rs 

©) La w è dello stesso grado di p; per cui, e n < 4, si ha w!V = 0, e la (1273”) si riduce & 
4ctw = p/B, da cui w = p/f. 

(*) Ciò accade soltanto se n < 4. Infatti, se 7, e quindi anche w, sono proporzionali a x° @ 
a 2*, il momento M = Bw”” risulta nullo; se sono proporzionali a 2° o a 2°, M risulta costante 
o proporzionale a x. Per cui a M corrisponde (222) una pressione fittizia addizionale p* = — d&°Midr* | 
che è nulla, e che perciò non modifica la » effettiva. Quindi p deforma il tubo come se gli anelli î 
fossero indipendenti, ossia w non è influenzato da M. 

Se invece si ba n = cz" con n3 4. w contiene almeno due termini, uno dei quali è cx"/B: 


isla 
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In particolare, nel caso della pressione p costante si ha 


(1276) v= 


Nel caso di un serbatoio ad asse verticale, pieno di liquido di peso spe- 
cifico y,, la pressione varia proporzionalmente alla profondità 2 (p = y&), 
e si ha 


(1277) = oà 


ce) Degli integrali particolari relativi a variazioni termiche ci occu- 
peremo nel n. 688. 


Esercizio 1844. — Calcolare un integrale particolare nel caso in cui la pres- 
sione varia con la legge p = cz. 

Soluzione. L'equazione (1273’) diventa wIV + 4a'w = cx'/B, e un integrale 
particolare è (11) 


#= cat _240. cat _ 240 _p__60 _pR® 60 
dB 16088 Bo 408 Bo Es a 
Questo risultato differisce dall’integralo (a) per la costante 6c/a*f, in armonia 
con le note 9 e 11. 


Esercizio 1845. — Un tubo cilindrico di lamiera è sog- 
getto a pressione p variabile lungo l’asse secondo una pa- 
rabola simmetrica, con valori p = 0 alle estremità © Pmoz 
nel mezzo (fig. 1477 a). Confrontare le tensioni ci di fles- 
sione dovute all’incurvamento delle generatrici con la 03 
che si ha considerando la lamiera come una membrana. 

Soluzione. L'espressione corrente di p è p = 4P mar (01 — 
— 22) 112. Quindi l’equazione differenziale (1273’) della de- 
formata delle generatrici risulta 


wIV + 4050 = 4Pmas (0 — 2°): BI, 
ossia 


dov + 40% fr — Pace fg — 22)] = 0 


pe 


quindi M contiene un termine con z"-* al quale corrisponde una p* fittizia non nulla (negativa), 
che aggiunta a » la fa diminuire; per cui anche w diminuisce. 

(1°) Se p varia proporzionalmente a sen cr, o a senh cz, 0 a e°”, w è ancora proporzionale a 
», ma è minore del valore che avrebbe se gli anelli fossero indipendenti tra loro. Ad es., se 
p = p.sencz, si trova w = ne sencz, dove ne = (pR'/Es) : (1 + c‘/4c4) invece di n, = pR'/Es. 

() L'equazione w!Y + aw = da” con n =4-5-6-7 è soddisfatta dall’integrale partico- 
lare w = uz" + ve, Per determinare i coefficienti u e v si ricava w!Y = Luz", dove k = 
= n(n—1)(n—2)(n— 3), per cui sostituendo si ha 


kur"* + a(ur" + ve) = be", da cui u=bla, v=—kbla, 
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e un integrale particolare è 


4Pmaz 
v= Te lea). 


Perciò il momento flettente in una striscia di larghezza uno è dato da (1274) 


B. 8Pmoe _ __ES/1X1—2?), 8Pmoz 2R?S"P max 


M = Bw=— B O Ts]R: È 30: (costante) 


Quindi la tensione massima dovuta alla flessione risulta (7 = 1s°/6) 


4 Rr 
= 1 Pm. 


rs 
Timaz 


La linea punteggiata indica la deformata della parete. 
Ad es., nel caso di Z = 2}? (tubo notevolmente corto) risulta 


P L 4R? 
Gimae = 7 zi Puo Tr =, = Pmos + 
La tensione ca massima di membrana è (92) Gemas = Pmas E/8. Quindi il loro 
rapporto risulta Cimas : Camax = 8/2. Perciò se 8 è molto piccolo rispetto a E le 
tensioni 0{ sono trascurabili, come si disse nel n. 656 3). Tale rapporto è ancora 
minore se la lunghezza del tubo è maggiore del diametro (19) (13), 


679. Caso dello spessore costante. Integrale generale dell’equazione omo- 
genca. 


a) L’integrale generale dell'equazione omogenea w + 4a'w= 0 si 
può esprimere nelle due forme equivalenti (n. 254 5) 


(350) w= C,e:"sen ax + C,e°* cos ax + Cse-°® sen ax + Cye7* cos ar, 


(350,) w = D, sen ax senh ax + D, sen ax cosh ax + 
+ Di cos ar senh ax + D, cos ax cosh ar. 


Esso rappresenta l’effetto provocato da forze e da coppie radiali agenti 
lungo i bordi del tubo e uniformemente distribuite, ossia l’effetto delle 
reazioni dei vincoli dei bordi stessi; e dev'essere sommato all’integrale 
particolare che tiene conto delle forze agenti sulla superficie (n. 678). 
Le costanti C,,... Ca 0 Di,... Di si determinano tenendo conto di tali 
forze se sono note, oppure delle condizioni di vincolo. 


(**) Si giunge ad analoga conclusione se si confronta la c1maz cOn la c1 che si ha nel caso del 
tubo chiuso da due fondi e soggetto a » costante, poichè (120) ci = 2R/28. 

(!*) Se invece la » è uniforme o variabile con legge lineare (fig. 1477 b), le generatrici non 
s’incurvano e quindi cj = 0. Se la p varia con legge bilineare (fig. 1477 c), pensato il tubo ta- 
gliato in due, le generatrici rimangono rettilinee nelle due metà. Nel mezzo si ha un momento 
mutuo M locale destinato a ristabilire la continuità, e quindi si hanno delle 0; che diminuiscono 
rapidamente a partire dal mezzo (nn. 680, 698 a). 
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Le espressioni delle quantità g, If, T si deducono da w mediante le 
(1274) e le (d), (e), (f) del n. 254. 
b) Nel caso dei tubi di lunghezza infinita (e praticamente anche 
nel caso dei tubi non molto corti, n. 680), se si misura la x a partire dal 
bordo sollecitato si ha (n. 255) C, = Ca= 0. Quindi la (350) diventa 


(1278) w= Cye7°® sen ax + Cse2® cos ar. 


Se si pone Cs = (cos y, €, = € sen y, essendo C una nuova costante 
e pun angolo di fase (C=/Cî + + Cî, te yp= 0/03), la (1278) si può scrivere 


(1279) w = Ce? sen (ar + y). 


Nella (1279) le costanti indeterminate sono C e y. 

La (1279) mostra che w varia con legge sinusoidale smorzata (et 
fattore di smorzamento). La lunghezza d’onda 4 è definita da ch = 2a, 
da cui (nota 7) 

2r| 2 


(1280) PE = E RS = 4,83 /Pl8 
e aaa in. 


c) La derivata w'= dw/de è data da (1279) 


(a) w'= dw/de = — Cae-=® [sen (ax + y) — cos (ax + y)] = 
=—-0 vV2 ac-* [sen (ax + y) cos 45° — cos (ax + y) sen 459] = 
=— CVZae-=sen (ar + y— 2/4) = 0/2 ae-se sen (ar + wp + 32/4). 


La derivazione della (1279) si effettua dunque moltiplicando la funzione 
per —v2a e diminuendo l’angolo di fase w di 77/4; oppure moltiplicando 
per 2a € aumentando y di 37/4. Quindi w” varia in modo simile a w, 
ma con un anticipo di fase di 37/8. 

Perciò»i punti nei quali w è massimo seguono di 7/8 quelli nei quali 


w è nullo (figg. 422 b e 1478) (*). Nella fig. 1478 si è supposto y=0. 


“ 
Sa 
SPREA > 


I 
L 


(*) Se non ci fosse il fattore di smorzamento 27°”, i punti nei quali w è massimo seguirebbero 
di ?/4 quelli nei quali w è nullo (come accade nella sinusoide). 
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Per le derivate w” e w”, e quindi anche per 1 e 7, si può ripetere 
ciò che si è detto per w’. Ogni nuova derivazione fa moltiplicare la fun- 
zione per —/2a e diminuire l’argomento di 774] per cui si ha 


w =Ce==sen (ar +), 
w =— Vale sen (ar + y— 2/4), 


(1281) 3 
w" = 2a*Ce-= sen (ar + p— 22/4), È, 
w'= — 2/2a*Ce-=® sen (ar + y— 3x/4) ; È (a 
ossia nat Vo (0 A 
| wa Ce-* sen (ar + ye $ Es mn 
(1281,) \}o0 = V2aCe= sen (ar + y— 2/4), k \p 3 
| M= 2a* Be sen (av + p— 22/4), | H,:VH 
)| 9 =—2y/2a*BCo= sen (ao + 9 — 32/1) 3) L 


o anche (8 = 5) rasta. sa 
M = (f/2a?) Ce->* sen (ar + y— 22/4), 
T=—V?2 (6[2a) Co--= sen (ar + y— 82/4) 


Per quanto vedremo nel n. 680, si può usare la (1278) o la (1279) 
non solo quando la lunghezza del tubo è infinita, ma anche quando è 
finita, purchè non molto minore della lunghezza d’onda 7. 

d) Dei tubi molto corti ci occuperemo nei nn. 684 e 685. 


| 
(1281,) | 


Esercizio 1346. — Un tubo cilindrico verticale di Iunghezza considerevole 
(ad es. maggiore del diametro) è pieno d’acqua fino al bordo superiore aperto 
e libero. Studiare la parte superiore del tubo. 

Soluzione. a) Il comportamento della parte superiore non risente pratica 
mente l’influenza delle reazioni al bordo inferiore (n. 680); per cui si può studiare 
indipendentemente dalle condizioni di vincolo di questo. 

Per le (1277), (1278) si ha 


w = (y;R°/Es)o + Cye-o2 sen ar + Cyemo® cos an. 


Al bordo superiore, libero, si dove avere M = 0, 7 = 0; quindi (1274) pere =0 
dev'essere w” = 0, w‘ = 0. Perciò, avendo presenti le (e), (f) del n. 254, si ot- 


tengono le due equazioni 
0:0—-C3-1=0, (05-C,)-0+(0+0,)-1=90, da cu C=0,=0, 


La (1277), cioè w = (y,E°/Es)x, rappresenta dunque la deformata della parte 
superiore delle generatrici, che rimangono rettilinee (19), 


(*) L’integrale particolare 1 = (y,R*/Es)z ha le derivate w° e w° nulle in ogni punto e 
quindi anche al bordo superiore. Perciò soddisfa già da solo le condizioni suddette, senza che 
occorra aggiungere l'integrale generale dell'equazione omogenea. 
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b) Se invece si usa la (1279), si ha 
w = (y:R*/Ps)x + Ce-o* sen (ax + y). 
Lo equazioni determinatrici di C o di y risultano (1281) 
Csen(p_90°9)=0, Csen (p— 1359) =0, da cui C=0. 
L'angolo y rimane indeterminato; tuttavia basta l’annullarsi di 0 per conclu- 
dero che w è dato dalla (1277). 


e) La parte inforioro del tubo risente invece per un breve tratto l’influenza 
delle reazioni del vincolo (es. 1384). 


Esercizio 1847. — Un recipiente di lamiera è costituito da una parete cilin- 
drica non molto corta e da due fondi piani. Studiare il regime statico dovuto 
alla pressione interna p uniforme, trascurando la rigidezza a flessione dei fondi. 

Soluzione. a) Per lo (1276), (1278), (1274) e la (e) del n. 254 si ha 

w = pR*/Es + Ce sen ar + C4e7°* cos ar 
M = B-2a?e-(0,50n ar — 03 cos az). 

Se si trascura la dilatazione del fondo e si suppone nulla la sua rigidezza a 
flessione, per x = 0 si deve avere w =0, M = 0; per cui le costanti risultano 
Ca = 0, Cq = — pE?*/Es. Quindi si ottiene (1275) 

w = (pR°/Es)(1 — e-°® cos ax) 
= —B-2a?(pR°/Es)e-:son av = — (pRs/2 V3(1 — v*))e-o8 sen aa. 

Per ax = 2/4, ossia por ® = 7/8, 0 por ar = 57/4, ossia per £ = 54/8, si ha 
rispottivamente (nota 7) 

Momin = — (PRs/3,4)e 7514 sen 77/4 = — (pRs/3,4) 0,456//2 = — 0,0948 pRe 

Mas = — (PR8/3,4)e5=1* sen 577/4 =+ (pÈs/3,4) 0,0197/V2=+ 0,0041 pRe. 

Per ox = 37/4, ossia per x = 34/8, si ha 
O mas = (PR?/Ps)(1 — e-97I* cos 37/4) = (pR*/Es)(1+ 0,0948/V/2) =1,067 pR?/Es , 


cui corrispondono Ss mas = 1,067 PE, Ga mas = 1,067 pE/s. Quindi la massima gg 
supera appena di 1/15 il valore cho 03 ha lontano dalle estremità. 
b) Se si usa la (1279), si ottiene y =z/2, C=—pE?/Es, 


2 2 
wa Di [1 — e7e® sen (ax + 2/2)] =D — e-°* COS AX). 


Esercizio 1348, — Idem, nel caso in cui uno dei fondi (o entrambi) sia infini- 
tamente rigido. 

Soluzione. Per a = 0 dev'essere w = 0, w' = 0. Perciò, se usiamo qui le (1281) 
invece della (1278), risulta y = 7/4, C = — V2pR*/Ps. Postitnando Dalla a 


delle (1281) e delle (1281), si attiene me: 038 ES £ 
È 10 = (pR3/Es)1 — V/2e7ee son (ax + 7/4)) (® 
FP = M=_- (V2pRs/3,4)e708 sen (ax — 7/4). 

if 
la: 3 dr né S 

ee pei Leda) \O E. Pat al csi 
PRE: sd D ql 33 > DE 

È & IXLL_R \ n x, L- 

ws Via 2° (AXt-7/,) osra cauti) (3t37, 
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Per a =0 si ha il momento d’incastro !M, = + 0,294 pREs) Per ax = a/4, 
ossia por & = 4/2 si ha M = 0. Per ar =x/2. ossia por a = 4/4, si ha Mmm = 
== — 0,061 pRs. 

Per az = 77, ossia per € = 7/2, si ha was = 1,043 PE?/E8, Ca mas = 1,043 pR/s. 


680. Lo smorzamento rapido delle sollecitazioni provocate ai bordi. 


a) Se a uno dei bordi (o a entrambi) di un tubo cilindrico abba= 


stanza lungo si applicano delle forze radiali 7 uniformemente distribuite + 


lungo il bordo (figg. 1479a, 1480 a), 0 delle coppie 3 agenti nei piani 

radiali, pure uniformemente distribuite (figg. 1479 Db, 1480 b), esse gene- 

rano delle deformazioni w e @ e delle sollecitazioni 

H M e 7 (che provocano delle tensioni ci di flessione 

e 02). Questi effetti possono essere intensi in pros- 

simità del bordo sollecitato, ma si smorzano molto 

rapidamente, e in modo oscillatorio, al crescere 
a) della distanza dal bordo stesso. 

La misura dello smorzamento è regolata dal 
fattore e—= che figura nelle espressioni di w0, w', w”, 
w”, il cui valore diminuisce rapidamente al cre- 
scere di x, Mentre in corrispondenza del bordo 
caricato (x = 0) si ha e-:*= 1, alla distanza a = 
= 4/2 si ha ar= aX/2= x, e:*= e-: = (,043214; 
e alla distanza 2 = 7 si ha ar= a4=22, es= 
b) = e = 0,001867. Perciò alle distanze di mezza 
lunghezza d’onda e di una lunghezza d’onda le 
varie quantità diventano rispettivamente 23,14 e 
535,5 volte minori dei valori che hanno al bordo, 

Fig. 1479. Quindi alla distanza\a = 4 fesse sono già del tutto 

È giusto pertanto considerare le sollecitazioni generate dalle forze 
e dalle coppie agenti ai bordi come degli effetti locali, ossia senza influenza 
sensibile sul regime statico a una certa distanza dai bordi stessi, Per cui 
da una certa distanza in poi questo regime è rappresentato, praticamente, 
soltanto dall’integrale particolare della (1273‘). 

Per la (1280), la lunghezza d’onda 7 è proporzionale a VE; per cui 
lo smorzamento è tanto più rapido quanto minori sono R ed s (19) 
(es. 1349). 


(3) Ciò si apiega osservando che se # è piccolo risulta piccolo anche ./ = 15/12 e quindi è 
scarsa l'attitudine delle strisce longitudinali a trasmettere lontano la flessione; e che se R è pic- 
colo risulta grande la caratteristica f = Zs/R? delle fibre anulari. 


x 
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3) È facile comprendere il motivo fisico di tale smorzamento (1°) 
ricordando che, come si è detto più volte, la deformazione delle strisce 
longitudinali del tubo richiede che aumenti 0 diminuisca il raggio delle 
strisce anulari, le quali perciò reagiscono, opponendosi alla deformazione 
delle prime e smorzandola a breve distanza dalla causa esterna isolata 
che la produce, ossia neutralizzando man mano la causa stessa (15). 

Questo smorzamento si verifica anche nello lastre di rivoluzione (ad es. nelle 
cupolo sferiche), nelle quali è dovuto allo stesso motivo; ma non si verifica nelle 
lastre circolari piane, perchè l’incurvamento dei diametri non è accompagnato 
da una sensibile variazione della distanza dal centro, ossia del raggio doi paral. 
leli, che perciò non reagiscono (cfr. il n. 192 bd), il n. 711 e la nota 146) (1°). 

In entrambi i casi lo smorzamento ha dunque la stessa origine cho ha nelle 
travi su suolo elastico sollecitate soltanto alle estremità o in un punto generico 
(n.5255, 03. 314), nelle quali è dovuto alla reazione del suolo, che ostacola la de- 
formazione della trave e assorbo man mano la sollecitazione. 

c) Lo smorzamento suddetto, caratteristico delle lastre di rivolu- 
zione, è fonte di conseguenze numerose e interessanti, che spesso rendono 
singolare il comportamento di queste lastre. Di tali conseguenze ci occu 
peremo nelle parti B) e C) del presente capitolo. Tuttavia un primo fatto 
che qui interessa è che in un tubo non molto corto il regime di solleci- 
tazione e di deformazione in prossimità del bordo a sollecitato è pratica» 
mente indipendente dalle condizioni di vincolo dell’altro bordo b (*°) ; infatti, 
le forze H e le coppie 2 applicate in @ provocano reazioni molto minori 
in b, e queste provocano degli effetti ancora minori in a. Non si può dire 
la stessa cosa se il tubo è molto corto (nn. 684, 685). 

d) Il fattore variabile f(ar) = e-:* sen av diminuisce dunque rapi- 
damente al crescere di ar, e i suoi valori sono raccolti nella tabella se- 
guente. In essa sono indicati anche i rapporti y di /(2) & {(02)ma:=0;3224. 


ag = Ù) n/d 2a/A 3/4 x Ba/4 
far) = 0 +0,3224 +0,2079 +0,0670 0 —-0,0139 
x = 09 -1,0000 -+0,6448 -+0,2079 O) —-0,0432 
an = baf Ta/t 2a 9/4 10/4 117/4 
fax) = —0,0090 —0,0029 0 4+0,0006 +0,0004 -+0,0001 
4 = —0,0279 —0,0090 0 4+0,0019 +0,0012 -0,0004 


(@*) O. BeLLuzzi: Il calcolo semplificato delle lastre a doppia curvatura, « Il cemento armato », 
1945, n, 4-10, nota 11; « Accademia delle Scienze », Bologna, 1943; « Atti del XIII Congresso 
di Meccanica applicata », Schenectady, N. Y., 1947. 

(4) Vari autori invocano il principio di Saint-Venant per spiegare tale smorzamento, osser- 
vando che il complesso delle forze Z o quello delle coppie M agenti lungo il bordo è equilibrato, 
Ma, come vedremo meglio in seguito (n. 698 a), tale spiegazione è errata. 

(®*) Per conseguenza, una cupola è molto più rigida di una lastra circolare piana. 

(*) Invece in una trave appoggiata in a e ivi soggetta a una coppia M, la rotazione ©, in a 
è diversa secondo che l’altra estremità & è appoggiata («= 111/37) o incastrata (pa = MI{EY). 
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Pertanto, quando di una qualunque delle funzioni w, 9, M, T si sia 
determinato il valore massimo in un punto come 1 della fig. 1478, si 
deducono senz’altro i valori nei punti che seguono il punto 1 di 4/8, 24/8, 
ecc. moltiplicando il valore massimo per i rapporti x suddetti (tenendo 
conto degli eventuali angoli di fase v (es. 1353 c). 


Esercizio 1849. — Calcolare la lunghezza d’onda Zin un tubo avente R = 1 m, 
s = 2 em. Determinare il rapporto fra 7 ed R. 
Soluzione. a) La (1280) dà 


A = 4,83 /100 - 2 = 68,3 cm, 


Se invece fosse s = 1 em, risulterebbe 7 = 48,3 cm. 
6) La (1280) si può scrivere nella forma 


a” 4,83 
1280, =4,88V—.R=T—_—R=cR 
(1280,) A=4,8 Vi R van? ° 

Rls= 5 10 20 50 100 200 


o =2,16 1,53 1,08 0,688 0,483 0,342, 


Esercizio 1850. — Nel caso di un tubo molto lungo, determinare gli effetti 
generati in prossimità del bordo da forze H distribuite uniformemente lungo il 
bordo stesso (fig. 1479 a). 


Soluzione. Al bordo (r = 0) si ha.M = 0, T = H, ossia (1281,) 
M=20*BC-1-son(p—z/2)=0, da cui y=an/2; 
H=—2V2aB0-1-sen(—x/4), da cui C= H/208B. 


Quindi la deformata di ogni generatrice è rappresentata dall’equazione (1279) 
w = (H/2a*B)e-c® sen (ax + x/2). 


Nel bordo (essendo M = 0) la deformata (fig. 1479 a) corrisponde al punto 2 
della fig. 1478. 
La tensione di parallelo os al bordo risulta 
w_r H _20R 2,6 VEJ6 
max 0, = Egg Ex =? 5obn= È H 7 H 


Se I.= 508 si ha og= 18,4 H/s; e se H = 180 kg/em, 8=2 em, 0, = 1656 


kg/emq. 
Poi si possono calcolare le altre quantità v, M, T (v. es. 1353 b). 


Esercizio 1851. — Idem, provocati da coppie M uniformemente distribuite 
lungo il bordo (fig. 1479 b). 
Soluzione. Al bordo si ha |/7 = 0 ed M uguale al valore dato. Con procedi- 
mento analogo si trova e 
yw=37/4, C=V2M4/2B, 
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Quindi si ottiene 


w = (/3M/2a*B)e-°® sen (ar + 37/4). 


Nel bordo (essendo 7 = 0) la deformata (fig. 1479 b) corrisponde al punto 3 


della fig. 1478. 
La tensione di parallelo massima, cioè al bordo, risulta max 0, = Ewya:/f = 


= 3,4 11/s°. Naturalmente il momento massimo è M. 


681. Tubi lunghi. Coefficienti elastici di un bordo. 


a) Lo studio delle lastre cilindriche vincolate 
lungo un bordo (o lungo entrambi i bordi) sia col 
suolo, sia con altre strutture, diventa semplicissimo 
se si fa uso di coefficienti elastici, che danno lo spo- 
stamento w o la rotazione g al bordo provocati da 
forze H=10 da coppie M = 1 uniformemente di- 
stribuite lungo il bordo stesso (fig. 1480 a, b) (nota 17). 
Tali coefficienti si ottengono facilmente in modo 
diretto, oppure si deducono dai risultati del Cap. 
XII, C) in virtù dell’analogia del comportamento a 
di una striscia longitudinale della lastra con quello 
di una trave su appoggio elastico continuo (n. 677 a). d) 
Consideriamo da prima il caso dei tubi di lunghezza = 
Infinita, per i quali ricaviamo i coefficienti in modo Fig. 1430, 
diretto. 

b) Ricordando i risultati degli esercizi 1350 e 1351, nei due casi 
delle fig. 1479 a, b) la deformata delle generatrici è rappresentata rispet- 
tivamente da 


w = (H/2a*B)e-°® sen (ax + 2/2) 
(a) |e= (V/21/2a2B)e-* sen (ax 4- 37/4) . 


La rotazione in ogni punto delle generatrici è data da pg = — w'; 
per cui, derivando le (a) (n. 679 c), si ottiene negli stessi due casi 


{ = (V21/2a2B)e-** sen (av + 2/4) 


(0) ; É 
g= (M/aB)e-:* sen (ax + 2/2). 


Per ricavare i coefficienti cercati, basta porre H =1 ed M=1e 
calcolare w e g per 2 = 0. Essi risultano 


p4 1 1 L 
(1262) = zap: dae: deo Ina 


Com’è naturale (Maxwell, n. 335 bd), risulta wn = @a. 
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Avendo presente la relazione 4a'B = f, tali coefficienti hanno anche 
le seguenti espressioni più semplici (dove a = 1,3/V/£s, f= Es/R?)(31) 


2a? 4a 


(1283) w= i È Pa = Wa = F ; Pm =" 


Come si riconosce sostituendo le loro espressioni, fra i coefficienti (1283) 
sussiste la relazione 
(12831) WiPm = 203 


che spesso consente notevoli semplificazioni. 

Gli stessi coefficienti si potevano dedurre dalle (359), (360) sostituendo 
EJ con B e ricordando che 4a'B = f.. 

Le dimensioni fisiche di wa, 91 = Wm, Pm Sono rispettivamente L:(F/L) 
ossia L*/F, 1:(F/L) ossia L/F, 1:(FL/L) ossia 1/7, come si riconosce sia diret- 
tamente, sia considerando che Hw,, Mwm sono spostamenti 0 Hp, Mpm sono 
rotazioni. Perciò i coofficienti (1283) si possono misuraro ad es. in em? - kg1, 
em «kg, kg-1; tuttavia nel seguito tralasceremo di solito l’indicazione di tali 
unità. 

c) I coefficienti elastici (1283) sono esatti per i tubi di lunghezza 
infinita; tuttavia si possono usare con ottima approssimazione anche per 
tubi non molto lunghi (?*), purchè la lunghezza Z non sia melto minore 
della lunghezza d’onda 4. Per il caso dei tubi corti si vedano i nn. 684, 685. 

Essi sono praticamente indipendenti dalle condizioni di vincolo del- 
l’altro bordo (n. 680 c) (2°). 

Infine, essi valgono con buona approssimazione anche per il bordo 
delle cupole semisferiche di spessore costante, come vedremo nel n. 699. 

d) Come si è detto e come vedremo in seguito, i coefficienti ela- 
stici (1283) consentono di determinare facilmente le reazioni H cd M 
al bordo vincolato in qualsiasi modo. Se poi si vuole anche studiare il 


(®) Se il tubo è disposto con l’asse verticale e si considera il suo bordo superiore 
(fig. 1481 a, b), i ccofMicienti misti 9, = w,, hanno il segno —, cioè sono negativi (le forze H ri- 
volte in fuori provocano una © negativa, e le coppie M/ positive 


provocano un w in dentro). Lo stesso accade nel caso di una (© D 
cupola rovescia (fig. 1481 c), cioè avente il bordo in alto (n. 699). »: 
Tuttavia questo fatto va tenuto presente soltanto nel calcolo “ ) 


dei coefficienti elastici del bordo comune a due lastre collegate H H H H 

in parallelo (n. 718). V. anche il n. 699 d e la nota 153. vs È 
(**) So il tubo è di lunghezza finita, ma non molto piccola, 

ed è libero all’altro bordo d, mancano le reazioni che ivi gli \ 2) } 

trasmetterebbe il prolungamento del tubo qualora fosse illimi- 

tato. Ma tali reazioni in d sono molto minori (n. 680) delle Fig. 1481. 


forze H © delle coppie M che agiscono nel bordo a, e inoltre 
esse provocano in a degli effetti ancora minori. Perciò le deformazioni w e in a sono circa le 
stesse che si hanno nel tubo illimitato. 

(*) Si veda quanto si è detto nel n. 680 c). Il caso considerato nella nota 22, cioè del tubo 
libero all’altro bordo, non è che un caso particolare. 


pe” 
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regime statico ed elastico fino a una certa distanza dal bordo, basta intro- 
durre i valori trovati di H e di 3f nelle (a), che si possono scrivere nella 
forma seguente — 

fo = (2a/B)He-** sen (ax + 2/2) 

lw = V2(20/B)Me-2" sen (ax + 31/4). 

{ Le altre quantità S., g, M, 7 si ottengono poi avendo presenti le | 
|| (1274) e le (1281). Si possono ottenere per M. e 7, anche espressioni 


più semplici non contenenti B, ricordando che 4a'B = È; così nei due 
casi risulta 


(1284) 


M.,= (H/o)e-c® T co "atei » 
dass) { (H/a)e-® sen ax } (ri H a NS TÙ) 


M.,= V2Me- sen (ar + 2/4) | T2- - 240 £ "a dx 


Quindi (n. 679 e) si deduce anche 7, moltiplicando per — /2a e dimi- 
nuendo l’argomento di 7/4. 


Esercizio 1352. — Calcolare i coefficienti elastici del bordo di un tubo di ferro 
non molto corto, avente R=1m,s=2cm. 
Soluzione. Assumendo E = 2 - 10°kg/emq e y = 0,3, si ha (nota 7) 
1,285 2-109-2 


ona 86 em, = 
a IVATO 0,09086 cm B 100? 


Quindi si ottiene (1283) 


= 400 kg/cm8, 


2 -0,09086 
n= — oo — = 00004543 cm° + kg! 
2 -0,09086? 
Pn n = — 00 = 0,00004128 cm - kg! 
4 0,0908063 ci 
qu — io — = 0000007501 kg 


Esercizio 1358. — Il bordo del tubo dell’esercizio 1352 è soggetto ad H =- 180 
kg/cm. Studiare il regime statico. 
Soluzione. a) L'aumento di X, la rotazione 0 la 0, al bordo valgono 


w = Ho, = 180 - 0,0004543 = 0,08177 cm 
q = Hp, = 180 -0,00004128 = 0,007430 rad 
0. = Fey = Ew/R = 210% -0,08177/100 = 1635 kg/emq. 
Quest'ultimo valore è poco diverso dai 1656 kg/emq trovato nell'esercizio 1350 
(là si è assunto 1,3 invece di 1,285, nota 7). 


La deformata delle generatrici è rappresentata dalla prima delle (1284), che 
si può anche scrivere 


w = (2a/f)He-*" cos az = 0,08177 e-%»090882 cos 0,09086 x. 
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Il b) Le altre quantità p, M, T risultano (1281) 


p = V2a0,08177 e_o* sen (ar + n/4) 
M = 2a2B 0,08177 ee sen ax 
7 =— 2/Za®B 0,08177 e-o® sen (ar — 1/4)» 


|| Le quantità M e T sono anche date direttamente dalla prima delle (1285) 
Ill e dall'espressione che se ne può ricavare derivandola. 

Ill 6) La lunghezza d’onda vale = 2/a = 69,15 em. 

II Per ax = 7/2, ossia a distanza 2/4 = 17,8 em dal bordo, si annulla w. 

| Per ar = 37/4, ossia a distanza 37/8 = 25,9 em dal bordo, w diventa mas- 
| Il simo negativo e vale w = — 0,00548 em, come si ottiene mediante l’espressione 
| di w(x), oppure moltiplicando il valore 0,08177 che ha al bordo per il rapporto 
| — 0,0139/0,2079 (n. 680 d). 

| Per ar = j4 (nota 14), ossia a distanza 7/8 = 8,6 cm dal bordo, diventa 
massimo M, che risulta 


Mas = (H/a)e-*l* sen 7/4 = 639 kgem/em 


cui corrisponde 0, = 6M/s® = 958 kg/emq. Per ax = 7/2 si ha (n. 680 d) Ma 
|| = 639-0,6448 = 412 kgem/em. 


Il Esercizio 1854. — Il bordo del tubo dell'esercizio 1352 è soggetto a M = 800 
(IAN kgom/em. Studiare il regime statico. 
| Soluzione. L'aumento di E © la rotazione g al bordo valgono 
w = Mw, = 800 -0,00004128 = 0,03302 cm 
@ = Mn = 800 +0,000007501 = 0,006001 rad. 


Lo quantità w, p, M, T lungo il tubo sono rappresentate da 
w = /20,03302 675 sen (ar + 37/4) 
g = 200,03302 e72* sen (ax + 277/4) 
M = 2/208B 0,03302 ee sen (ar + n/4) 
T =— 40*B 0,03302 ee" sen dx + 


Esercizio 1855. — Il bordo dello stesso tubo è soggetto ad H = 180 kg/em 
e a M = 800 kgem/em. Studiare il regime statico. 
Soluzione. a) Le deformazioni al bordo valgono 


w=Hw,+ Mon = 0,1148 em 
g=Hpx+ Mm = 0,01343 rad. 


È Sa sì vuol conoscere anche il regime statico ed elastico lungo il tubo, si pos- 
sono seguire diverse vie. 
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b) 1° soluzione. Usando la (1278) e avendo presenti le (e), (f) del n. 254, 


si ba 
w =e7(C,sen ax + 0, cos ar) 


M = B2a?e-= (0, son an — 03 cos ax) 
T = B2a8e="[(0C3 — C4) sen ar + (03 + C,) cos ax]. 


Se indichiamo con 7, ed Mi valori di 7 = N e di M al bordo, pera =0 
dev’essero M = M, e 7 = Ty; per cui si ottiene 


M,=-— B2020,, da cui C,=— M,/202B =— (2a%/f)Mo 
T,= B2a8(03+ Ca), » C, = To/2a8B = (2a/f)T. 


Noti i valori di Cs © 0,, sono determinate le espressioni di w, pg, U, 7. 
0) 2° soluzione. Usando le (1281,), per £=0 si ha 
M,=(B/2a?)C sen (p— 27/4), T,=—vV2B/2a)0 sen (p— 37/4), 
da cui 


4 
ra) = A+ gp. 


Noto l’angolo y, si sostituisce nell’espressione di 7, o in quella di M,, 8 si 
ricava il valore di 0. Quindi le varie funzioni (1281,) risultano determinate. 
d) 3° soluzione. Si possono sommare le due espressioni di w, di g, di M, 
di 7 relative all’azione di H e di M, trovate rispettivamente negli esercizi 1353 
e 1354 (cioè si possono sommare le due espressioni (1284) e analoghe). 


Esercizio 1856. — Che lunghezza l, dovrebbe avere un anello ricavato dal tubo 
dell'esercizio 1352 affinchè la stessa forza H distribuita però nella lunghezza del 
l’anello (anzichè lungo il bordo del tubo), cioè in modo da allargarlo uniforme- 
mente, provocasse lo stesso w = AR che la H provoca nel tubo? 

Soluzione. Basta confrontare w che si ha nel tubo con w nell’anello, che è 
dato dalla (93): 


Esercizio 1857. — Che lunghezza / dovrebbe avere una striscia di tubo isolata 
e disposta a mensola (cioè priva dell’irrigidimento dovuto alle strisce secondo i 
paralleli), di larghezza 1 e dello stesso spessore s del tubo, affinchè avesse lo stesso 
coefficiente elastico w,? 

Soluzione, La lunghezza ! si deduce dall’uguaglianza 
2a _ P__ 4 


373507 ES° 

Se v= 0, si ottiene Î = 0,87 Vs. Nel caso del tubo dell'esercizio 1352 si 
trova 1 = 12,3 em. 

Si procederebbe in modo analogo se dovesse avere io stesso g, 0 10 8t0ss0 pm. 
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Esercizio 1858. — Calcolare i coofficienti elastici per il bordo di una lastra 
cilindrica di cemento armato avente E=3m,8=15 em, e di lunghezza con- 
siderevole. 

Soluzione. Assumendo 2 = 2 + 105 kg/emq e v = 0,1, si ha 


1,313 È 2105-15 
= NETZEG = 0,01957, = “006 = 33,33; 


tn = 2+0,01957/33,33 = 0,001174 
Pa = t0m = 2+0,019577/33,33 = 0,00002298 
Pm = 4-0,019579/33,33 = 0,0000008995. 


Esercizio 1859. — La lastra dell’esercizio 1858 è chiusa a una delle estremità 
con una lastra circolare piana di cemento armato di spessore 81, collegata con 
articolazione al bordo del tubo (fig. 1482). Determinare la 
reazione mutua H provocata da un aumento di temperatura 
At della sola lastra piana. 

Soluzione. Il raggio R della lastra piana aumenta di a,2 At 
© diminuisce (910) di (1 — v)HR/Es,, per cui si ha w=AR= 
= uRAt—(1 — v)HR/Es,. Poichè il bordo della lastra cilin- 
drica deve allargarsi di altrettanto, l'equazione determina. 
Fig. 1482, trice di H è 


A-nHR _ Main a RA 
aRit— = a > Hw,, da cui H Tit (—)7/05,° 


assumendo a, = 0,00001 ed 8,= 30 cm, si ha 


0,003 
1= Govmmma + op A = 2404. 


Appare evidente che si può trascurare il restringimento della lastra piana 
dovuto ad H, ciò che di solito non causa gravi errori (v. ad cs. la nota 8 de] 
Cap. XX). Traseurandolo si ottieno I — 2,56 At (9). 


682. Coefficienti elastici di un parallelo intermedio, 


È facile determinare anche i coefficienti elastici di un parallelo gene- 
rico (sollecitato da Z=10 da M= 1, fig. 1483 a, c) di un tubo infi- 
nitamente lungo, oppure di lunghezza finita non molto Piccola, purchè il 
parallelo considerato non sia molto vicino a un bordo, 


(4) Giova osservare che in questo caso sÎ possono calcolare le sollecitazioni nel tubo anche 
senza determinare Z. Infatti, al bordo si ha w, =» RA, per cui ivi risuita %s = Ew,/R; inol- 
tre la deformata delle generatrici è rappresentata (1284) da w = we °° sen (cx + 2/2), montre 
le altre quantità », M, 7 si deducono ricordando le (1274) e (1281). 

Nella lastra piana si ha (03. 1129) c = His, uniforme in tutti i punti e in tutte le direzioni + 
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a) Nel caso della fig. 1483 a) la rotazione g dev’essere nulla in cor- 
rispondenza del parallelo caricato, per ragioni di simmetria. Perciò, se- 
parando le due metà del tubo (fig. 1483 Db) e applicando a una di esse la 
forza H/2 e il momento mutuo l incognito, questo è determinato dal- 


l'equazione 


2g 3 
+0, da cui ant 


HE, 
2 i) 


Noto M, lo spostamento w cercato risulta 


4a” 


H_2a H 2a 42 
vs" R da BO 29° 
Questi risultati coincidono con le 
(357), (356) che trovammo in altro 
modo. Ponendo H =1, si ottiene 
w,= 0/2, che è quattro volte mi- 

nore di w, di un bordo. 
b) Nel caso della fig. 1483 c) lo 
spostamento w del parallelo dev’es- 


sere nullo, sia per ragioni di antisim- b) à) 
metria, sia (Maxwell) perchè è nulla H Sa) 
la rotazione p provocata da H. Per- H/2_M Mfh 

ciò, separando le due metà del tubo © Y (ca 


(fig. 1483 d) e applicando a una di 
esse il momento 1/2 e la forza mu- 


CI LI 
tua H incognita, questa è determi- O . : s 
nata dall’equazione Fig. 1483, 
Ù 2a 2 
5'F+IF=® da co H=-MS. 
Nota I, la rotazione g cercata risulta 
M da a 2a? a 
e=qg5'aM33=MU3. 
"2 f 2 È B 


Ponendo M = 1, si ottiene gn == a*/f, che è quattro volte minore di @m 
di un bordo. 
e) Pertanto, i coefficienti elastici di un parallelo intermedio sono 


a Li 
(1286) n=» @a=ta=0, 9a=F* 


Essi si deducono anche da formule più generali che troveremo nel n. 718 
per il caso di due lastre curve collegate tra loro in parallelo (n. 719). 
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Inoltre il momento flettente M provocato da H (fig. 1483 a) e lo 
sforzo di taglio TY = H provocato da M (fig. 1483 c) in corrispondenza 
del parallelo caricato valgono 


(1287) M=-Hfia, T=-aMp. 


La prima coincide con la (357). 


Esercizio 1860. — Il tubo dell’esercizio 1353 è soggetto a forze H = 180 kg/em 
distribuite lungo un parallelo intermedio. 


Soluzione. Il coefficiente elastico w, vale (1286) (es. 1352) 


a _0,09086 _ ; = 
va = 38 = 3.400 = 0,0001188; (= 0,0004543/4, n. 682 a) 


quindi AR del parallelo risulta AR =w = 180 ‘0,0001136 = 0,02045 cm, cui 
corrisponde la tensione o, = Ew/R =2-109- 0,02045/100 = 409 kg/emq. 
Il momento flettente in corrispondenza di tale parallelo vale (1287) 


MH =— 180/4 - 0,09086 = — 495 kgem/em . 


E facile riconoscere che la ci provocata da M è, per qualunque tubo, 
V3:(1—=»?) = 1,8 volte maggiore della 0, provocata direttamente da HM. 

Noto M, il regime statico lungo il tubo, a partire dal parallelo caricato, 
si studia come nell’esercizio 1355, con T,=H/2= 90 kg/em ed M=— 495 
kgem/em. 


Esercizio 1861. — Idem, soggetto a M = 800 kgem/em lungo un parallelo 
intermedio. 


Soluzione. Il coefficiente 9 vale (1286) (es. 1352) 


Pm = E === 400 0,000001875 ; (= 0,000007501/4) 


quindi la rotazione in corrispondenza del parallelo risulta @ = 0,001500 rad. 
Lo sforzo di taglio in corrispondenza di tale parallelo vale (1287) 


T =— 0,09086 - 800/2 = — 36,34 kg/em, 


Noto 7, il regime statico si studia come nell’esercizio 1355, con 7, = — 36,34 
kg/cm ed M, = 400 kgem/em. 


. DI Esercizio 1862. - La lastra cilindrica dell’osercizio 1359 ha 
la lastra circolare piana (s, = 30 cm) posta in corrispondenza 
di un parallelo intermedio (fig. 1484) (in questo caso la lastra 
può anche essere incastrata al tubo). 

Soluzione. Si ha (os. 1358) w0, = 0,001174/4 = 0,000294. 
Quindi la A risulta (si veda la nota 24) 

w 0,008 

Fig. 1484. 0,000294 + 0,000045 


4i = 8,85 di. 
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683. Le rigidezze di un bordo e di un parallelo intermedio. 


a) Supponiamo che uno dei bordi di un tubo abbastanza lungo sia 
impedito di dilatarsi e di restringersi, e cerchiamo la rotazione del bordo 
stesso quando su di esso agiscono delle coppie M uniformemente distri- 
buite (fig. 1485 a). Reso libero il bordo e aggiunte le 


reazioni H del vincolo (fig. 1485 b), queste sono deter- Hi 1 
minate dalla condizione w= 0, ossia (1283) 
(1288) M -20°/8+H-2a/f=0, da cui H=—aM. LI 


Quindi si ottiene la rotazione come somma di quelle 
prodotte da M e da H (1283) (25) 


(1289) p= M -4a/f — aM - 2a?/B = M + 2a8/B.. 


b) La rigidezza del bordo impedito di dilatarsi e di d) 
restringersi, ossia il momento M mecessario per provo- 
care la rotazione p = 1 (n. 454), si deduce dalla (1289) 
e risulta (*) 


B 
(1290) W=oa° Fig. 1485. 


- GS 
G 


SS 
G 


La dimensione di W è quella di M, per cui si misura ad es. in kgem/cem 

(non in kg, nota 5). 

c) Quando le coppie M agiscono lungo un parallelo intermedio 
(fig. 1483 c), la determinazione di W è immediata, perchè lo spostamento 
w del parallelo è nullo spontaneamente (n. 682 è). Quindi W è l’inverso 
di pm (®), ossia (1286) 
(1291) W= È s 

a 

d) Le rigidezze (1290), (1291), e quelle che troveremo in B), con- 
sentono di studiare in modo molto semplice i problemi relativi alle lastre 
curve solidali tra loro, e in certi casi anche i serbatoi (Cap. XXVIII, C), 
sopra tutto se si utilizza il principio di equivalenza (es. 1364). 


(#) Il coefficiente 2/8 è doppio del valore (12868), perchè in quel caso MI deve deformare 
le due parti del tubo. 

(#) Le rigidezze (1290), (1291) si possono anche scrivere 

Es» Es 

1290; 1291. W=c=, fs 
(12901), (1291,) * VR Wizii 
dove per v = 0,3-0,1-0 i coefficienti c, e ca valgono ci = 0,236-0,221-0,219 ec, = 0,471- 
0,442 — 0,439. 

(#) Quando lo spostamento w è nullo spontaneamente, cioè senza che occorra l’intervento 
della reazione H, la rigidezza vale W = 1/47; mentre nell'altro cuso si ha W = Zi 


W=c 
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Esercizio 1868. — Calcolare la rigidezza di un bordo del tubo dell’esercizio 1352, 
supposto impedito di spostarsi, e quella di un parallelo intermedio, 
Soluzione. Esso risultano rispettivamente (1290), (1291) 


400 ; 400 
ice da / PESRON: USO 
Wet 0,0908063 66600 kgem/cm, w 0,0903868 = 533200 kgem/em, 


Esercizio 1864. — La lastra circolare piana dell’esorcizio 1862 (fig. 1484), so« 
lidale con un parallelo intermedio della lastra cilindrica, è soggetta al carico uni- 
forme p = 2000 kg/mq. 

Soluzione. La rigidezza del parallelo intermedio vale (es. 1358) 


33,33 


1 "701957 > 4447000 kgem/em, 


La rigidezza della lastra piana, della quale ci occuperemo nel n. 711 e che 
si deduce dalla (989), è data da (B = 4,55 - 10* kgem) 


1+ y)B _1,1-4,56.-10* 
W, = (HAL 14,66 10! 


300 = 1668000 kgem/em, 


Il momento d’incastro perfetto della lastra piana vale (1005) 


Ha 


+92 
sui — =— 2250 kgm/m =— 2250 kgem/em, 
Il momento d’incastro si ottiene (n. 462 0) ripartendo — I = + 2250 pro. 
porzionalmente alle due rigidezze; anzi la parte proporzionale a W, è senz’altro 
il momento cercato (n. 462 c): 


_Wi 4447000 
M=— 7, = 2250 7IZ7O00 + 1668000 = 1636 kgem/om, 
Il momento d’incastro della lastra piana è naturalmente 3, = — 1636 kgem/cm. 


684. Tubi corti. Coefficienti elastici di un bordo. 


a) Nel caso dei tubi molto corti (ad es. di limghezza 7 < 2/2), aventi 
uno dei bordi soggetto alle forze I o alle coppie 3 come nel n. 681, le 
formule (1283) non sono abbastanza approssimate. In tal caso è neces- 
sario partire dalla (350) o dalla (350,) anzichè dalla (1278) come si è 
fatto nel n. 681. Le quattro costanti d’integrazione si determinano te- 
nendo conto delle forze H =1 (1/= 0) o delle coppie M=1(H=0) 
agenti lungo il bordo che si considera, e delle condizioni di vincolo del- 
l’altro bordo, che nel caso dei tubi corti hanno un'influenza abbastanza 
sensibile sulle deformazioni del bordo caricato (n. 681 c). 

Per evitare lunghi calcoli, che però non presentano difficoltà (es. 1365), 
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ci limitiamo a riportare le espressioni finali dei coefficienti elastici (25). 
Esse differiscono dalle (1283) soltanto per un fattore di correzione, di- 
verso per le varie condizioni di vincolo dell’altro bordo, e tanto più pros- 
simo a 1 quanto più il tubo è lungo. Consideriamo tre 
diverse condizioni di vincolo dell’altro bordo. 

b) Se l’altro bordo è libero (fig. 1486 a, b), si ha 


lo 2a _senh al cosh al — sen al cos al 
ATER senh? al — sen? al 


2a* senh? al + sen? al 


(1292) > @a ="F" senh' al— sent al — ‘’» db) 
4a8 senh al cosh al + sen al cos al 
\ Pap senh* al —sental — * Gr a, 
Fig. 1486. 


e) Se l’altro bordo è articolato (fig. 1487 a, b) (29), 
“si ha 


35 2a , senh® al + sen? al 
“a "B senh al cosh al — sen al cos al 


__20* senhalcoshal + senalcos al _ ,, 
(1293) ) 9a = fsenh alcosh al — sen al cos al tim 


POE 4a? . senh? al + cos? al 
mi E: Îa pr . 
BP senhalcosh al— sen al cos al È 
CÒ 
d) Se l’altro bordo è incastrato (fig. 1483 a, Db), Fig. 1487. 


si ha (9°) 
7 __2a , senh al cosh al — sen al cos al 
RETTRI cosh® al 4 cos? al 


È ) 2a? cosh? al— cos°al . 
(1294) \ Pa E° cosh? al + così al Om 


4a? senh al cosh al +- sen al cos al Ù 
Pai cosh? al + cos? al = b) 


e) I coefficienti di correzione seno tanto più pros- Mil 
simi a 1 quanto maggiore è al ("*). Per al= x, ossia Fig. 1488. 


(®*) O. BeLLuzzi: Il calcolo del complesso elastico cupola - anello d’imposta - parete cilindrica. 
Nota prima e nota seconda, « Annali dei Lav. Pubbl. », 1931, fasc. 1° e 2°. Vi sono considerati 
tre casi dell’altro bordo: libero, articolato, incastrato. 

(®) Quando l’altro bordo di un serbatoio di cemento armato ha una trave ad anello di se- 
zione molto ristretta (per cui è piccolo J della (770)), ma armata con molto ferro, tale bordo è 
pressochè libero di ruotare e impedito di dilatarsi. 

@) I fattori di correzione (1294) sono sempre minori di uno, com'è naturale, poichè l’incastro 
nel bordo opposto rende il bordo caricato più rigido che nel caso del tubo di lunghezza infinita. 

(@) Le funzioni senh 7 e cosh a7 tendono a diventare uguali tra loro e molto maggiori delle 
funzioni circolari. 
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per Z= 7/2, essi differiscono da 1 di qualche millesimo, e per a/ = 2a, 
ossia per = 4, essi differiseono da 1 di qualche milionesimo (es. 1366). 
Questo conferma che per i tubi non molto corti sono valide le (1283), 
e che le deformazioni del bordo che si considera sono praticamente indi- 
pendenti dalle condizioni di vincolo dell’altro bordo. 

Le (1292), ... (1294) consentono di Studiare diversi problemi relativi 
ai tubi corti mediante due sole equazioni a due incognite (Cap. XXVIII, €), 
invece che con le quattro equazioni necessarie per determinare le quat- 
tro costanti dell’integrale generale. Anzi nel caso dei serbatoi con la pa- 
rete incastrata al suolo le reazioni sono date direttamente dalle prime 
espressioni delle (1299) (n. 686 d). 

7) Quando il bordo sia impedito di spostarsi, si può considerare la 
rigidezza del bordo anche per i tubi corti. Ripetendo il ragionamento del 
n. 683 a, b), si ottiene 


(1288) Uvs+Hw=0, da cui H=— (wy/w)M{ ’ 
WhPm — Pr 
(1289,) gi, = a, 
; A 
(1290,) ii aa - (qui non è wpn= 29?) 


9g) Se il tubo è cortissimo, si può considerare come una trave ad anello 
avente la sezione che non si deforma (cioè si può ammettere che le goneratrici 
non s’incurvino); e quindi si possono calcolare i coefficienti Why Pn =Wm> Pm 
9i coefficienti mutui (n. 685) w{, Pi=— nr Pm usando le formule (93) 0 (770) 
senza commettere gravi errori (es. 1373). 


685. Coefficienti elastici mutui dei due bordi. 


Nello studio dei tubi corti collegati con altre strutture possono essere utili anche 
i coefficienti elastici che danno lo spostamento w e la rotazione g di un bordo 
libero provocati dalle forze H =1 o dalle coppie M = 1 agenti lungo l’altro 
bordo. Essi si otteùgono procedendo in modo analogo a quello accennato per i 
coefficienti (1292), ... (1294), e le loro espressioni risultano (es. 1365 c) (92) 


x 2a . 608 al senh al — sen al cosh al 


“a B senh? al — sen? al 
» _ 20°. _2sena/senhal = at 
(1295) Pa 3 P senb’8al—sental — dr 


x 403 . g0s al senh al + sen al cosh al 
Pm B senh? af — sen? ql si 


(*) Il coefficiente 9’, è positivo, perchè le forze H positive applicate al bordo inferiore fanno 
ruotare nel verso positivo il bordo superiore (se il tubo è molto corto); mentre il coefficiente wa; 
è negativo, perchè le coppie M positive applicate al bordo inferiore fanno spostare in dentro il 
bordo superiore. Se il tubo è molto corto, il coeMciente W', è negativo. 
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Esercizio 1365. — Ricavare le espressioni (1292). 

Soluzione. a) Se si misura x dal bordo inferiore (fig. 1486 a), per 7 = 0 dev’es- 
sero M =0, 7 =H=1. Perciò, avendo presenti le (1274) e le (e), (f) del n. 254, 
e ricordando che 4a*B = f, ossia che 2a°B = B/2a, si trova che dev'essere 
(a) Ca= 01, C=0,-20,+20/f. 

Per x = l dev'essero M = 0, 7 =0, ossia w” = 0, w7' = 0. Quindi, tenendo 
conto delle (a). le (e), (f) suddette danno due equazioni con le incognite C,, Os: 
e9(— 0, sen al + 0; cos al) + e72*[(C, — 20, + 2a/f) sen al — 0, cos al] = 0 

e3[—(0,+ 03) son al + (0, — 03) cos al] + 

+ 670! [(30, — 03— 2a/3) sen al + (— C+ 0,-+ 2a/B) cos al) =0. 
Risolvendo e sostituendo es = cosh al + senh al, e7* = cosh al — senh al, dopo 
varie riduzioni si trova 


a, sen? al 0,=%. senh al cosh al — sen al cos al — senh® al 
B senb*al—sental’ "* È senh? al — sen? al 


0,=— 


Note le quattro costanti C1, 2, 03, 04, si calcolano per ® = 0 lo sposta- 
mento w mediante la (350) o la rotazione g mediante la relazione (1274) e la (d) 
del n. 254, che risultano 


w=0,+ 0, p=—-w =—a(0,+ C+ 0-0), 


e che coincidono con la prima e la seconda dello (1292). 

) In modo del tutto analogo si ricavano la seconda e la terza. 

0) Usando lo stesse ospressioni di 0,1, Ca, 03, C4 0 calcolando w e @ per 
x =l, si ottengono la prima e la seconda delle (1295). 


Esercizio 1366. — Valutare i coefficienti (1292), ... (1295) per tubi di lunghezza 
1=A/4-4/2-4. 

Soluzione. Per tali valori di 2, ossia per al = x/2-7- 22, i fattori di corre- 
zione dello formule (1292), (1293), (1294), (1295) acquistano i seguenti valori: 


formule (1292)  1=4/4 1,3441 1,4656 1,3441 
t= 4/2 1,00374 1 1,00374 
1=4 1,000007 1 1,000007 
formule (1293) 1= 7/4 1,0903 1 0,9172 
1= 7/2 0,99627 1 1,00374 
1=4 0,999993 1 1,000007 
formule (1294) L= /4 0,9172 1) 0,9172 
1=/2 0,9889 0,9852 0,9889 
1=7 0,999979 0,999972 0,999979 
formule (1295) Z1=4Z/4 —0,5841 + 1,0714 + 0,5841 
1=2/2 —0,08659 O) — 0,08659 
1=4 + 0,003735 o) + 0,003735 


1 fattori di correzione delle (1292), ... (1294) tendono dunque rapidamente a 1. 
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Esercizio 1367. — Il tubo di ferro dell’esercizio 1352 è lungo soltanto 7 = 20 cm, 
Calcolare i fattori di correzione delle (1292), ... (1294). 
Soluzione. a) Si ha al = 0,09086 - 20 = 1,817, cui corrispondono 
sen al = 0,96984 cos al = — 0,24372 
senh al = 2,99543 cosh al = 3,15794. 


Sostituendo nelle formule suddette, i fattori di correzione risultano 


formule (1292) 1,2071 1,2342 1,1483 
» (1293)  1,0224 0,9512  0,9315 
» (1294) 0,9665 0,9882  0,9194. 


b) Ad cs. nel caso del bordo opposto libero i coefficienti (1292) risultano 
ton == 0,0005484, ya = t0m = 0,00005095, Pm = 0,000008613. 


Esereizio 1368, — Idem; calcolare i coofficienti mutui (1295). 
Soluzione. Sostituendo i valori di sen al, ... nelle (1295), i fattori di correzione 
valgono 
— 0,4722 + 0,7234 + 0,2904, 


Quindi i coefficienti mutui (1295) risultano 
wi = — 0,0002145 » = + 0,00002986 =— ws) Pm = + 0,000002178 è 


I rapporti fra lo deformazioni del bordo opposto 6 quelle del bordo caricato 
(es. 1367) hanno i seguenti valori 


wi/w, =— 0,391, Pilen =+ 0,586, Cnfttm =— 0,586, Praldm = + 0,253, 


Esercizio 1369. — Un bordo del tubo corto dell’esercizio 1367 è soggetto ad 
H = 180 kg/em, mentre l’altro bordo è libero. Calcolare la Gs ai duo bordi. 
Soluzione. Al bordo caricato © al bordo libero si ha (es. 1353, 1367, 1368) 


w =180-1,2071-0,0004543 = 0,0987 cm 
i =180(— 0,4722) 0,0004543 = — 0,0386 » , 


Quindi ai due bordi risulta 


02 =2-10°-0,0987/100 = + 1974 kg/emq 
Ga =2-10%(— 0,0386)/100 =— 772 i 


Esercizio 1370. — Dedurre i coofficienti (1292) da quelli mutui (1295). 

Soluzione. a) Usiamo un procedimento analogo al principio di equivalenza del 
n. 461. Consideriamo il tubo dell’esercizio 1367 e applichiamo lungo il bordo a 
ad es. H =1 kg/em. Pensiamo da prima che il tubo sia di lunghezza infinita. 
In tal caso lo spostamento del bordo a vale w,= 2a/B; © all’ascissa e = 20 em 
la parte di tubo che segue il tratto lungo Z = 20 cm reagisce su questo con un 
momento M,, e un taglio Ts che si calcolano mediante la prima delle (1285) 
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e l’ospressione di 7 che da essa si deduce. Essi risultano M,, = + 1,7346 kgem/em, 
Tr, =—0,1973 kg/om (fig. 1489 a). 

Mala parte di tubo seguente non esiste, quindi non esistono tali reazioni. Invece 
di sopprimerle, le lasciamo e al bordo b aggiungiamo — M,, = — 1,7346 kgem/em 
6 — Tx = + 0,1973 kg/em (fig. 1489 b). La H =1 insiome con Mx © Two 
(fig. 1489 a) provocano lo spostamento w, = 20/f al bordo a. In più c’è lo sposta- 
mento Aw provocato al bordo a da — M,, 0 da — T,, agenti al bordo db del 
tubo lungo 1 = 20 cm, che si calcola mediante i primi due 
coefficienti mutui ottenuti nell’esercizio 1368. Esso vale 


2 
Aw =— 1,7346 ( 0,7234 5 ) 0,1973 ( 0,4722 5) i 


= 1,7346 - 0,T2s4aL+ 0,1973 - 047227 = 
2a 2a 2a 
= 0,0931554 0,1140 ££ — 0,2071 50, 
*° B i) È 


Quindi l’intero spostamento risulta 


wi =F+ os0n 7 


che coincide col valore calcolato mediante la prima delle (1292) (es. 1367). 
In modo analogo si ottengono gli altri coefficionti (1292). 
Il procedimento, interessante per sò stesso, offre anche un controllo dell’e- 
sattozza dei coofficienti (1292) e (1295). 
5) In modo analogo si possono dedurre i (1295) dai (1292). 


DI 
= 1,2071520, 


Fig. 1489. 


Esercizio 1871. — Il tubo di comento armato dell’esercizio 1358 è lungo? == 1 m. 
Calcolare i coefficienti elastici (1292), (1294) di un bordo, quando l’altro bordo 
è libero oppure incastrato, e i coefficienti mutui (1295). 

Soluzione. Si ha al = 0,01957 - 100 = 1,957, cui corrispondono 


sen al = 0,92635 cos al = — 0,37667 
senh al = 3,46839 coshal = 3,60967. 
Sostituendo nello (1292), (1294), (1295), i coefficienti elastici risultano (es. 1358) 
sw = 1,1519 - 0,001174 = 0,001352 
Pn = 1,1536 - 0,00002298 = 0,00002651 = wm 
Pm = 1,0894 - 0,0000008995 = 0,0000009799 
w, = 0,97700 - 0,001174 = 0,001147 
Pr = 0,97846 - 0,00002298 = 0,00002249 = 10, 
Pm = 0,92402 - 0,0000008995 = 0,0000008312 


Il 


wf = — 0,4163 - 0,001174 = — 0,0004887 
gi, = 0,2876 - 0,00002298 = 0,000006609 = — wn 
9% = 0,1824 + 0,0000008995 = 0,0000001641 . 
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Esercizio 1872. — Il tubo dell’esercizio 1352 è lungo 1 = 10 em, 
Soluzione. Si ha al =0,09086 - 10 = 0,909, cui corrispondono 


sen al = 0,78889 cos al = 0.61453 
senh al = 1,03946 cosh al = 1,44238, 


I fattori di correzione risultano 


formule (1292) 2,2144 3,71€9 4,3309 
» (1293) 1,6785  1,9557  1,4373 
» (1294) 0,4127 0,6927  0,8072 
» (1295) —1,0894 +3,5799 + 3,8751. 


I rapporti fra le deformazioni del bordo opposto libero e quelle del bordo 
caricato hanno i seguenti valori 


vwy/lw, = — 0,492, Pilpn =+ 0,963, dwfftom =—0,963, PinlPm =+ 0,895. 


Il primo valore è molto prossimo a — 0,5 e gli altri tre sono prossimi a 1; per cui 
si riconosce che il comportamento di un tubo così corto (qui è Z = = 7/7) è poco 
diverso da quello di una trave ad anello avente la sezione non deformabile (n. 684 g, 
os. 1373). 


Esercizio 1878. — Studiare il tubo cortissimo dell'esercizio 1872 consideran» 
dolo come una trave ad anello avente la sezione non deformabile (n. 684 9) 

Soluzione. a) Se lungo uno dei bordi agisco X =1 kg/em, trasportandola a 
metà della lunghezza del tubo si deve aggiungere MX =1-1/2=1-5= 5kgem/em, 
Perciò la rotazione , e gli spostamenti w,, w{ dei due bordi risultano (770), (93) 
(A = 20 cmq, J = 166,7 em°) 


= FIOR = 0,00015 
Di} = pH a commis. = t A00 
b) Se agisce MU = 1 kgem/em, si ha 
937. ion 1007 :0,00008 
dz] sor -0 ft 0003 


0) I valori esatti sono invece (es. 1372, 1352) 


ww, = 0,0010086, ®n = 0,0001534, =0,00003249 ; 
to, =— 0,0004949, g; =0,0001478, /, = 0,00002909. 


Come si vede, gli errori commessi sono molto Piccoli. 


ne 
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Esercizio 1874. — Il tubo dell’esercizio 1367 è soggetto ad H = 180 kg/em 
distribuita lungo il parallelo equidistante dai bordi. 

Soluzione. Questo caso è equivalente a quello del n. 256 (fig. 426), per cui 
valgono i risultati che allora trovammo. Coi valori dell’esercizio 1352 ed 7 = 20 cm 


si trova 
cy = 0,142, c2=0,239, 0=0,894. 


Quindi si ottiene (361), (363), (362), (es. 1360) 


dora = 0,02045 + 1,239 = 0,0253 cm, ws =0,02045 + 0,894 = 0,0183 cm 
M=_— 495-0,858 =— 425 kgem/em. 


Se il tubo si comportasse invece come una trave ad anello, si avrebbe w = 
«= 180 - 1002/2 - 109 - 40 = 0,0225 cm. 


686. I serbatoi cilindrici ad asse verticale. 


Ci limitiamo a studiare qui i serbatoi aventi il bordo inferiore per- 
fettamente incastrato. (fig. 1490 a) (oppure articolato) al suolo, riservan- 
doci di studiare in 0) quelli che hanno il fondo costituito da una lastra 
piana o sferica o conica solidale con la parete cilindrica. Seguiremo da 
prima il procedimento consueto, poi ne useremo uno più semplice fon- 
dato sull’impiego dei coefficienti elastici. 


Fig. 1490. 


a) Se l’altezza h della parete è considerevole (ad es.(R> 4), Sî può 
far uso della (1278). Perciò, se il liquido, di peso specifico y,, giunge fino 
al bordo superiore (v. la nota 34), e se si misura ® dal bordo inferiore, 
si ha (1277) ts _ 


(1296) wo= VEE Mm 0) + ee (0, sen ar + (4 cos ar). 


Da questa si deducono anche le espressioni di g, M, T usando le (352) 
e le (d), (e), (f) del n. 254 d). 

Le costanti Cs, 0, si determinano mediante le condizioni di vincolo 
al bordo inferiore (quelle al bordo superiore non hanno sensibile influenza 
sui valori di Cs, C, e sul regime statico in prossimità del fondo). Se il 
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bordo inferiore è incastrato, le condizioni 
(a) Cig = 0, wi_=9 


diventano 
ve 
Es 


24 € 0, Ga i a(Cs— 0,)=0, 


da cui, risolvendo, 


a 
(1297) Cg==22. =-% 


Quindi risultano determinate w, P, M, T (es. 1375). 
La fig. 1490 c) indica la deformata del serbatoio. 
5) Se invece {A è piccola) si deve far uso della (350). Perciò, se il 
liquido giunge fino al bordo superiore (altrimenti si veda l’esercizio 1387), 


e se si misura # dal bordo superiore (ciò che rende più semplice il calcolo |. 


delle quattro costanti), si ha lado 


va > => È 
} (1298) w= pa £+ e°*(C, sen ar+ C3 008 ar) + e-2* (Ca sen ar + C,c08 aa). 


Le costanti C,, ... 04 si determinano mediante le condizioni di vincolo 
ai due bordi. Ad es., se il bordo inferiore è incastrato e quello superiore 
è libero, le quattro condizioni sono 


(5) rn = 0, n= 0; we = 0, e =0. 
Tenendo conto delle (d), (e), (f) del n. 254 d), si ottiene così un sistema 
di quattro equazioni con le quattro incognite Ci, ... 04. Ricavati i valori 
di queste, risultano determinate le funzioni w, p, M, T (es. 1377, 1378). 

c) Impiego dei coefficienti elastici. Parete alta (*°). Mediante i coeffi- 
cienti elastici si scrivono facilmente le equazioni che tengono conto delle 
condizioni di vincolo del bordo o contorno inferiore e che determinano 
le reazioni H, ed M.. Se la parete è alta (ad es. 7> 4), si possono usare 
i coefficienti (1283) dei tubi lunghi. ==" 

Pensiamo libero il bordo inferiore e applicate a esso le reazioni Hi 
ed M, (fig. 1490 b), e indichiamo con w, e ®, le deformazioni del bordo 
Stesso (libero) provocate dalle forze esterne qualsiansi agenti sulla pa- 
rete (ad es. la pressione idrostatica). Se il bordo è incastrato, non deve 
nò spostarsi nè ruotare, per cui le equazioni determinatrici di H, ed M, 


sono , _ 
On + Hatoy + Maomn=0,\ oo+Hpn+MUon=0, 


(*) Generalmente i serbatoi di lamiera si possono considerare alti, perchè, essendo piccolo 
#, risulta piccola la lunghezza d’onda %, sì che di solito si ha &4> 7, 


Nata IL 4 
ES 


du 
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da cui risolvendo (w,pn = 29° (12831), ga = Wm) 


WnPy — Pm __ WmPy — Pro _1 2 
sab Mea Win TP Pi ee e 
(1299) Quo, — topo _ Pay — Ops _ 1, _2 
O wr Pia Fidi 


Sostituendo le espressioni (1283), le (1299) si possono anche scrivere 
(1299) H.= (3Ra)(p,— 200),  M.=(BRa)cv,— pi). 


Nel caso particolare del serbatoio pieno di liquido fino al bordo su- 
periore (*), si ha (1277) w,=yR°h/Es, p,=y:l/Es (fig. 1490 c, defor- 
mata punteggiata); per cui le (1299) diventano (*) 

2ah —1 ah—1 
(1300) He 7gg + M=n Geo 
Se l'altezza h è notevolmente maggiore della lunghezza d’onda 4, ossia 
so ah è notevolmente maggiore di 27, si può trascurare 1 rispetto a 204 
e ad ah, e si ha più semplicemente 


h rh 
(13001) m1,= 22, Mai. 
Naturalmente le (1299), (1299,) valgono qualunque sia la causa esterna 
che provoca w, e p, (es. 1383, 1389). 

d) Impiego dei cocjficienti elastici. Parete bassa. Le reazioni al bordo 
inferiore incastrato sono ancora date dalle (1299) (non dalle (1299;)), 
purchè si faccia uso dei coefficienti elastici dei tubi corti (n. 684), che 
sono dati dalle (1292), o dalle (1293), o dalle (1294), secondo che il bordo 
superiore è libero, o articolato, o incastrato, e si usi Za prima espressione 
delle (1299), perchè non si ha più w,pn = 2gî. Le deformazioni w,, 
provocate dalle forze esterne nel tubo pensato svincolato in basso hanno 
le espressioni indicate in c) (se è libero anche il bordo superiore). 

e) Non si deve dimenticare che quando la parete cilindrica è invece 
solidale con una lastra di fondo, il momento M, può essere molto mag- 


(*) Se il Hquido non giungo fino al bordo superiore, si hanno delle reazioni mutue, modeste 
(es. 1386), in corrispondenza del parallelo al quale giunge il liquido; ma se l’altezza 4 del liquido 
è considerevole, tali reazioni non hanno una sensibile influenza suile deformazioni del bordo infe- 
riore pensato libero, che sono perciò ancora espresse da w, = Y;/t°#/Es, 03 =YE*/Es. Quindi si 
possono ancora usare le (1300) o le (1300;). 

(*’) Si noti che le reazioni 7, ed M, non sono proporzionali al battente A (montre tendono 
& diventarlo se % è considerevole, come appare dalle (1300;)). Ciò è dovuto al fatto che w, è 
proporzionale ad è c @, è indipendente da A. 

Quando 4 è grande, anche w, è grande, mentre @, rimane piccolo; per cui nelle (1299) si 
può trascurare il termine con 9, e si hanno le (1300). 
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E  — 


}) Bordo inferiore articolato. Talvolta il bordo inferiore è vincolato al suolo 
con articolazione (fig. 1491 2), cioè può ruotare libera. 
mente. Lo stesso accade quando il fondo è costituito da 
una lastra circolare piana molto flessibile, che rende 
pressochè nullo lo spostamento w, ma non ostacola la 
rotazione g. Pensato libero il bordo inferiore e applicata a 
esso la reazione H, (fig. 1491 b), l’equazione doterminatrice 


di H, è 
(1301)  w,+w,=0, da cui H,=-î2. 
h 


Se la parete è alta, si ha H,=—(/2a)w,. E se il sor- 
batoio contiene liquido fino a un'altezza & considerevole 
(nota 34), è H, = —yh/2a. Fig. 1491. 


Esercizio 1875. — Un serbatoio di lamiera ha R=1 ms=4mm,h=5m, 
Calcolare le costanti Cs, C, 6 lo reazioni alla base incastrata, quando il serba. 
toio è pieno d’acqua. 

Soluzione. Si ha a = 0,2032, B= 80. Le (1297) danno 


Oa = 0,001 STI = — 0,0061885 cm, 
C,=— 0,001 Di = 0,00625 em , 


Risultano così determinate lo quantità w, g, M, 7 in ogni punto, Ad e8., 
le reazioni all’incastro risultano 
B 80 
M, = B2a8(— 03) = 3903) = 270,20323 00061885 = 5,995 kgem/om 


H,=T = B2a(0,+ 0,) £ (05+ 04) = 77 rg (— 0,0124385) = 


=— 2,449 kg/em, 


Esercizio 1876. — Idem; calcolare H, ed M, mediante le (1300). 
Soluzione. a) Essendo a = 0,2032, si ottiene 
2-0,2032 - 500 — 1 
salice © 0,20323 


— 2,449 kg/em, 


| SI 0,2032 - 500 —1 _ 
M,=0,001 —B-0,2038 7 = 5,995 kgem/em, 
b) Se si usano le (1300,), si ottiene 
0,001 + 500 _ __ 0,001 + 500 _ 
Fi=-" 3082 =—2461 kglem,  M,= 2:0,20323 — 0.055 kgem/em, 


con errori di 0,49% e 1%. 
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nu i (h<) 
lssercizio 1877. L Un serbatoio avente la parete bassa (è incastrato alla base 


7a e libero in sommità. Determinare le quattro costanti della (1298), essendo il ser- 
| batoio pieno. 
Soluzione. La terza e la quarta delle condizioni (b) diventano 


Ci 03=0, C,-02+ 03+04=0, 
da cui 


(1302) 0,=0,, 0,=0,—-20;. 


Quindi la prima e la seconda diventano (n. 254 d) 


2 
ve h+ e(0, sen ah + C, cos ah) + e-*[C, sen ah + (Cs — 201) cos ah] =9 


\ 
VIS nil, ae [(C, — 03) sen ah + (0, + C,) cos ah] + 
Xh È 
+ aeme*[(C, — C,) son ah + (3C01— C3) cos ah] =0, 
ossia 


C(e°* sen ah + eh sen ah — 2e72* cos ah) + Cs(e° cos ah + e7°à cos ah) = 
= — yRt°h/Es 
Cia(e° sen ah + e cos al + e7°% sen ah + 372% cos ah) + 
+ Caa(— ed sen ah + ed cos ah — e:* sen ah — e-2* cos ah) = — yiR®/Es. 


Sostituendo le funzioni iperboliche agli esponenziali e risolvendo, si ottiene 


b_d-:ah yR ccoh-a yE 
2a(ad — bc) Es” 3° 2alad—be) Es” 


(1302;) CA 


dove 
a = sen ah cosh ah + cos ah senh ah — cos ah cosh ah, 
b = cos ah cosh ah, 
c = sen ah cosh ah + 2 cos ah cosh al — cos ah senh ah, 
d 


= cos ah senh ah — sen ah cosh ah . 


| Esercizio 1878. — Un serbatoio di cemento armato è costituito dalla lastra 
dell'esercizio 1358, alta &R=1 m, incastrata in basso e libera in alto. 
Soluzione. La lunghezza d’onda vale Z = 3,21 m, per cui la parete si devo 
considerare bassa (f < 7/3). 
Coi valori delle funzioni dell’esercizio 1371, si ha (es. 1377) 


= 3,39703, b=—1,35965, c=1,930959, d=-—4,65026; 


quindi le quattro costanti C,,... Ci valgono 


vi? 
Ls” 


i | R? Vici 
| C,= 0; 1501602, 0,=— 0,741 Do , 0 0,=+ 29,290 
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Queste consentono di calcolare 0, 9, M, Tin ogni punto del serbatoio. In 
particolare, le reazioni all’incastro risultano (61957 — 7,07806, e-1:957 — 0,14128) 


M, = B2a?[7,07806(0,741 - 0,92635 + 15,015 - 0,37667) + 
+ 0,14128 (29,290 - 0,92635— 15,015 - 0,37667)] v:E°/Es = 4 2085000 viR?/Es, 


Hs = — B2aî[7,07806 (15,756 - 0,92635 + 14,274 + 0,37667) + 
+ 0,14128 (— 44,305 - 0,92635— 14,275 - 0,37667)]y,22/Es = — 114800 viR?/Es ; 


ossia M, = + 62,55 kgem/em, H, = — 3,444 kg/em. n° 


Esercizio 1879. — Idem; calcolare le reazioni all’incastro mediante i cooffi. 
cienti elastici. 

Soluzione. Nel caso del bordo superiore libero, i coefficienti elastici del bordo 
inferioro sono quelli trovati nell'esercizio 1371. Inoltre si na w, = viR®h/Es = 
= 0,003 cm, p, = v:E®/Es = 0,00008. Quindi le prime espressioni delle (1299) 


danno 
= 9:00002651 - 0,00003 — 0,0000009799 + 0,003 ua 
* 0,001352 + 0,0000009799 — 0,000020518 — = — 3: g/e 
0,0002651 - 0,003 — 0,0013852 + 0,00008 _ 
Mi. = 7001352 - 0000000709 — 0,000026518 — + 62,64 kgem/em, 


Le piccole differenze rispetto ai risultati dell’esercizio 1378 sono dovute al nu- 
mero limitato dei decimali considerati nei coefficienti elastici, 


Esercizio 1880. — Un serbatoio di comento armato è costituito da una parete 
cilindrica avente R=5 m, 8 =10 cm, kh =2 m, perfottamente incastrata alla 
base e libera in sommità. 

Soluzione. Si ha 


A= 4,83 v500 - 10 = 342 em, 


La parete è poco più alta di 4/2, per cui si considera bassa, 
Assumendo E = 2 - 105 kg/emq e v=0, si ha 


a=0,0184, B=8, ah = 3,68; 


sen 3,68 =— 0,51277, cos3,68=— 0,85853 
senh 3,68 = 19,81059, cosh 3,68 = 19,82581 
086 = 39,64639, e =  0,02522; 
a=— 10,14956, b=— 17,02964 
c=— 27,22250, d=— 6,83678. 
Quindi risulta 
3 vl Vila vili 
0,= 0, =— 0,580 a > 02=620677-, 0,=7,327 E: 
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Sostituendo nelle espressioni correnti di M e di 7, si ottiene 


1 = B2a?[e°*(— 6,206 sen ar — 0,560 cos ar) + 
4 + e-e2(7,327 sen ar + 0,560 cos ax)]y,E?/Es 


T = — B2a*[e:"(— 5,646 sen ax — 6,766 cos ax) + 
+ e7s*(— 7,887 sen ax + 6,767 cos ax)}yE®/Es . 


All'incastro risulta M, = 213,5 kgem/em, I, = — 9,335 kg/em. 
Esercizio 1881, — Idem, mediante i coefficienti elastici. 


Soluzione. Coi valori delle funzioni dell’esercizio 1380, i cosfficienti elastici 
(1292) risultano 


sw, =0,004604, = gr =t0n =0,00008475, —m =0,000003125, 
Quindi (1299) (prima espressione) sì ottiene 
A H,=— 9,373 kg/em, 1, = + 214,2 kgem/em. 
Le differonze sono dovute ai pochi decimali considerati nel calcolo, 
Esercizio 1882. — Idem, considerando la parete come fosse alta, 
Soluzione. a) Le (1300) danno 


2-3,68—-1 


a 2-8,68—1__ s) 

H, 0,001 FG 01s8 9,393 kg/em 
3,681 i 

2, = 0,001 3g 0isg © 2151 Igem/cm . 


Gli errori sono soltanto di 0,62% e di 0,75%, in armonia col fatto che h> 4/2. 

b) Se invece si usassero le (1300;), si otterrebbe H, = — 10,370 kg/cm ed 

M,= 295,4 kgem/em, con gli errori gravi di 15,7% © di 37,3%, dovuti al fatto 
che 1 non è trascurabile rispetto a 2-3,68 e a 3,68. 


Esercizio 1888. — Idem; calcolare i ferri longitudinali all’incastro. 

Soluzione. a) L'altezza utile della sezione (nota 43 del Cap. XXIV)èòh == 8cm, 
e il braccio della coppia interna è (n. 528 a) hh) = 7 em. Perciò lo sforzo che 
i ferri dovono sopportare è M./h, = 214/7 = 30,6 kg/em, ossia 3060 kg/m (#9). 
Quindi la sezione di ferro necessaria per metro del contorno è A,= 3060/1200 = 
| = 2,55 cmq (ad es. 9 forri di 6 mm), I ferri si dispongono verso l’interno dolla 
parete, perchè M, è positivo. 

b) In prossimità dell’incastro i ferri periferici non sono necessari, perchè 

ivi si ha w=0, e quindi eg,=0, S= 0. 


@&) Se invece di considerare M, = 214 kgem/em e % = 7 cm, si considera DI, = 214 kgm/m 
e 2 = 0,07 m, si ha ancora lo sforzo 214/0,07 = 3060 kg/m. 
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Invece in un punto generico nel quale si conosce w, si ha nel calcestruzzo 
Cr = E.e,= E, w/R. Quindi in un tratto di tubo di altezza unitaria lo sforzo è 
Sa= 0% -18= E,sw/R, e il ferro periferico necessario è As = Sally. 


Esercizio 1384, — Nel serbatoio dell’esercizio 1375 determinare in quali punti 
w diventa massimo ed M diventa massimo negativo, e i valori corrispondenti. 
Soluzione. a) Le costanti C e % dell’espressione di w valgono (n. 679 b, 68, 1375) 


tgp=CJ/0,= ah: (ah—1)= 101,6/100,6 = 1,0099 , y=ra/i 


Quindi si ha 


= BR? 
BE he-oe sen (ar + 7/4). 


Il secondo termino si annulla per ax = 37/4; quindi (n. 679 c) esso diventa 
massimo per ax = 37/44 n/4 = x, cioè per 2 = 7/2. Perciò, se si trascura la 
lieve variabilità del primo termine (*?), si ottiene 


= Li —2)_ 51 DI <= UE 2) 
(1303) 0,9 = 22 (1 5) vee ho song = Mel 1,0438—£). 


Coi dati dell’esercizio 1375 sihaZ= 30,9 em, per cu Wmax 81 verifica a circa 
15 cm dal fondo, e vale 


vB? 
mar = Fr 506 = 0,0063 cm, (max 0, = 126 kg/emq) 
La deformata dello generatrici è rappresentata nella fig. 1490 c) (la pun- 
teggiata è la deformata che si avrebbe se l’estremità inferiore fosse libera). 
3) L’espressione corrente di 2 risulta (1281,) 


ei b 5 VE? agi 
MU = 3a V2 Es he sen (an— 7/4). 


Essa si annulla per ar = 7/4; quindi diventa massima per ax = 1/2, cioè 
per 2 = 7/4, e si ha 


LOI vh 
(1304) Mita mete = 0,20825. 


Coi dati numerici risulta Mn =— 1,26 kgem/em. 


Esercizio 1885. - Calcolare lo spostamento w del bordo superiore del serba. 
toio dell’esercizio 1378, 
Soluzione, L’integrale particolare (1277) non dà Spostamento al bordo supe. 


———_—_———_ 


(*) Se si calcola ‘Umaz ÎN modo più esatto, cioè annullando la derivata di %, si trova che esso si 
verifica dove e-%sen ira 1/2.h = 0,00492. si ha così ar = 3,04, 2 = 14,95 CIO, Wimax 
= 504 y,Z2Es, invece di 506 y;R/Es. 
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riore, per cui w è dovuto soltanto alle reazioni H,ed M, al bordo inferiore. Usando 
i coofficienti mutui (1295) (es. 1371), si ottiene 


1 =H10}-+ Mom =—3,444 + (-0,0004887)+-62,55 + (—-0,000006609) =0,00127 cm . 


Nel caso dei serbatoi alti, lo spostamento del bordo superiore è circa nullo. 


Esercizio 1386. — Serbatoio cilindrico riempito parzialmente (fig. 1492 a, 
Studiare le condizioni statiche in prossimità della superficie del liquido. 

Soluzione. a) Supposto che le altezze h,  h, non siano molto piccole, si pos- 
sono impiegare i coefficienti elastici (1283), o i risultati sono 
indipendenti da A, e ky. 

Le due parti si trasmettono soltanto un momento Mg 
(fig. 1492 b) (la H, è nulla, perchè non occorre per rendere 
uguali tra loro gli spostamenti w, che sono già uguali per 
effetto degli M,). La rotazione della parte inferiore corrispon- 
dente all’integrale particolare (1277) è Ps = y:E°/Es. Ugua- 
gliando le rotazioni dei due bordi, si ha 


«R2 
Mm = Mn, 
da cui 


Lea Ta 
M,= pn Es " 808" 0,057 y ts VEs. 


d) Questo momento provoca la tensione 


Gi = 63/s° = 0,84y;R VE/S, Fig. 1492. 


che è molto modesta. Infatti, essa è uguale alla 0, provocata da un battente 4* 
tale che 


vh*Rls =0,34y,R VE, da cui 3*=0,34 Vs. 


Se RE =3 m,s =25 cm, risulta A* = 29,4 em. 


Esercizio 1887. — Idem, nel caso del serbatoio dell’esercizio 1378, ma nell’ipo- 
tesi che la sua altezza sia di 2 m e che il liquido sia ancora alto 1 m. 

Soluzione. In questo caso il tratto pieno e quello 

vuoto sono corti, per cui si devono usare i coefficienti 

I © } (1292), (1294) trovati nell'esercizio 1371. Distinguendoli 


(| con gli indici 1 6 2, le equazioni che determinano le 
“reazioni mutue sono (fig. 1493 b) (si trascurano il pic- 


colo spostamento w (es. 1385) e la piccolissima varia- 
dandy zione di g che le reazioni dell’incastro in basso provo- 
E d cano al bordo superiore del tratto 2) 


peli i Ht0r1+ Mom = — H%n9 + Moma 
Fig. 1493, Ho@n “hr Mm = yR°/Es + HPna — Moma + 
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Risolvendo, si ottiene 


= Pn — Pane . VI 
‘ (ax + t0n2) (Pmi + Pra) — (Pai — Pao Ls 
ar + Wa Yale 


MU, = do, 
°° (0+ Wio)(Pm + Pmo) — (Pra — Pro) Es 


Coi valori dei coefficienti trovati nell’esercizio 1371 risulta H, =— 0,027 
kg/em, M,= 16,6 kgem/em (38). 

L'espressione di M, trovata nell’esercizio 1386 darebbe 3, = 16,7 kgem/em. 

Esercizio 1888, — Nel serbatoio dell’esercizio 1378 calcolare le reazioni all’in- 
castro provocate da una variazione termica uniforme At. 

Soluzione. Per effetto di At il bordo inferiore, pensato libero, subisce lo spo- 
stamento w, = a;RAt senza rotazione. Quindi le (1299) danno (59) 


H=- Peo aRdi, =? _qg4. 
WaPm — Pà OnPm — Pa 
Coi dati numerici risulta 4, = — 4,726 At, M,= 127,9 At. 
Confrontando a,RAt con pE/Es, si riconosce cho At provoca le stesse reazioni 
cho provocherebbe la prossione uniforme p= Ea;/ts/R. 


Esercizio 1389, — Il serbatoio dell'esercizio 1378 è soggetto ad H = 100 kg/em 
distribuita lungo il bordo superiore, Calcolare le reazioni all’incastro. 

Soluzione. Se il bordo inferioro fosse libero, la H provocherebbe in esso uno 
spostamento 10, e una rotazione , che si calcolano mediante i coefficienti mutui 
(1295) (es. 1371): 


10, = Hw,=—0,04887 em, gp, = Ho, =-— 0,0006609. 
Quindi si ottengono lo reazioni sostituendo W, © 9, nelle (1299): 


H, == 48,82 kg/em, M,=— 646,3 kgem/em . 


Esercizio 1390. - Il serbatoio dell'esercizio 1375 è articolato alla base, 
Soluzione. La reazione H, del vincolo è (n. 686 }) 


__0,001 - 500 


o = — 1,23 kg/om, 
2-0,2032 1,93 kg/om 


H,= 


(*) Mediante i coefficienti mutui (1295) è facile calcolare poi le deformazioni w © © provocate 
al bordo inferiore, pensato libero, dalle reazioni mutue suddette; e quindi calcolare, mediante 
le (1299), le reazioni all’incastro, da aggiungere a quelle calcolate nell'esercizio 1378. Tuttavia 
tali deformazioni sono piccolissime rispetto a quelie provocate dalla pressione idrostatica; per 
cui anche nel caso del riempimento parziale non si commettono errori sensibili se si calcolano 
le reazioni all’incastro come se il serbatoio fosse Pieno, assumendo naturalmente per % l'altezza 
del liquido. 

(®) Se il serbatoio è alto, si ha più semplicemente (terza espressione delle (1299)) 


Ho = — (ione PM,  I5= (Iene at, 
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Noto H,, si possono calcolare w ed M in ogni punto mediante la prima delle 
(1284), (1285) © la (1277). 


Esercizio 1891. — Un serbatoio è costituito da due parti 
di spessori diversi (fig. 1494 a). Calcolare le reazioni mutue 
fra le due parti provocate dalla pressione dell’acqua che riem- 
pio il serbatoio. 

Soluzione. Supponiamo che ciascuna delle due parti sia 
abbastanza lunga da permettere di usare i coofficienti elastici 
(1283). 

Separate le due parti e aggiunte le reazioni mutue H, ed 
M, (fig. 1494 b), queste sono determinate dalle condizioni che À, 

i duo bordi che prima erano uniti abbiano uguali w e gp: ù 

2 23 

a hi +7 nt TAL 


y È 2a, " 2aî Ha 
Es, Li 1 H3 Bi ai 


val: _20ì gr MI M i 2a 7 408 x 
Es, 1° Ri Esa Ba da Ba 
Se si pone 
2a, , 209 2af 207 408, 403 

+ =@a, “i =b pr 
3 Fa a RR" 


Esercizio 1992. - Studiaro il serbatoio dell’esercizio 1391 nel caso di E = 
= 100 cm, i, = 500 em, sj=0,5 cm, 6, = 1,0 cem, 
Soluzione. Si può porro E = 1. Si ottieno 


a, = 0,1817, f,=0,000053 a, =0,1285, Ba = 0,00010 7 
a=9338, b=991, c=505, A=10. 
H,==0,615 kg/em, M,=1,061 kgem/em. 


Ml parallelo comune ai due tubi si sposta di w = 0,00346 em. Ivi si ha c3= 
= 69,2 kg/emq; e nel tubo più sottile si ha oi = 8-1,061/0,5? = 25,5 kg/emq. 


Esercizio 1393. — Lo stesso tubo costituito da due tratti di spessori diversi 
è soggetto invece & pressione uniforme p. 

Soluzione. a) In questo caso valo l'integrale particolare (1276), ossia w = 
= pR?/Es, cui corrisponde p = — w' = 0. Perciò nella soluzione trovata si deve 
porro pR%1/8, — 1/52): E al posto di 4h, e zero al posto di A, e si ottiene 

np). meat). 


ab E i Sal” 
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b) Supposto p = 6 kg/cmq, risulta (es. 1392) 
H,= 7,41 kg/em, M,= 13,00 kgem/em. 


Il parallelo comune ai due tubi si allarga di w = 0,0416 em. Ivi si ha og = 
= 833 kg/cmq; e nel tubo più sottile si ha ci = 312 kg/cmq. 


687. Le condotte cerchiate. 


I tubi d’acciaio delle condotte forzate che adducono l’acqua alle cen- 
trali idroelettriche sono di solito rinforzati da cerchi d’acciaio poco di- 
stanti l’uno dall’altro. Questi hanno il raggio interno un po’ minore del 
raggio esterno del tubo, e sono montati a caldo; così che rimangono a 
posto anche quando il tubo non è soggetto alla pressione interna, e creano 
inoltre nel tubo delle compressioni iniziali (autotensioni) che riducono la 
trazione provocata dalla pressione interna. 

a) Lo studio delle condotte cerchiate si effettua nel modo più sem- 
plice (‘°) ammettendo che la compressione che ogni cerchio esercita sul 
tubo (reazione mutua fra cerchio e tubo) sia concentrata lungo la cir- 
conferenza media sotto il cerchio; ciò che è tanto più prossimo alla realtà 

quanto più la lunghezza d dei cerchi è 
gt dA >e piccola rispetto alla loro distanza d (41). Si 
=, tratta di determinare anzitutto il valore 
H di tale reazione per unità di lunghezza 
della circonferenza. 

Sia ò la differenza (a freddo) fra il rag- 
gio esterno del tubo e quello interno dei 
cerchi. Se il tubo non fosse cerchiato, la 
pressione interna » farebbe aumentare 
(1276) il suo raggio & di p£?/Es, per cui 
tale differenza diventerebbe dò + pR*/Es. 

Sia d la distanza fra due cerchi consecutivi (fig. 1495). Per effetto 
delle forze H, il raggio del tubo subirebbe, in corrispondenza di un cer- 


A | 5 
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Fig. 1495. 


(©) O. BeLLUZZI: Sul calcolo statico delle condotte cerchiate, « L'energia elettrica », 1948, n. 4, 

(41) I metodi di calcolo sono di solito fondati sopra una delle due ipotesi semplificative se 
guenti: a) che la reazione mutua sia concentrata lungo la circonferenza corrispondente alla mez- 
zaria della lunghezza d del cerchio; b) che la reazione sia uniformemente ripartita nella lunghezza 
b. In realtà nella lunghezza b la reazione è ripartita secondo una legge incognita, dipendente dalle 
deformazioni del tubo e del cerchio; ma la determinazione di tale legge, mentre richiederebbe 
calcoli molto laboriosi, darebbe risultati poco attendibili, non essendo valida per lo studio della 
deformazione di un cerchio (che ha la lunghezza d poco maggiore del suo spessore s,) la teoria 
che vale per i tubi (perchè non vale il principio di Saint-Venant). Perciò si adotta comunemente 
l’una o l’altra delle due ipotesi suddette, la prima delle quali è più gravosa della realtà, mentre 
la seconda è meno gravosa, perchè equivale a supporre che le generatrici del tubo non subiscano 
rotazione in corrispondenza dei lembi dei cerchi. Seguiamo la prima ipotesi, che rende il calcolo 
molto semplice. 
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= 


chio, una diminuzione w., che si ottiene sovrapponendo gli effetti di 
tutte le 7. Usando la (1278) e ricordando l’esercizio 312, se fosse H = 1 
tale diminuzione sarebbe 


. (1305) w,= (a/2B)[1 + 2e7** (sen ad + cos ad) + 2e-3°4 (sen 2ad + cos 2ad) +-...]. 


Il calcolo della serie fra parentesi quadra è breve, perchò essa converge 
rapidamente e dà già ottime approssimazioni con soli tre termini dopo 
unità (es. 1397). Tattavia la serie si può trasformare nella seguente 
espressione finita (‘) 


(1305) w, = 


| 


a, senhad+ senad 
28 coshad— cos ad * 


Le H fanno diminuire il raggio E del tubo di w = Hrw,. 

Il raggio di un cerchio aumenta di w,= HR:!/E.A., essendo R., Aoy 
E, il raggio medio, la sezione e il modulo di elasticità dei cerchi (di 
solito poco diverso da £ del tubo). 

La somma di vw, e w, dev'essere uguale a 3 + pR*/Es; quindi l’equa- 
zione determinatrice di H è 


Hw, + IHR:]/E.A,= d + pR/Es 4 
da cui 
_dt pR*/Es 
ii H= it LE/PA,* 


Quando il tubo è vuoto, si ottiene H ponendo p= 0. 

3) Nota 4, si calcolano l'aumento w di R (e quindi anche o, = 
= Ew/jR secondo i paralleli) e il momento M nelle strisce secondo le 
generatrici, in ogni punto del tubo, usando la (353) e la (355) e tenendo 
conto delle H esercitate dai vari cerchi circostanti (come nell'esercizio 312). 
Naturalmente le forze H esercitate dai cerchi lontani dal punto conside- 
rato si possono trascurare. 

I punti nei quali interessa maggiormente conoscere w (e quindi o) ed M 
sono quelli sotto un cerchio e quelli equidistanti da due cerchi (es. 1398, 
1399). Ottenuto il valore di H mediante la (1306), gli spostamenti (posi- 
tivi se in fuori) e i momenti flettenti w,, M,, ws, M, in corrispondenza 
di un cerchio e della mezzaria fra due cerchi si possono anche calcolare 
mediante le espressioni finite (82) 


(1307) sal PS Pelli senh ad + sen ad 
x 


28 cosh ad — cos ad 
H 1 senhad—senad 
17 4g coshad—cos ad 


(1308) M 


ec 


(8) G. EVANGELISTI: Un'osservazione sul calcolo delle tubazioni cerchiate, « L'energia elettrica s, 
1948, n. 5. 
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a g5en ad/2 cosh ad/2 + cos ad/2 senh ad/2 
28 cosh ad — cos ad 
1 .,, Sen ad/2 cosh ad/2 — cos ad/2 senh ad/2 


(1310) 31, Hai sa cosh ad — cos ad 


(1309) w.=— 


A w,e a w, si deve poi aggiungere lo spostamento w = pR°/Es dovuto 2 p. x 
La tensione nei cerchi è data da o, = HR/A.. 


0) È opportuno che la distanza d dei cerchi sia notevolmente minore della 
metà della lunghezza d’onda 7 del tubo, altrimenti l’influenza benefica dei cerchi 
sarebbe ristretta a brevi zone intorno a ciascun cerchio. Se fosse d = 4/2, nei 
punti distanti d/2 = 7/4 dai cerchi si avrebbe la stessa tensione 0, = pR/s che 
si ha nel tubo non cerchiato. E se fosso d> 4/2, nei punti a distanze maggiori 
di 4/4 si avrebbero dello cs ancora maggiori (es. 1401). 

d) Per lo studio del colpo d’ariete, è facile determinare lo spessore fittizio 
8* che dovrebbe avere una condotta non cerchiata affinchè fosse equivalente a 
una data condotta cerchiata (es. 1402, 1403, 1404). 


Esercizio 1894. — Sopra un tubo d’acciaio molto lungo, di raggio R=1m 
e di spessore 8 = 2 cm, si monta a caldo(un)cerchio d’acciaio lungo 8 em, spesso 
4 cm e avente d = 0,1 cm. Calcolare la Îoîza H (per unità di lunghezza del pa- 
rallelo) che il cerchio esercita sul tubo. 

Soluzione. Avendosi un solo cerchio, il tubo è soggetto alla H sopra un solo 
parallelo; per cui lo spostamento w, della (1305) si riduce alla prima delle (1286), 
ossia è (1275), (1272) 


a _v30=w).,B 


0,564, .__ (0643 — 
vr =35 ve FR E VE») ve = E VR, 


Quindi, ponendo p = 0, la (1306) diventa (supposto E, = E) 


i) 
(1811) "0,643 V/8/8 + RIA, ® 


Nel nostro caso si ha 4, = 32 cmq ed £, = 103 cm; per cui risulta 


2,15 -10*- 0,1 
0,643 100/23 + 1032/32 


385 kg/em. 


Nota H, nel cerchio si ha (91) N = 385 - 103 = 39655 kg, Os = 1239 kg/emq, 
mentre gli effetti di H sul tubo si calcolano come negli esercizi 1360 e 1395. 

Se il cerchio si monta a un’estremità del tubo, si usa la prima delle (1283) 
invece della (1286); per cui nella (1311) si ha 2,570 invece di 0,643. 


Esercizio 1395. — Il tubo dell’esercizio 1394 viene poi sottoposto alla pres. 
sione interna p = 50 kg/cmq. Studiare il regime statico. 
Soluzione. Tenendo conto anche della pressione p, la (1311) diventa (1306) 


3) 
4 
27% 
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Bò + pR?/s _ 215-109 0,1 + 50 + 1002/2 
0,643 /E?/s° + R3/A, 0,648 /100/2° + 1032/32 


(1311) E 832 kg/em . 
Tensione nel cerchio: 0, = 832 - 103/32 = 2678 kg/cmq (8): 
Si ha a =0,09086, ff = 430 (E = 2,15- 108 kg/emq); per cui (1287) il mo- 
mento flettente nel tubo in corrispondenza del cerchio vale (4) 


, _ 6:2289 


832 PERS 
= 2289 kgem/cm, quindi co0=T%a 


M= 770,09088 = 3434 kg/emq. 


La tensione ideale periferica massima nel tubo in corrispondenza del cerchio 
risulta (92) (1286) 


pR_Ez@ 7 _ 50:100_2,15-10° 23, 0,09086 . _ 
MAX Gaia = xl 35 vi= 5 100 832 3 -430 + 0,3 « 3434 


= 2500 — 1890 + 1030 = 1640 kg/emq. 


A distanza dal cerchio si ha invece 0, = pR/s = 2500 kg/emq. 
La fig. 1496 rappresenta la deformata del tubo in prossimità del cerchio. 


Esercizio 1896. — Lo stesso tubo dell’esercizio 1394 è lungo soltanto 1=m0,44. 
A metà della lunghezza si monta 
lo stesso cerchio (fig. 1497 a). LES 
a) I° soluzione. Separiamo le z 

due metà del tubo, di lunghezza 
1/2 = 22 cm, e applichiamo a cia- 
scuna la metà 4/2 della forza H 
esercitata dal cerchio e il momento 
mutuo M (fig. 1497 b). 

Ponendo nelle (1292) al/2 = 
= 0,09086 - 22 = = 2,000 al posto 
di al, i fattori numerici che moltiplicano 20/8, 20*/f, 408/f risultano 


Fig. 1497. 


Fig. 1496. 


k,=1,13759,  k,=1,13414, %,=1,076019. 
L'equazione determinatrice di M è 


H 2a 408 
L., se--M 
28° ) 


ks=0, da cui Masi. 


(&) Si costruirà il cerchio con acciaio più resistente di quello del tubo. 

(4) Questa tensione è molto elevata. Però in realtà essa si riduce per effetto della plasticità, 
© tende al valore CA = 4M/s° = 2299 kg/emq (Cap. XXX). Inoltre essa non è pericolosa come 
potrebbe esserlo la cs d’anello, la quale deve opporsi direttamente all’azione della p che tende 
ad allargare e a rompere il tubo. 

Si deve però osservare che se in qualche punto il materiale si comporta plasticamente, cam- 
biano alquanto tutti i risultati, che sono ottenuti in base all'ipotesi del comportamento elastico. 
Tuttavia il cambiamento è tale che M e si diminuiscono. n 

In realtà il momento M sotto il cerchio risulta molto minore, perchè la H dovuta al cerchio 
non è concentrata lungo una circonferenza, ma è ripartita sotto la lunghezza d del cerchio. Ciò 
che fa smorzare notevolmente la punta del diagramma M. 
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Quindi lo spostamento w (in dentro) provocato dalla forza risulta 


a 2 — 43 
Ah 


9 differisce dal valore (1286) per il fattore 1,080. 
Pertanto, l’equazione determinatrice di 7 diventa 


2 
Fat 1,080 Hg =ò, daci 373 kg/em, 
invece di 385 kg/em. 

Il restringimento w del tubo sotto il cerchio, e quindi anche la tensione LPA 
diminuiscono per il diminuito valore di H, ma aumentano per effetto del fat- 
tore 1,080; per cui risultano 1,046 volte maggiori dei valori che si hanno nel 
caso dell’esercizio 1394, 

Il momento fiettente sotto il cerchio risulta 


= 10807 £ 


28° 


H_k 3738 1,13414 


e ks 4-0,09086 1,07619 


= 1082 kgem/em, 


b) 2° soluzione. Il calcolo è molto più spedito usando i risultati del n. 256. 

Per al =0,09086 - 44 = 4, i coefficienti delle (361), (362) valgono 1+ = 
= 1,0800, 1—c, = 1,0538. 

Quindi si può scrivere direttamente la stessa equazione determinatrice di 

H. Inoltre il momento flettente sotto il cerchio risulta M = 1,0538 + 373/4* 

+ 0,09086 = 1082 kgem/em, Ì 


Esercizio 1897. — Il tubo dell’esercizio 1394 è cerchiato con îholti cerchi di. 
stanti d = 30 em tra loro. La pressione è p = 50 kg/emq, come nell'esercizio 1895, 
Calcolare il valore di H. 

a) I° soluzione. Anzitutto si ha (1305) (tenendo conto di tre cerchi per parte) 


t0a = (0,09086/2 + 430)[1 + 262% (sen 2,726 + cos 2,726) + 2e-4:452 (sen 5,452 + 
+ cos 5,452) + 2e-®1?8 (sen 8,178 + cos 8,178) = 
= 0,00010565 - 0,932858 = 0,0000985564 cm ikg/em, 


Quindi si ottiene (1306) (45) 


0,1 + 50 - 1002/2,15 - 108 -z 2: 
0,00009856 + 1032/2,15 - 109 - 33 > 856 kg/cm, 


b) 2° soluzione. Se si usa la (1305,), si ha ad =0,09086 - 30 = 2,726, 


sen ad = 0,4037322 cos ad = — 0,9148772 
senh ad = 7,6030986 cosh ad = 7,6685793, 


(©) La Z risulta maggiore di quella che si ha nel caso di un solo cerchio, perchè in corri» 
spondenza di un cerchio i due adiacenti fanno allargare il tubo anzichè farlo restringere. 
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Quindi si ottiene 


0,09086 , 7,6030986 + 0,4037322 
n =" 2.430 7,6685793 + 0,9148772 


0,00010565 - 0,932821 = 0,0000985525 . 


La serie della (1305) arrestata al terzo termine dopo l’unità dà 0,932858, men. 
tre il valore esatto è 0,932821, per cui l’errore è di 4/100000. 
Poi si calcola ancora H mediante la (1306). 


Esercizio 1398. — Nel tubo dell’esercizio 1397 calcolare 0, ed 1 in corrispon. 
denza di un cerchio. 
a) 1° soluzione. La G, complessiva risulta 


856 - 0,00009855 
100 


Ewa _ 50 -100 _9,15-10* 


R 
‘ IT = 2500 —1814= 686 kg/emq. 


Tenendo conto soltanto dell'influenza di due cerchi per parte, si ha (es. 312) 


M = (H/4a)[1 + 26-24 (cos ad — sen ad) + 26-20 (cos 2ad — sen 2ad)] = 
= (856/4 + 0,09086)[1 + 267 220(cos 2,726 — sen 2,726) + 
+ 2675452 (cos 5,452 — sen 5,452)] = 1977 kgem/cm, 
cui corrisponde 01 = 2965 kg/emq. 
Quindi le tensioni ideali risultano 
Gi ia = — 2965— 0,8 + 686 = — 3171 kg/emq, 
Gy 1a = 686.+ 0,3 - 2965 = 1575 kg/omq . 
3) 2° soluzione. Se si usa la (1307), si ritrova circa lo stesso valore di w 


dovuto alle sole H, cioè w, = — 0,0844 cm, e quindi anche di 03. 
Se si usa la (1308), si ottieno M, = 1975 kgem/em. 


Esercizio 1399. — Idem, calcolare 1 e 03 in mezzaria fra due cerchi. 

a) 1° soluzione. Tenendo conto soltanto dell'influenza di due cerchi per 
parto, la variazione w del raggio in mezzaria, dovuta alle sole forze H, è (353) 
w = — H(a/2f) [26-24 (sen ad/2 + cos ad/2) + 26-3ad/2 (son 3ad/2 + cos 3ad/2)] = 

= — 856 (0,09086/2 - 430) [2e-1+®9® (sen 1,363 + cos 1,363) + 
+ 26740 (sen 4,09 + cos 4,09)] = — 0,0506 em. 


Il momento flettente in mezzaria vale (355) 
M =(H/4a)[2e-°8!* (cos ad/2 — sen ad/2) + 2e-3adl? (cos 3ad/2 — sen 3ad/2)} = 
=— 913 kgem/em, 


cui corrisponde cf = 6.4/2° = 1370 kg/emq. 
Quindi la tensione ideale massima in mezzaria risulta 


MAX 03 pi+ E i + voj = 2500 — 1088 + 411 = 1823 kg/emq . 
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b) 25 soluzione. Se si usano le (1309), (1310), si ha ad/2 = 1,363, sen ad/2 = 
=0,9784879, cos ad/2=0,2063041, senh ad/2 =1,8260037, cosh ad/2 =2,0819907, 
Gate si ottiene ws = — 0,05087 cm, Mi=—- 911 kgem/em, 


Esercizio 1400. — Nel tubo dell'esercizio 1397 calcolare H quando p=0. 

Soluzione. Ponendo P=0 nella (1306), si ottiene (es. 1397) 7 = 396 kg/em. 

Quindi sotto un cerchio risulta ww =—0,0390 cm, M = + 914 kgem/em, 6 
in mezzaria fra due cerchi w = —0,0235 cem, M=_— 421 kgem/em. 


Esercizio 1401. — Lo stesso tubo dell’esercizio 1397, ma con d = 40 em, 
Soluzione. Si ha ad = 0,09086 - 40 = 3,63, 


son ad = — 0,4699 cos ad = — 0,8831 
senh ad = 18,8432 cosh ad = 18,8697 ; 

sen ad/2 = 0,9703 cos ad/2 = — 0,2418 
senh ad/2 = 2,9891 cosh ad/2 = 8,1520. 


La (1305,) dà w, = 0,00009827 cm; e sostituendo nella (1306) si ottiene Z = 
= 357 kg/em (IH varia pochissimo, perchò nel denominatore della (1306) varia di 
poco soltanto il primo termine ?,, mentre il secondo, che prevale, rimane invariato), 

La (1309) dà w, = + 0,0214 em. Perciò in mezzaria fra duo cerchi l’allarga- 
mento w è maggiore di quello cho si ha nel tubo non cerchiato, perchè 
d>7/2=34,6 cm (n. 687 0). Ivi la tensione risulta Oa = pR/8 + Ewy/B = 
= 2500 + 460 = 2960 kg/cmq. 


Esereizio 1402. — In una condotta corchiata calcolare lo spossore fittizio equi. 
valente s* che dovrebbe avere una condotta non cerchiata affinchè per effetto 
| della stessa pressione P subisse lo stesso aumento del volume interno, (La cono. 
| sconza di s* consente di ricondurre lo studio del colpo d’ariete nelle condotte 
cerchiate al caso delle condotte non cerchiate) (4) (47), 

Soluzione. Per offetto della pressione p la parete della condotta (pensata 
senza i cerchi) andrebbe da ab in a’ (fig. 1498), spostandosi di PR*/Es. Poi per 


Fig. 1498. 


($) O. BeLLUZZI: Calcolo dello spessore uniforme equivalente di una condotta cerchiata, agli 
effetti del colpo d'ariete, «L’enorgia elettrica », 1948, n. 4. 
(‘) Quando si calcola la velocità con la quale si propaga la perturbazione dovuta al colpo 


Ma in tal modo si ottengono risultati che possono essere notevolmente diversi da quelli cor. 
retti (es. 1403, 1404), 
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effetto delle reazioni H dei cerchi va in a‘. Lo spostamento totale di un punto 
o generico è dato da (353) 


pri 


0" Es z5} 


O g-ae (sen ar + cos ax), 
dove nella sommatoria la distanza x è quella di e da ciascuna H della quale si 
considera l’effotto. 

A meno del fattore 277 (teorema di Guldino), l'aumento del volume della 


condotta nel traito mn, = 0,54 è 


2 
Sera 2a d Bo 


n pillole cos ax)da , 


Per effetto della H agente nel punto 1 si ha l’integrale esteso da 0 a 0,54. Gli 
integrali estesi da m, a n, relativi alle H agenti nei punti 2, 3, 4, 5... sono evi- 
dentemente uguali agli integrali relativi alla H agente nel punto 1 ed estesi da 
1,8 M,, da my a n, da na a ma, da my a U, ece., ossia da 0,54 a 1,04, da 1,04 
a 1,54, da 1,54 a 2,04, da 2,04 a 2,54, ecc. Per cui la somma di integrali è uguale 
all’integrale calcolato da 0 a 00, e si ha 


LA 

pR'id Ha rd & 

frde = Ss Dr] * (sen az + cos ar) de 
mi 0 

—_ pR%d 55 Caria )= pR°@d Ha 1 _pRd _H 

25s — 2 ©) 2Es  3B a 288 3° 


So ora si considera una condotta non cerchiata di spessore s*, per essa si ha 


n 
= PE A _ PR 
fia — Es* 2 2Bs*° 


Le due condotte subiscono lo stesso aumento di volume se 


pRd _pRad H 


2Es*  2Es 28° 


1_1_22_H = ii) =i( Z): 
s* ss pr 23° pE*d 26. =i( pd} 
Se 
1— Hjpà® 


da cui 


ossia 


st= 


La reazione H è quella provocata dalla sola azione di p, ossia ha l’espressione 
(1306) con d = 0. Indicando poi per brevità con w il fattore che moltiplica a/2B 
nella (1305), o nella (1305,), si ha w, = (a/28)@. Quindi risulta (8 = £s/2?) 
(so E, = E) 


H ___RPsà _ R?/Esd 1 
pd w+ REA,  (a/2B)0+EYEA, awd/2+ Ezsd/R°A,° 
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Pertanto, indicando con 4 quest’ultima frazione, si ottiene 
& 
Dati 
(1312) 8 ig 
Esercizio 1408. - Calcolare lo Spessore s* (es. 1402) nel caso dell’esercizio 1397, 
Soluzione. Si ha @ = 0,9328 (es. 1397 db), per cui risulta 


1 
# = 0,09086 -0,9328- 30/2+ 103° -2 - 30/100 33 = 08067, 


sa 10305 = 1,442 = 1,442 -2= 2,88 cm, 


Se invece si sostituissero per approssimazione i cerchi con un’area equivalente 
distribuita uniformemente lungo il tubo, lo Spessore di questo aumenterebbe di 
32 cmqg/80 cm = 1,067 em e lo Spossore fittizio risulterebbe s* — 2+ 1,067 = 
= 3,067 cm. 


Esercizio 1404, — Calcolare la velocità v con cui si propaga una perturba- 
zione nell’acqua contenuta nel tubo dell’esercizio 1397. 
Soluzione. Com'è noto dalla teoria del colpo d’ariete, si ha 


o=|0e___v _ 
\/e+ DIEs  Vi1+ Djs * 


dove g = 9,81 m/s? è l’accelerazione della gravità, y = 1000 kg/me è il peso spo. 
cifico ed e = 2,07 - 108 kg/mq è il modulo di compressibilità cubica dell’acqua, 
@=y/g=102 kg massa/me, E = 2,15 - 1010 kg/mq è il modulo di elasticità e 
D, s sono il diametro e lo Spessore del tubo in metri, 

Nel nostro caso si ottiene 


9,81/1000 


2 = 1103 m/e, 
È 1/2,07 - 108+ 2/2,15 - 10% + 0,0238 > 1103 m/s 


Col solo spessore s = 0,02 m del tubo, o con lo Spessore approssimato 8* sa 
= 0,03067 m (es. 1403), risulterebbe rispettivamente v = 1017 m/s,0v = 1117 m/8, 


688. Le variazioni termiche nei tubi (48), 


I tubi sono spesso soggetti a variazioni di temperatura, le quali, salvo 
pochissimi casi, provocano delle sollecitazioni che possono essere assai 
elevate. 

a) Variazione uniforme di temperatura e variazione lineare lungo l’asse, 
Se i due bordi del tubo sono liberi, non si ha alcuna tensione: sono nulle 
le 0, perchè la dilatazione non è contrastata, e sono nulle le ci di flessione 


(‘*) S. 1'IMOSHENKO: Theory of plates and shells, n. 86, New York, McGraw-Hill, 1940, 
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perchè le generatrici rimangono liberamente rettilinee. Se invece i bordi 
sono vincolati, in modo che sia impedita la dilatazione del raggio, na- 
scono delle reazioni (es. 1405, 1406, 1407 b, 1409) che provocano delle 
tensioni locali in prossimità dei bordi. Se i vincoli impediscono la dila- 
tazione secondo l’asse, si procede come nell’esercizio 61. 

Db) Temperatura variabile in modo qualsiasi lungo l’asse del tubo, ma 
uniforme lungo ciascun parallelo e nello spessore. È facile ricondurre lo 
studio di questo caso a quello di un tubo soggetto a una pressione fittizia 

* opportuna. 

Sia At= f(x) la variazione termica all’ascissa generica ® (a partire 
da una temperatura iniziale uniforme qualsiasi), dove /(r) è una fun- 
zione data. Se pensiamo da prima che il tubo sia diviso in anelli di lun- 
ghezza infinitesima indipendenti tra loro, il raggio R di ciascun anello 
subisce una variazione AR= a,R4t = a,Ff(c). Se applichiamo poi una 
pressione esterna p* di valori tali che sia 


(a) p*R°/Es= ae), ossia p* = Esa;f(x):R, 


il raggio di ciascun anello riprende il valore X iniziale; e la p* provoca 
delle tensioni (92) 
(0) o, = — p*R/s = — Eajf(x). 


Possiamo dunque ricollegare i vari anelli, ossia ricostituire il tubo, di 
raggio R invariato. Perciò si ha che il tubo soggetto a At e alla p* esterna 
data dalla (a) non si deforma ed è soggetto alle tensioni (8) (‘°). 

Per eliminare la p* esterna, che in realtà non c’è, dobbiamo appli- 
care una p* interna uguale, e questa provocherà le stesse deformazioni 
w che provoca la At (*). Pertanto, l'equazione differenziale della defor- 
mata delle generatrici è (1273’) 

p* Esa 
(1313) w' + 4a == Ep i). 

Integrando la (1313) si ottengono (1274) le deformazioni w, g e le 
sollecitazioni Ss, M, T. Poi alla ca = Lw/E provocata da w si deve so- 
vrapporre la o, data dalla (d) (es. 1408, 1410, 1411). 

Inoltre si hanno delle tensioni locali se in corrispondenza di qualche 
parallelo la At è discontinua (es. 1407 b, 1409). 

ce) Temperatura variabile nello spessore. Supponiamo che il tubo ab- 
bia le temperature uniformi #, alla superficie interna e #, alla superficie 
esterna e che # vari linearmente nello spessore. In questo caso, salvo 


(&) Se non si pensasse il tubo diviso in anelli infinitesimi indipendenti, non si potrebbe affer- 
mare che At fa variare R di cRAf, nè che p* provoca una AR = — p*R:/Es e una ca = — p*R/s, 
(cfr. le note 9 e 10). 

(®) È facile riconoscere che questa è un’applicazione del principio di equivalenza del n. 461. 
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due brevi tratti alle estremità (come nel caso del n. 131 e dell’es. 1186), il 
tubo rimane cilindrico, e quindi sono impediti gli incurvamenti dovuti 
alla è variabile. Perciò nascono le stesse tensioni che si hanno nel caso 
di una lastra incastrata al contorno, che si calcolano mediante la (0) 
dell’esercizio 1154 (+ all’esterno e — all’interno): 


Eat—t.) 
21—-») 


Alle estremità il regime delle tensioni è generalmente diverso. Alle 
tensioni (1314) si sovrappongono altre tensioni, tali da rendere soddi- 
sfatte le condizioni ai bordi (es. 1412) (51), 


(1314) Timor = Camss = + 


Esercizio 1405. — Un tubo di notevole lunghezza ha un bordo incastrato ed 
è soggetto a una variazione termica uniforme At. Calcolare il momento d’incastro. 

Soluzione. Vale la soluzione dell'esercizio 1348, nella quale si sostituisce aRAt 
alla variazione pR*/Es del raggio. Si ottiene così 


M =— (V2Pas*At/3,4)e-2® son (ax— 2/4), M,= 0,294 PasAt. 


Esercizio 1406. — Un tubo libero nell’estremo a e incastrato nell’estremo b 
subisco una variazione termica variabile linearmente da 0 nell'estremo a a ù 
nell’estremo bd. 

Soluzione. Le reazioni all’incastro sono le stesso che si hanno in un serbatoio 
verticale soggetto nel fondo a una pressione yy tale che sia yvdE*/Es = a,Bt,. 
Perciò sono date dalle (1300) nelle quali si pone Esa,t,/Rl al posto di YV: ed l al 
posto di è, 


Esercizio 1407. — In un tubo di notevole lunghezza si riscalda uniformemente 
di At un tratto intermedio di lunghezza e. 

@) 1° soluzione. Valgono i risultati dell’esercizio 313, sostituendo g/f, ossia 
qR?/Es, con a,RAt. Ad es., se c è abbastanza lungo, nella parte centrale del tratto 
csihaw=aqRAt, Y=-06nonsi hanno tensioni; mentre alle estremità 
di e si ha w=(1/2)a,RAt cd M = 0, per cui si ha una tensione di com. 
pressione cs = — Ea,/t/2, che diventa di trazione e dello stesso valore dove 
cessa il riscaldamento, In realtà il passaggio da --G, a + 03 è reso graduale dal 

H fatto che l’annullarsi di At alle estremità di e non è 
iL. mai brusco. 

3) 2° soluzione. Separato il tratto c dalle due parti 

R rimanenti del tubo (fig. 1499), si devono aggiungere delle 

cat 4t_$ pe reazioni mutue H tali che si abbia (se c è abbastanza lungo) 


Fig. 1499. aRii—-Hw,=Hw,, da cui H=aRAt/2w,, 


(*) Per il caso del tubi grossi si veda S. TIMOSHENKO: Strength of maierials, vol. secondo, 
n. 34, Londra, Macmillan, 1930; Theory oj elasticity, n. 114, New York, McGraw-Hill, 1934. Vi 
si trovano anche numerose indicazioni bibliografiche. 


RE 
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Sostituendo l’espressione di H nella prima delle (1284), (1285), si ottengono 
w(x) ed M(x), che risultano 


w = (a RAt/2)e7°= sen (ar + 20/2) , M =(/4a?)a;RAte- sen ag. 


Esercizio 1408. — Il tubo di scarico di un fluido, a temperatura uniforme, è 
soggetto nell’ultimo tratto di lunghezza } a una diminuzione di temperatura t,, 
che si suppone lineare nella lunghezza 1 e costante nello spessore. 


Soluzione. Se si assume l'origine dello x all’inizio del tratto I, si ba dt= 
=- tt ={(x). Quindi la (1313) diventa 


D 
W + iatu=—Hp oa = A. 


Un integrale particolare è 


A 
dat 


w 


a = Ts = At = ai), 


ossia w è lo stesso che si avrebbe se si trattasso di anelli infinitesimi indipen- 
denti, perchè in questo caso essi non si contrastano (nota 9). 

A w corrisponde la tensione 03 = Ew/R = — Eagyr/l = Ea(£). Sovrappo- 
nendo la 02 data dalla (b), risulta ca =0. Il tubo è dunque privo di tensioni (le 
generatrici non s'incurvano), salvo lo tensioni locali dell’esercizio 1409. 


Esercizio 1409. — Nel caso dell’esercizio 1408 calcolare le tensioni locali che 
si hanno all’inizio del tratto I, cioè nel passaggio dal tratto precedente a tem- 
peratura costante al tratto l. 

Soluzione. Se il tratto 7 fosso indipendente dal tratto che lo procedo, le sue 
goneratrici ruoterebbero dell'angolo p=—aRt;/l (fig. 1500). Per ristabilire la con- 
gruenza occorre soltanto un momento M, che è definito 
dall’equazione 


__ ut, Se 4 uan ? ubi 
a + M9m=— MPn, da cui M= a “TT 


Se » = 0,3, a M corrispondono le tensioni 
cj = + 615/8® = + 0,353 EV/Rs agi/l. 


Esercizio 1410, — Nel tubo di scarico dell’esercizio 1408 supponiamo che la 
diminuzione #, di temperatura lungo il tratto 1 segua una legge sinusoidale. 

Soluzione. Se si assume l’origine delle x all’inizio del tratto 2, si ha 
di t,(1 — cos 772/21) t(1— cosce) = f(2) (5°), è la (1313) diventa 


Pea (1— cos ex) = — A(1— cosca). 


wlv + dato = — 


(®) Questa legge rappresenta una diminuzione di temperatura lenta all’inizio del tratto 7 e 
rapida allo sbocco, come accade nei tubi di scarico di gas 0 di vapori caldi. 
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Un integrale particolare è 


ai A A A cos cx cos co 
Li dat ipa = ig (i IF sa) = Ba (a IE 2, A 
Causa la presenza di e‘, w è minore di w= — alti, (1— cos cx) = a, At che si 


avrebbe se gli anelli infinitesimi fossero indipendenti (cfr. le note 9 e 10). 
A w corrisponde la tensione cs = Ew/R che, per quanto si è detto dianzi, 
risulta minore della 0, data dalla (b). Sovrapponendole la (5) si ottiene 


Cai 
G=— iapatab cos ce. 


Inoltre si ha d°w/dr? + 0, per cui esistono il momento M e le tension’ ol. 
Il tubo non è dunque privo di tensioni come era nel caso dell'esercizio 1408, 
Non esistono reazioni mutue 7 ed M nel passaggio (es. 1409), perchè per 
una lunghezza notevole del tratto 2 si ha 4At=-0, e quindi i due bordi anche 
separati si conservano congruenti. 


Esercizio 1411. — Tubo soggetto a At variabile secondo una parabola simme. 
trica (come la p dell’esercizio 1345), con At = 0 alle estremità e At, nel mezzo, 
Soluzione. Si ha At = (4At,/12)\(lx— a), © quindi (a) 


p* = (4Esa;At,/RP)\la— 22). 
Integrando la (1313) si ottiene 
w = (4Ra,At;/)le— a). 


Le o, dovute a w annullano le 0, dovute alla p* esterna. 
Si ha un momento flettente costante 


2ERsa,At, E 2 ,_6M 
31 — 9 cui corrisponde ci= . 


M= 


Esercizio 1412. — Un tubo di notevole lunghezza è soggetto alla variazione 
termica lineare nello spessore da ?, a i,. Calcolare la tensione massima in corri- 
spondenza di un bordo libero. 

Soluzione. Alle tensioni o, date dalla (1314) corrisponde (es. 1154) il momento 


E B1+»)a;(t—#) _ Es'alti—t) 


da 8 12(1—-») 


AI bordo libero tale momento si annulla, ciò che equivale all'aggiunta di un 
momento 1, uguale e contrario, uniforme lungo il bordo. Questo provoca (n. 131, 
es. 1186) un momento M, = v.I{; nelle strisce secondo i paralleli. Inoltre provoca 
al bordo stesso un aumento del raggio dato da (1283) 


Esta{—t,) 20° vVi- Ralt:—t,) 
121—-») £ 1—-» 2V3 


= HU, = 


| 3A 
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Perciò al bordo la tensione totale massima è la cy lungo il parallelo, nella parte 
esterna dello spessore (se #,>t,), che si ottiene sovrapponendo alla (1314) la 0g = 
= 61{,/s? è la 0, = Ew/R. Risulta così 


Pat — te) ( vI- 2) 
2(1—-7) SEL Ya 1° 


Il fattore fra parentesi è il rapporto fra la max 0, e la tensione (1314) che si 
ha lontano dai bordi. Per v = 0,3-0,25-0 esso vale 1,25 — 1,31 — 1,68. Questo 
aumento della tensione ai bordi spiega perchè una variazione t, —f, nei mate- 
riali fragili come il vetro provoca crinature che hanno inizio ai bordi. 


(0) max 03 = 


Esercizio 1418. — Il tubo dell’esercizio 1412 è di ghisa e lo temperature #, ® 
t, sono tali che tf, = 200°. 

Soluzione. Assumiamo E = 10% kg/emq, a; = 0,00001, v = 0,25. 

Le tensioni (1314) a distanza dai bordi valgono 0maz = 1333 kg/emq. Invece 
al bordo si ha (0) 


10° - 0,00001 - 200 1—- 0,25? 
T0S0,0000L: 201) VI zi ) = 1745 kg/cmq. 


2(1—- 0,25). 


max 0a = 


È — 0,25+ 


689. I serbatoi di spessore variabile. 


I serbatoi di spessore variabile si possono studiare con procedimenti anali- 
tici o grafici. In pratica interessano 
principalmente i casi nei quali lo 
spessore varia con legge lineare 
e=s,+ cr, 0 parabolica 8=s0+ ce 
(fig. 1501 a, b), dove sy è lo spes- 
sore in sommità e x è la quota sotto 
la sommità. Tuttavia lo spessore 
può variare anche in altri modi. 

a) Quando 8 varia secondo 
la leggo s=0r (s9=0, sezione 
triangolare, fig. 1502 a) si può usare 
la seguente soluzione (5°). Supposto 


che il serbatoio sia pieno fino in MY [7 
Fig. 1501. sommità, se si pone Fig. 1502. 
0, = w 12(1 — 0)H* 12(1 — 2°)y;" 
(a) E=7 s=8me> Wap *= TFR! 2 Tlisia * 


@) H. REISSNER: Ueber die Spannungsverteilung In zylindrischen Behdlterwinden, « Beton 
und Fisen », 1908, pag. 150. Si veda anche il n. 68 del volume di E. Casati: Equilibrio statico 
dei grandi serbatoi d’acqua elevati sul suolo, Torino, Bona, 1913; e il $ 45 del volume di T. 
PéscuL: Berechnung von Behdliern, Berlino, Springer, 1926. Ulteriori particolari si trovano nel 
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(quantità prive di dimensione), l’equazione differenziale (1273,) diventa 


3) EG Felt EV —2E=0, 


n 


L’integrale generale si può esprimere nella forma 
1) W=ii0,wm+0w,. 


Il termine 4/x = yHR/ESmax = Pmax/Esmax è UN integrale particolare che tiene 

conto della pressione idrostatica (5). W, e W, sono due serie rapidamente con- 
vergenti: 

nio i pi 

aisitarsi Ginit” 

253 206 20te 

Wa BF E 


W,=1 


(4) 


+). 


Se la parete è perfettamente incastrata alla base, per £= 1 dev'essere W=0 
e W'=0, ossia (c) 


Ala+ C,7,+ CgWa =0, C,Wi+ C.Wi=0. 
Risolvendo, si ottiene 


(e) 0,= sé 


+ 


AA “AAT Ca (Fr Wi=W, UA 


dove le derivate W' = dW/dE per È = 1 hanno le espressioni 


pr eee 
+=risitaisi siriteo  Wa=loatrsit ansi cansit* 


Calcolati i valori di C, e 02, per ottenere w, e quindi S,, a una profondità 
w,, si pone È, = 2,/H nelle (d) 0 si calcolano W, e W,, che poi si sostituiscono 
nella (c) (es. 1414), 

Il momento flettente M si ottiene mediante la relazione MY = Bd*w/ds*, dove 


dîw _ d (E) E @ (TE) DI R dW R (CW + 0,IV2), 


di 7 da\dEH)}] H de\dé) Hi d&E © H? 


capitolo di V. LewE: Die statische Berechnung der Flissigkeitsbehilter, nel vol. W del « Handb. 
f. Eisenbetonbau », Berlino, Ernst, 3* ediz., 1923, pagg. 89-96. 

Il problema fu risolto anche mediante le funzioni di Bessel da E. MEISSNER: Beanspruchung 
und Forminderung zylindrischer Geftisse mit linear veriinderlicher Wandstàrke, « Vierteliahrsschrift 
d. naturforsch. Gesellschaft », Zurigo, 1917, pagg. 153-168. 

Per il caso della sezione trapezia si vedano i volumi di W. FLiicaE: Statik und Dynamik 
der Schalen, Berlino, Springer, 1934, Cap. VI, $ 4; e di S. TIMOSHENEKO (nota 48), n. 85. 

(*) Poichè p ed s variano proporzionalmente a x, e quindi fra loro, è naturale che l’au- 
mento w del raggio (w = pR*/Es) sia costante in ogni puhto (si trascura la piccola variazione 
di R dovuta alla variazione di s), e quindi ugualo anche a Praz IESmaz. Perciò si ha appunto 
W, = WR = PmaxBlEsSmax 
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e le derivato W” = d*77/dé* hanno le espressioni 


%_ | sE e 
0131 2151! 417! 


wr =— ME E DE, 


pr 
È 1141 3161 Bigi "e 


+e 


Si noti che il comportamento dipende soltanto da x; per cui due serbatoi 
aventi lo stesso valore di x si comportano nello stesso modo. 

b) 1 serbatoi di spessore variabile si possono anche studiare mediante il 
principio della minima energia potenziale totale (n. 336), usando il metodo di 
Ritz (°5) (5°) che consente di evitare l'integrazione di equazioni differenziali com- 
plesse, © si presta per qualunque legge di variazione dello spessore. 

Considerata una striscia verticale di parote di larghezza unitaria, il lavoro 
di deformazione è la somma di quello di flessione © di quello relativo alle dila- 
tazioni es dei paralleli; ossia (M = Bd%w/da°, 02€3/2 = Ex3/2, e, = w/R, dV = 
=8*1-dx) 
M?da Pet Cp d*w , Es 
L [a+ (EE ea 
Do) 0) 


Il lavoro compiuto dalle forze esterne pde = yxdr è 


H dò H 
= [UO a (e 
L= J D J o de. 


Per la (4953), la configurazione equilibrata assunta dalla parete è caratterizzata 
dalla condizione che risulti minima l’espressione L, — 27,; per cui dev'essere 


H 
BETA > 
(1315) U = [E + di O — ya] dx = minimo . 
0 


Assumiamo come equazione w =w(%) della deformata della striscia un’espres- 
sione approssimata del tipo 


(12) w = cif(£) + cof(0) + cafs(0) +... 


nella quale ci, 02, C3 ... SONO dei coefficienti indeterminati, ed f1(2), f2(2), fs(2) ... 
sono delle funzioni arbitrarie, ma scelte in modo che ciascuna di esse soddisfi 
le condizioni ai bordi. 

Sostituendo l’espressione (f) al posto di w nella (1315), UV diventa funzione 
dei coefficienti c,, 03, 03 ..., © questi devono avere valori tali da rendere minima 


(&) W. Rirz: Zur Lòsung gewisser Variationsprobleme der mathematischen Physik, « Journal 
f. reine u. angew. Math.», Bd. CKXXYV, H. 1, pagg. 1-61; oppure Walter Rita @uvres, Parigi, 
Gauthier-Villars, 1911, pagg. 192-250. 

(59) Indicammo già il metodo di Ritz nel n. 641 e), e l‘usammo nei casi particolarmente 
semplici del n. 215 a) e dell’esercizio 1233 (nei quali si ottengono delle equazioni a una sola 
incognita ciascuna, anzichè un sistema di equazioni; nota 174 del Cap. XXVI). 

Discuteremo il significàto del metodo di Ritz e la sua portata nei Capp. XXXIII e XXXIV, 
nei quali il metodo stesso sarà impiegato sistematicamente. 
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la U stessa. Perciò dev'essere 


dU dU dU 
(9) da 0, do; 0, a Orsi 
Si ottiene così un sistema di n equazioni lineari non omogenee con le n inco- 
gnite e (5°). 


Ricavati i valori di c1, 02, 03 ..., si sostituiscono nella (7) e si ha w(2), e quindi 
anche Ss = Esw/R. Il momento flettente è poi dato da M = Bw”. 
L’approssimazione è tanto migliore quanto maggiore è il numero dei ter- 
mini considerati nella (f), ossia dei coefficienti c; tuttavia bastano pochi termini, 
perchè la convergenza è rapida. 
0) Si possono anche usare procedimenti grafici, validi per qualunque legge 
di variazione di s (9°). 


Esercizio 1414. — Studiare col metodo del n. 689 a) un serbatoio di cemento 
armato incastrato alla base, di sezione triangolare (fig. 1502 a), pieno d’acqua, 
avente H = 1,20 m, R=2,50 m, Smax = 0,20 m, 

Soluzione. a) Per y=0,1, si ha (n. 689 a) x = 98,54. 

Assumendo per semplicità x = 100, per É = 1 si ha (nelle serie si è tenuto 
conto anche del termine successivo a quelli scritti) 

W,=— 4,130, MW, =_ 0,167 
Wi=— 4377, Wi =— 2,077 
Wi =+17,115, Wi =— 4,106, 


Sostituendo nelle (e), si ottiene 
C1=+ 0,265 7/x, Ca = — 0,558 Z/x. 
Quindi le espressioni di w e di 1 risultano 


w = (1+ 0,265 Wy — 0,558 Wo) :.HR/Esmas 
M = (0,265 Wi — 0,558 Wi") yxE889/12 (1— 19) Hsnas è 
Basta calcolare i valori di W,, W,, Wi", Wi per diversi valori di È per ottenere 
w ed M lungo la parete. Ad es. all’incastro risulta M, = 119,7 kgem/em. Lo 
spostamento w in ogni punto è dato da 
= 0 ER 
w=ec Bir * 


dove il coefficiente c ha i seguenti valori: 


E=0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 
e = 1,265 1,188 1,072 0,927 0,760 0,583 0,410 0,250 0,119 0,029 0, 


(#) Si dimostra che il determinante dei coefficienti di queste equazioni è diverso da zero, 
per cui i valori delle incognite c sono determinati. Si vedano i $$ 47-57 del volume di T. PòscaL: 
Berechnung von Behiltern, Berlino, Springer, 1926. Nei $$ 58-66 sono esposti anche alcuni metodi 
grafici. 


EE —— 
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b) Se invece si considerasse il serbatoio como fosse di spessore costante 
3= 0,20 m, e abbastanza lungo, la seconda dello (1300) darebbe (a = 0,01857) 


0,01857 - 120—1 


M, = 0,001 001857 


= 95,9 kgem/em, 


Esercizio 1415. — Idem, col metodo del n. 689 b) (59). 
Soluzione. a) Nel caso della sezione triangolare, con le posizioni (a) la (1315) 
diventa 


U -{B 8 (Ge) + emo 267) ae. 


Adottiamo per W l’espressione (analoga alla (j)) 
(h) W=(1— (+ sf + 038° + +...) 


cho soddisfa lo condizioni all’incastro W =0, W/=0. Le condizioni in som- 
mità M =0, 7 =0 sono senz'altro soddisfatte perchè ivi si ha s =0, B=0. 
b) Tenendo conto di due termini della (f,), si ha 


W=(1- 8 +0), = AU 20,+ 3038)» 
Sostituendo nell’espressione di U, si ottiene 


v =la(1+g)+an(7 tata a+ sh) 


Le due equazioni (9) dU/de, = 0, dU/de, = 0 diventano 


Risolvendo, si ottiene 
é 0,02 — 0,00001984x 7 
1° 0,24+ 0,0092857x + 0,0000283447x? 


_0,00031746% : 
0,24 + 0,0092857 + 0,00002834472? 


© 


Nol nostro caso, cioè per x = 100, risulta c, = 0,01244, cs = 0,02194. 
c) Se si ripete il calcolo tenendo conto di tre termini nell'espressione di 
W, si trova 


e, =0,01251%, c2=0,02122%, c,=0,000807. 


Questi valori di c, @ cs differiscono poco da quelli precedenti; ciò che conferma 
la rapida convergenza del metodo. 


(*) T. PòscHL, volume citato nella nota 57, $ 51. 
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d) Lo spostamento in sommità (£ = 0) risulta 
2 
tw = WR =, E = 0,01251 2R = 0,01251 2 VEE! _ 1 9g VER 
Esmos Famaa 
Il momento all’incastro vale 


dw LR dW E 
dè Ba de =Bia Mo + ca+ cs) = 


M=B 


E 
= 0,069 B x 4= 0,069 y,H* = 119,2 kgem/em. 


Il metodo esatto (col numero di termini di cui si è tenuto conto nelle diverse 
serie) dà invece w = 1,265 VT R"/ESnmos €d M; = 119,7 kgem/em (es. 1414). 


Esercizio 1416. — Calcolare i coefficienti elastici Who Pn = Wmy Pm (n. 681) 
del bordo inferiore del serbatoio di spessore variabile dell’esercizio 1414. 

Soluzione. a) Anzi tutto si ha (n. 689 a) (quiè 7T=— dM/de, cfr. le (1274), 
perchè & si misura dall’alto) 


dw R_@W _ Bal ,, 4 
M=B Er Bmazt® "5 dE ="; (08M + C.EW{) 
dM 1 dM BrnasBt? va 2A n) di 
Te TERE n (0877 + EVI) + OL AE. 
Inoltro le funzioni PW” hanno le espressioni 
ser SEE Me pra 2% | 200 DAS 
Miss ammtaisiono  Wi= Didi tari aigitee: 


Assumendo x = 100 (es. 1414), per È = 1 si ha 
Wi'=+ 52,511, Wi'=+ 3,565, 
3714 £Wi"=+ 103,856, 3W75+é&W;"=— 8,753. 


b) Se al contorno inferiore reso libero si applicano le forze H=7=1, 
ivi dev’essero M = 0, 7 = 1; per cui le equazioni determinatrici di C,, 0, sono 
17,115 0, — 4,106 0, =0 
103,856 C — 8,753 O, = — H*/RBmax = — 6912/Buas 
da cui 0, =- 102,61/Bmazr Cs = — 427,58/Bymox. 
Sostituendo nelle espressioni di w= RW e di p=dw/dr =(£/B)dW/dE (qui 
è p= + dw/dx, cfr. le (1274), per la ragione detta dianzi), si ottiene 
to, = 123900/Bmaz> = @a = 2787/Bmaz + 


c) Se al contorno inferiore si applicano le coppie M = 1, ivi dev'essere 
M=1, T=0, ossia 


17,115 C, — 4,106 C, = 2°/RB,mas = 57,6/Bos 
103,856 01— 8,753 0,=0, 


da cui C, =— 1,82/Bmax, Os = — 21,62/Bmas 


E 
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Sostituendo nelle espressioni di w 0 di g si ottiene 
W = 2790/Bmar = "Pro = Pm = 110,24/Bmaz + 


d) Se si usassero le formule (1283) dei tubi di spessore costante (8 = Smax = 
2: 0,20 m) e di notevole lunghezza, si otterrebbe (a = 1,313//250 - 20 = 0,01857) 


w, = 20/B = 404/203 = 1/20*Bmox = 83333/Bymaa 
pr = 20°/f = 40*/2a°B = 1/20*Bmas = 1450/Bmas 
@m = 403/f = 404/a B 1/0 Baz 53,85/Bmaa » 
con errori rispettivi di 31%, 48%, 51%. 
Si troverebbero circa i valori esatti se si assumesse uno spessore costante 
s= 14,7 om. 


Esercizio 1417. - Calcolare il momento d’incastro del serbatoio dell’eserci- 
zio 1414 mediante i coefficienti trovati nell’esercizio 1416. 

Soluzione. Per effetto di p =y la parete, supposta svincolata, subirebbe 
un allargamento costante in ogni punto (nota 54), dato da w, = yHE%Esmax- 
I la rotazione sarebbe p, = dw/dx = 0. 

Se il bordo inferiore è perfettamente incastrato le reazioni H, ed M, (fig. 1502 b) 
sono definite dallo condizioni w, =0 e pa =0, ossia (Qr = Wm = > 2789/B max) 


(122900/B,na3)L + (2789/B mos) Me + yHLE*/Eeman = 0 
(2789/Bruax) Ho + (110,24/Bmae) Mo =0 è 


da cui H, = — 4,74 kg/em, M, = 119,8 kgem/em. 


690. Problemi più complessi. 


Lo studio dei tubi cilindrici è molto più complesso quando le forze esterno 
sono variabili non solo lungo l’asse, ma anche lungo i paralleli (5°), poichè invece 
di un'equazione differenziale ordinaria si hanno equazioni alle derivate parziali. 
Diamo solo un cenno di alcuni dei problemi più caratteristici, imitandoci a ti 
portare e a discutere le soluzioni. 

a) Una notevole semplificazione si ha supponendo che Ja-deformazione sia 
dovuta-esclusivamente alla flessione, ossia c: e le dilatazioni e, ed e, lo scorri- 
mento Y1, siano nulli in corrispondenza della superficie media del tubo (tubi ine- 
stensibili). Ciò equivale a trascurare le deformazioni dovute agli sforzi normali 
8, ed S, © allo sforzo tangenziale 7 rispetto a quelle dovute ai momenti flet- 


tenti (09). Crmo mon e transiuene ri To) 
(Aa 


(@) Se le forze esterne variano lungo il parallelo, ma sono ugualmente distribuite în tutti 
1 paralleli, ossia sono invariabili lungo l’asse del tubo, il problema si riduce a quello di un anello 
isolato, ad es. di lunghezza unitaria (nn. 420 a, 423, es. 508, 509, 522, 523, 524, 526, 527, 564, 565, 
566, 589), salvo la sostituzione di B a EJ per tener conto della contrazione trasversale impedita. 
(*) Quando le forze sono uniformi lungo i paralleli, questi rimangono circolari (n. 656 b) 
è si deformano solo per effetto di S,. Quando invece esse variano lungo i paralleli, questi si de- 
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Indichiamo con w, v, w le componenti dello spostamento di un punto della 
superficie media nelle direzioni della generatrice, della tangente al parallelo è 
del raggio (w positiva in fuori). Ricordando la (897), la (a) del n. 668 e la (898), 
per quanto si è detto «, v, w devono soddisfare le condizioni (91) 


_ da _ ld» w 1_ du, dv 
(a) 5355 0, €575 wtE 0; Vir Rw da 0, 


Queste condizioni sono soddisfatte dalle seguenti espressioni di w, v, w: 
us 0— RZ(b, sen np + bj cos np)in 
v= RX(a, cos mp — ag sen mp) + x2(b, cos mp — ba sen np) 
w = RZn(a, sen nP+ ar cos ny) + «Zn(b, sen mpÒ bi cos np), 


dOVO dn; Any dns Ln SONO coefficienti da determinare per ciascuna condizione di 
carico. Il primo addendo di v e w Tappresenta una defor- 
P mazione costante di tutte le sezioni e il secondo una de- | 
formazione variabile linearmente con x. Da ciò si rico. 
nosce facilmente che le generatrici rimangono rettilineo, 
ossia che la superficie media del tubo si deforma secondo 
una rigata (92). 
I coefficienti an, af, bn, ba devono essere tali da 
soddisfare le condizioni di equilibrio, e si determinano 
Fig. 1503. nel modo più semplice usando il principio della minima 
energia potenziale totale (n. 336) (9). 
Ad es., nel caso di un tubo soggetto a due forze P diametralmente opposte 
(fig. 1503) lo spostamento w risulta espresso da (x misurata da O verso sinistra) 


PR 1 Inter 


an? = 1+ PI ci — n cos mp. (n=2,4,6...) 


1-1 


0) w= 


b) Quando lo spessore è molto piccolo, si suppone invece che siano null; 
i momenti flettenti M,, M, e gli sforzi di taglio, e che l’equilibrio sia realizzato 
soltanto dagli sforzi S,, Ss, 712, come nello membrane. Nel Cap. XXIX studie- 
remo con questa ipotesi qualche caso di tubi soggetti a forze variabili lungo i 
paralleli, come accade ad esempio nei serbatoi cilindrici ad asse orizzontale. 


Esercizio 1418. — Le due forze P, rivolte in dentro, agiscono a metà della 
lunghezza del tubo (fig. 1504 a). Calcolare l’accorciamento del diametro AB e 
l’allungamento del diametro OD. 


formano (ad es. ovalizzandosi) e la deformazione di flessione può diventare molto prevalente 
rispetto a quella dovuta agli sforzi di membrana (nota $ del Cap. XX); sì che può essere lecito 
trascurare quest’ultima rispetto alla prima. La teoria della deformazione inestensionale dei tubi 
cilindrici fu svolta da J. W. STRUTT (lord RAYLEIGH). Si veda ad es. il Cap. X a del volume 
primo della sua opera: Theory of sound, nuova edizione, New York, Dover, 1945. 

(*) L'espressione di es è la (a) del n. 668, nella quale si sostituiscono u, ?, R, con v, y, R, 
perchè qui vale per il parallelo e per e: ciò che là valeva per il meridiano e per e1. 

(©) Ricordiamo (es. 1155) che anche nelle lastre piane le s,, e, sono nulle nel piano medio . 
soltanto nel caso in cui la lastra si deformi secondo una superficie cilindrica, oppure secondo una 
rigata. È dunque una conseguenza naturale dell’ipotesi che si è fatta. 

(©) Si veda il n. 87 del volume di S. TpIosHENEKO citato nella nota 48. 
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Soluzione. Nella (b) si ha c=0, per cui si annulla 
la frazione contenuta nella parentesi quadra. Quindi la 
diminuzione del diametro AB e l'aumento del diametro 
OD risultano (n = 2, 4, 6...) 


> 2P.R? 1 
AÀAB =— (10)j-o— (Wp = FRI © 1° 
2PR° n—-8 PR? 
sci we © pal 


CA 
2 2PR3° (1)? 
AOD = (8W0)j=oo° + (80) p=370° = BI z GE = 
2PR 4-x PR Bip..t 

î = 0137 75° Fig. 1504. 


CaBl 8 


Questi risultati coincidono con quelli che trovammo nell’esercizio 509, ossia 
sono gli stessi che si avrebbero se P fosse distribuito uniformemente sulla gene- 
ratrice di lunghezza 21 (B +22 corrisponde a EJ dell’anello dell’esercizio 509). 
Ciò è in armonia con le ipotesi fatte, che equivalgono, come si è detto, a sup- 
porre che le generatrici rimangano rettilinee (9). 


Esercizio 1419. — Le duo forze P agiscono a un’estremità del tubo (fig. 1504 b) 
Calcolare le variazioni dei diametri AB, CD, A‘B’, CD. 
Soluzione. a) Nella (b) si ha c = l;in Aèr=lein d'èo=-l. 
Per i punti A e A’ la (b) diventa 
PR* 


1 3 
v=-Gnlwecnltivacnzpni: ©" 2,4,6....) 


Nel caso di 7 = E si ottiene, a meno del fattore PR3/2B1, @M= 0,3), 
AAD=—0,874, ACD=0,332; AA°B'=0,076, A0°D'=— 0,059. 
Noi casi di 1= 2 o di 1=4R si ottiene 


AAB=-— 0,506, 40D=0,459; AA'B'=0,208, 40°D'=—0,186 
AAB=—0,569, ACD=0,521; A4A4°B"=0,271, AC0D'=— 0,247, 


Nei tre casi A4AB diminuisce come i numeri 1-0,68 - 0,38 (a parità di N). 
b) Il rapporto AAB: AAC è poco diverso dal valore 0,149/0,137 = 1,088 
che ha nel caso dell’anello (es. 509) o del tubo caricato a metà della lunghezza 


_—_— 


(%*) Tali ipotesi sono tanto meno attendibili quanto più il tubo è lungo. Infatti, se l>w 
{ risultati si annullano, ciò che è assurdo. Se il tnbo è molto lungo si avrà dunque intorno alla 
forza P una depressione locale, che non è contemplata dalle ipotesi (a), ossia dalla supposizione 
che le generatrici rimangano rettilinee. Quindi i risultati ottenuti sono abbastanza approssimati 
soltanto se il tubo è corto. Inoltre, se l è grande, non è verosimile che si abbia lo stesso valore di 
w anche a notevole distanza da P. 

Osservazioni analoghe si possono fare nel caso dell'esercizio 1419, 
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(os. 1418) (vale 1,102 nel caso di 1 = 2R). Perciò si può ritenere che la sezione 
estrema sollecitata si deformi circa in modo affine all’anello (nota 64), e quindi che 
Mmaz Sia proporzionale a Mmaz dell'anello nel rapporto di A4B del tubo a AAB 
dell’anello. Nell’anello il momento per unità di lunghezza è (es. 508) (PR/2):22, 
cui corrisponde Gna = 6(PE/m) : 21s?. Nel tubo, ad es. nel caso di t=2P,la 
Uma» Sarà pertanto 0,506/0,149 = 3,40 volte maggiore (a parità di 1). 


B) LASTRE A DOPPIA CURVATURA (CUPOLE), 


691. Le lastre curve di rivoluzione. 


a) Queste lastre sono definite dalla forma del meridiano medio (che 
genera la superficie media della lastra) e dalla legge con la quale varia 
lo spessore s lungo il meridiano. Questo può essere una linea curva (la- 
Stre a doppia curvatura), oppure una retta (lastre coniche e cilindriche). 
Lo spessore non è tanto Piccolo da permettere di trascurare le tensioni 
di flessione, come si fa per le membrane (n. 656 3); ma lo è abbastanza 
perchè si possa ritenere valida la variazione lineare delle tensioni nello 
spessore (come nelle travi inflesse, n. 125 c) (®). Tuttavia la distinzione 
fra membrane e lastre non è netta, poichè anche nelle prime si possono 
avere delle notevoli tensioni locali di flessione dovute alle forze al con- 
torno o alle discontinuità; mentre per contro anche nelle seconde si tra- 
scurano spesso le tensioni di flessione dovute alle forze distribuite sulla 
lastra, tenendo conto soltanto degli sforzi $, ed Sa, per i quali si pos- 
sono usare (n. 697) le stesse espressioni che trovammo per le membrane. 

Come nelle membrane, il caso più semplice è quello in cui le forze 
applicate sono simmetriche rispetto all’asse di rivoluzione, cioè variano 
in generale da un parallelo all’altro, ma sono invariabili lungo uno 
Stesso parallelo; così che esse sono funzioni soltanto della coordinata 
che definisce i vari paralleli (angolo 0 nelle cupole, ascissa « nelle lastre 
cilindriche o coniche). In tal caso anche le sollecitazioni e le deforma- 
zioni sono funzioni di quella sola coordinata, per cui lo studio dipende 
da equazioni differenziali ordinarie, anzichè alle derivate parziali. Inoltre 
il loro numero si riduce, perchè si annullano le azioni torcenti e ta- 
glianti fra i vari meridiani. 

b) Lo studio delle lastre di rivoluzione si può effettuare usando le 
soluzioni rigorose (nei pochi casi nei quali sono note), che però richie» 
dono un lavoro lungo ed estenuante; oppure usando soluzioni approssi. 


(©) Perciò lo studio rientra nel dominio della Scienza delle costruzioni, anzichè richiedere 1 
metodi più complessi della Teoria dell’elasticità (n. 577); cioè, come si fa anche per le travi, si 
studiano l'equilibrio e la deformazione di elementi di lastra aventi lo spessore s (e le tensioni st 
sostituiscono con le equivalenti sollecitazioni N, M, T, rese definite dalla linearità suddetta), 
anzichè di elementi infinitesimi nelle tre direzioni (Cap. XXV). 


E =— 
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mate, che spesso sono di impiego semplice e danno ottime approssima- 
zioni. Inoltre le reazioni al contorno, sia per lastre isolate, sia per strut- 
ture costituite da più lastre solidali tra loro, si determinano rapidamente 
facendo uso di coefficienti elastici o di rigidezze del tutto analoghi a quelli 
della lastra cilindrica, e con procedimenti molto semplici e sistematici (*°), 
che consentono anche di calcolare la freccia di deformazione. 


692. Le equazioni generali. 


a) Le caratteristiche geometriche della lastra e le forze esterne 
sono le stesse che considerammo nel caso delle membrane (Cap. XXVII). 
Perciò in un punto A generico della lastra (figg. 1422 a, 1446, 14642, 
1505) indichiamo con @ l’angolo d’inelinazione 
della tangente al meridiano, con X, il raggio di 
curvatura del meridiano, con r il raggio del pa- 
rallelo, e con R,= r/sen@ il raggio di curvatura 
della sezione normale al meridiano (valori relativi 
alla superficie media). Le forze esterne agenti sulla 
parete possono avere (figg. 1463 con Y= 0, 1505) 
una componente X secondo la tangente 2 al me- 
ridiano e una componente Z secondo la normale 
alla superficie media, relative all’unità di area di 
questa; e tali componenti sono dunque funzioni soltanto della colatitu- 
dine 0 del parallelo e non della longitudine del punto che si considera, 
cioè sono uguali per tutti i meridiani. 

Le sollecitazioni sono le seguenti (fig. 1507 Db): sulle sezioni normali ai 
meridiani agiscono uno sforzo normale N (9), un momento flettente M, 
e uno sforzo di taglio 7; sulle sezioni fatte con piani meridiani agiscono 
uno sforzo normale N, e un momento flettente M, (®). I loro valori sono 


Fig. 1505. 


() O. BeLLuzzi: Metodi semplici per lo studio delle lastre curve, diecì note, « Giornale del 
Genio Civilo », 1948, fase. 5°, 6°, 9°; 1949, fase. 10-20, 4°. 

(*) Gli sforzi normali N; ed N: sono î corrispondenti degli sforzi S, ed Ss che si hanno nelle 
membrane (nn. 656 c, 697 a). Si considerano positivi se di trazione; quindi nelle cupole diritte 
N, è sompre negativo. 

(*) Deformandosi la lastra, la tangente al meridiano in un punto 4 generico subisce una ro- 
tazione 9, per cui (fig. 1506 b) il centro di curvatura O; della sezione principale normale al me- 
ridiano va in O;, e il raggio di curvatura R, aumenta o 
diminuisce secondo che « è positiva o negativa (supposto 
che la cupola sia diritta). Quindi la curvatura di tale se- 
zione varia (n. 692 d, nota 73), ciò che genera nelle fibre 
normali al piano meridiano delle tensioni corrispondenti 
a un momento flettente M, agente nel piano normale al 
meridiano per 4. La variazione della curvatura è nulla 
se 9g = 90°, perchè il tal caso il raggio R: è orizzontale, 
e 40; differisee da 40; per un infinitesimo del secondo 
ordine. Da un altro punto di vista, una striscia parallela 
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relativi all'unità di lunghezza della sezione; per cui N,, Na, 7 si misu- 
rano ad es. in kg/cm, ed M,, Mzin kgem/em. I versi assunti positivi sono 
quelli indicati nella figura. Per la simmetria della struttura e del carico, 
è nullo lo sforzo di taglio 7, nelle sezioni meridiane, e sono nulli i momenti 
torcenti (n. 622 c, d) M,, ed M.; nelle due sezioni, 

Le deformazioni sono definite dalle dilatazioni e, ed e, nelle direzioni 
del meridiano e del parallelo (a metà dello spessore), e dalle variazioni 
%, © xa delle due curvature principali 1/R, e 1/R,. Come conseguenza di 
queste deformazioni, ogni meridiano si deforma restando nel suo piano, 
per cui un punto generico di esso subisce una rotazione g, positiva se 
fa abbassare il centro di curvatura 03, e uno spostamento in tale piano 
(come nel caso delle membrane, n. 668). Dello spostamento si conside- 
rano le componenti v nel- 
la direzione @ e w nel- 
la direzione # (fig. 1505), 
oppure le componenti £ 
nel piano del parallelo e 
secondo il raggio r di 
questo ed 7 parallela al- 
l’asse di rivoluzione, 

Tutte le quantità N, 
Na, Ma, Ma, Ta, €1, Ea; 
#1, %a; U, W, È, M, 9 SONO 
funzioni soltanto di 0. 

b) Equazioni di equilibrio. Consideriamo un elemento abed di lastra 
(fig. 1507 a), limitato da due meridiani ab, cd vicinissimi e da due paral- 
leli (o da due sezioni normali al meridiano medio (*’)) pure vicinissimi 
(ab = cd = dl,, ac= dl,, bd = dl) (come nei nn. 657 d, 671 db). Gli 
sforzi e le coppie interne agenti sui suoi lati sono rappresentati nella 
fig. 1507 Db), a meno dei fattori infinitesimi dZ,, dla, dl. 


Fig. 1507. 


che ruota dall’angolo © si trova nel’e stesse condizioni della trave ad anello del n. 494, Se questa 
ha la sezione rettangolare con due lati normali e due paral'cli al piano del suo asse geometrico 
(cioè se 0 = 90°), la sezione è sozgetta soltanto a momento fiettente agente in un piano parallelo 
ai primi due lati (flessione retta), che nel nostro caso viene conglobato negli sforzi Na: se invece 
è oblicua, la flessione è deviata (nota 20 del Cap. XXI), e il momento fiettente ha anche una 
componente M. (l’altra componente viene conglobata in Ni). 

Un'altra causa che genera il momento Jf, è la contrazione trasversale impedita, per cui le 
tensioni cf corrispondenti al momento Mi; che si ha nelle strisce meridiane provocano (n. 131, 
es. 1186 «) delle tensioni CI4 = vof nelle strisce parallele, e quindi un momento 13 = vM,. Que- 
sta parte di M esiste anche se 0 = 99°, ma è trascurabile se v = 1/m è piccolo, come nel calce- 
struzzo. Nelle lastre cilindriche (8 = 90°) esiste soltanto questa parte di M,. 

(**) Le sezioni fatte con un piano parallelo (cioè normale all’asse di rivoluzione) e con un piano 
normale al meridiano (sezione principale) sono tangenti tra loro (fig. 1423), e perciò illato ac = ds 
(fig. 1507 a) è praticamente lo stesso (v. anche la seconda parte della nota 14 del Cap. XXVII). 

Per far si che la sezione risulti normale ai meridiani, è preferibile pensarla effettuata me- 
diante una superficie conica coassiale con la cupola e normale ai meridiani, 
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Equilibrio in direzione x. Proiettiamo tutte le forze nella direzione &. 
Gli sforzi N, ed N, danno [d(N,r)/d6] d0 dip e — N3E,d9 dp cos 9, come nel 
n. 671 3). Il taglio 7, dà, a meno d’infinitesimi di ordine superiore, 
— T,rdpd0. La forza X dà XE,rd0dy. Quindi si ottiene l'equazione 


(a) se. didp— N3R, cos 040 dp — Tr d0 dp + XRrd0dp=0. 


Equilibrio in direzione z. Proiettiamo tutte le forze nella direzione £. 
Gli sforzi N, ed N, danno — N,rdypd0 e — N,f£,d9dysen0, come nel 
n. 657 b). Il taglio 7, dà —[d(Tr)/d0]d0dy. La forza Z dà ZE,rd0 dy. 
Quindi si ottiene l’equazione 


(0) — Nr d0 dp — NE; sen 0db dp} d0 dp + ZRxyr ddp =0. 


Equilibrio alla rotazione intorno alla tangente al parallelo. Il mo- 
mento M, dà (M, + dM.)(r + dr)dy — Mr dy, ossia, a meno dell’infinite- 
simo di ordine superiore, [4(M7)/40]40 dp. Il momento M, dà — M.R,d0 - 
cos 0dy (1°). Il taglio 7, dà, a meno d’infinitesimi di ordine superiore, 
— Tr dy + Rd. Quindi si ottiene l'equazione 


(0 ACLI) apap— MR, cos 0d9ap— T,Rarddp=0. 


Pertanto, le equazioni differenziali di equilibrio risultano 


de) — N,R,cosg— Tr =—XRr 
(1316) Nyr + N,R, sen 0 + «Dn = + ZRyr 
ace) — M,R, cos9— T,Br=0. 


Queste tre equazioni contengono le cinque sollecitazioni N,, Na, Mi, 
M,, T,, e perciò la struttura è (internamente) due volte staticamente 
indeterminata. 

c) Relazioni fra le sollecitazioni e le deformazioni. Per la legge di 
Hooke generalizzata (114) si ha 


(d) e,= (N. -vN2) (Es, e,= (Na -vN;): Es, 


(*) I due piani nei quali agiscono i momenti M: hanno tra loro un angolo che è massimo 
al polo, dove è uguale a di, ed è minimo all’equatore, dove si annulla. In un punto generico tale 
angolo è cos 8 dy (nota 3 del Cap. XXII); per cui la componente di ciascuno di tali momenti 
nel piano del meridiano medio si ottiene moltiplicando il momento per cos 8 dy : 2. 
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da cui si ricava (cfr. con le (905,)) 


E. A E. 
(819) Nip (+e), Mp4). 


Analogamente, i momenti sono legati alle variazioni di curvatura 
da (2) (*) 
(1318) M=—B(x+vx), Mi=— B(xx. + vx,). 


d) Relazioni fra le deformazioni e gli spostamenti. Le dilatazioni €14 
€, sono legate a v, w dalle stesse relazioni geometriche (a), (0) che tro- 
vammo nel n. 668 a): 


1 /du 1 
(1319) a=(9+%) cs=p(Uotg9+%). 
La rotazione 9 è legata a v, w dalla (9) del n. 668 c): 
1 /dw 
(1320) = (I —a) È 


Le variazioni di curvatura sono legate a 9 dalle relazioni (7°) 


1 d ctg 0 
m= gd Kg =— È Po 


(") Queste relazioni sono analoghe alle (987). Qui occorre il segno menn perchè momenti 
positivi provocano diminuzioni delle curvature. 

(°*) In alcuni testi le (1318) contengono anche un termine di correzione (8*/12R:)N,, ($°/12R,3)N., 
dovuto a una delle due cause seguenti. 

Le tensioni c1 e 03 corrispondenti a N; e a N: non sono uniformemente distribuite nello spes: 
sore s, ma sono maggiori verso l’interno (por la stessa ragione esposta nella nota 10 del Cap. V); 
per cui, se le strisce meridiane e parallele avessero la sezione di larghezza costante, le risultanti 
dolle 01 e dello ca non sarebbero a metà dello spessore, bensì sarebbero spostate verso l’interno. 
La sezione di tali strisce non ha la larghezza costante, ma è di forma trapezia, più larga verso 
l’esterno; per cui, se le 01 @ 03 fossero uniformi nollo spessore, le loro risultanti sarebbero spo 
state verso l’esterno. È facile vedere che le due cause si compensano, e che gli spostamenti sud. 
detti si annullano; per cui i momenti delle c1 e delle ca relative a N, e a N: sono nulli rispetto alla 
superficie media della lastra. I termini suddetti appaiono quando si tiene conto di una sola delle 
due cause suddette: col sogno + per effetto delia prima, col segno — per effetto della seconda, 

Per maggiori particolari si veda la mia nota: Osservazioni sulle equazioni generali delle cupole 
resistenti a flessione, « Bollettino Sindacato prov. Ingegneri », Bologna, 1934, n. 6. 

V. anche la memoria di O. ZANABONI: Relazioni tra azione e deformazioni, negli involueri a 
doppia curvatura, «Rend. Acc. Naz. d. Lincei», febbraio 1938. 

(??) Se le normali in due punti vicinissimi a e d di un meridiano ruotano degli angoli 9 e 
® + dr, e quindi l'angolo ® che esse formano diminuisce di dp e diventa d) — dp (fig. 1506 a), 
i raggi di corvatura R, ed R; prima e dopo la deformazione sono legati dalla relazione (si trascura 
la variazione di lunghezza dell’elemento dl, = ab) 


di, = Ridi = Ri(d—d da cul 


(1 


get =-—=-. 


E 
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Quindi per la (1320) si ha 


1.4 ( de) ctg 0 co) 
tela. = ria dal 7 ER (7) 


e) Gli spostamenti £, 7 sono legati a u, w dalle relazioni (e) del 
n. 668 d): 


(1322) E=uc080 + wsen0, n=usen0 —wcos?. 


Spesso interessa la componente orizzontale H dello sforzo trasmesso 
dalla parte inferiore della lastra alla parte supe- 
riore attraverso una sezione parallela, per unità di H 
lunghezza di questa, positiva se rivolta in fuori, tec 
che è legata a N, e a T; dalla relazione (fig. 1508) 


(1323) H= N;cos9—T,sen0. A Fig. 1508. 

f) Per eliminare l’indeterminazione statica del sistema di tre equa- 
zioni differenziali di equilibrio (1316) contenenti cinque funzioni inco- 
gnite, basta esprimere Ni, Na, M,, Myin funzione di v e v, ciò che si 
ottiene introducendo le (1319), (1321) nelle (1317), (1318), e sostituire 
nelle (1316), che diventano così tre equazioni differenziali contenenti le 
tre funzioni incognite T,, u, w. Tuttavia è preferibile dedurre invece un 
sistema di due equazioni differenziali del secondo ordine contenenti le 
funzioni T, e 9, come vedremo nel n. 693. 


693. Le equazioni fondamentali. 


Per evitare di scrivere formule complesse, consideriamo il caso della 
cupola sferica (per la quale si ha R,= Ra= K) di spessore 8 costante, 
Come si è accennato nel n. 692 f), vogliamo ottenere un sistema di due 
equazioni differenziali del secondo ordine contenente le due funzioni 7, 
(che possiamo senza ambiguità indicare con T, perchè T,.= 0) e gp. 

a) Per ottenere la prima di tali equazioni, conviene sostituire la 
prima delle (1316) con un'equazione analoga alla (1208,), che esprime 
l'equilibrio in direzione verticale fra gli sforzi N, e 7 agenti lungo un 


Inoltre, per effetto della rotazione @, il centro di curvatura O, (fig. 1506 b) va in (4 (nota 68), 
o si ha (l'angolo 0:0;c è èd-g= 3) 
O, = Rio,  Osc=bAky= Uxcctg0 = Ripctg?. 
Perciò la variazione di curvatura della sezione principale normale gl meridiano risulta 


pretende o Dio io ai 
*" ri RR +3A fa Ri Ra 


Se la lastra è concava verso l'alto (cupola rovescia), le espressioni di 2, © 4a hanno il segno 
positivo. 
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parallelo generico, di raggio r e di cola- 
titudine 0, e il carico Q agente al disopra 
del parallelo. Essa risulta (fig. 1509) 


2arN, sen0+2xrT cos0+Q=0, 


Fig. 1509, da cui (r= Rsen0) 


(a) Ni=-—Tctg@ 


e) 
2 sen? 0° 

La seconda delle (1316), divisa per , diventa 

N,sen0 + N sen 0 + d(7 sen 6)/d0 = ZR.sen0. 
Sostituendo in questa la (a) e dividendo per sen 0, si ottiene 
al 

(0) M=-w + +2R. 

Confrontando le (4) del n. 692 con le (1319), si ha 

du R R 

(O) @ re=qN Na), uctg0+w=7 (NN); 
e sottraendo la (d) dalla (c) 
(6) Fi uctg0 = 14) - Ni). 


Moltiplicando la (e) per ctg 9, sottraendo la derivata della (d) e riducendo, 
si ottiene (1320) 


a Rctg0 daN, daN) 
u-G=—Fo= "Gi 1+) (N - N- Fd 3): 
ossia 
dN, 
7 — Fop= (N; xy eig0- +» [mm - N.) cte0 + Fl. 


Sostituendo nella (f) le espressioni (a), (6) di N, N, e le derivate 
delle («), (b), risulta dopo qualche riduzione 


2 
(9) — Esp = 0 4 di ig P'otgtd +31 


dQ/40 \_ L4Z 
ni + ZRctg0)- RF. 


Infine, si osserva che dQ vale 
dQ = 2aE sen 0 + Rd0 (X sen0— Zcosì); 


E 
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quindi si ricava dQ/40 e si sostituisce nella (9), che diventa 
@T  dT 
M) a+ d 
3) Per ottenere la seconda equazione, dividiamo per È la terza 
delle (1316), che diventa 


cig0— Tctg0+vT=—LEsp+ E a+) x+97 ; 


dx 50n 0) _ gr, così TRsen0=0, 
ossia, derivando il primo termine e dividendo per sen 0, 
dM 
(i) @ + M,ctg0— M.ctg0= TR. 


Sostituendo le (1321) nelle (1318) e tenendo conto della (1320), si ha 


B di B di 
M; (©) My= (+0 t80); M=F(potg0++7)- 


Infine, sostituendo nella (i) la derivata della (2) e le (2), (m), si ottiene 


da d R? 
(n) + pete 0— pete 0—p= 1. 
c) Per scrivere le equazioni (4), (») in forma breve, indichiamo con 
L(T) e con L(g) l'insieme dei primi tre termini della (4) e della (n), ossia 
introduciamo l'operatore L(...) (di Meissner) definito da 


dA... d(... 
(1324) L(...)= o) + do) ctg 0 — (...) cig° 0. 


Le (4), (n) diventano così 


iz 
IT) +yT=—Esp+ r[a+nx +6 

(1325) pe 

Lg)-vp=gT 


e costituiscono un sistema di due equazioni differenziali del secondo or- 
dine con le funzioni incognite 7 e g. Le forze esterne agenti sulla cupola 
figurano nel termine fra parentesi quadra della prima equazione. 

d) Abbiamo considerato il caso della cupola sferica di spessore costante 
per evitare formule più complesse; tuttavia anche nel caso generale di cupole 
non sferiche e di spessore variabile si ottengono due equazioni analoghe alle (1325), 
dove l'operatore L(...) ha un’espressione più complessa (n. 713). 

e) La soluzione generale del sistema (1325) si ottiene aggiungendo 
a una soluzione particolare la soluzione generale del sistema reso omo- 
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geneo (cioè relativo alla lastra non soggetta forze esterne sulla super- 
ficie: X= 0, Z= 0). La prima, che tiene conto delle forze esterne Xx 
e Z, dipende dalla distribuzione di queste, e corrisponde al caso della 
lastra pensata estesa indefinitamente, cioè non limitata da uno o due 
bordi, e tutta caricata secondo la legge considerata. La seconda tiene 
conto delle forze e delle coppie agenti lungo il bordo (o i due bordi), che 
possono essere la reazione del vincolo cui questo è soggetto, oppure forze 
e coppie applicate direttamente, e consente di soddisfare le condizioni 
imposte al bordo stesso. 

Come vedremo in seguito (n. 697), la soluzione particolare differisce 
pochissimo dal regime di membrana studiato nel Cap. XXVII, e si con- 
fonde con questo quando lo spessore s tende a zero; per cui si può sosti- 
tuire col regime di membrana. La soluzione generale del sistema omogeneo 
si può ricavare esattamente in alcuni casi particolari (nn. 695, 696), ma il 
suo impiego richiede calcoli lunghi e faticosi; oppure si può esprimere 
in forme approssimate, d’impiego molto più semplice e che nei casi della 
pratica danno ottime approssimazioni (n. 698). 


694. Trasformazione del sistema omogeneo. 
a) Il sistoma (1325) reso omogeneo (X=0,Z=0)è 
(1326) L(T)+yT =— Esp, IL(g)— vp = (R?/B)T. 


Per facilitare l'integrazione di questo sistema, conviene dedurre da esso un’e- 
quazione differenziale del quarto ordine contenente una sola delle due funzioni 
incognite 7, gp. 

Applicando di nuovo l’operatore L(...) (1324) alla prima equazione, si ha 


(a) LI{T)+ vI(T)=— EsL(g). 


Dalla seconda equazione (1326) si ricava 


(0) L(p) =vp + (R*/B)T, 
e dalla prima 
(0) p=— (1/2s)[L(T)+ 7]. 


Sostituendo la (c) nella (b), questa diventa 
(d) L(p) = — (v/EsXL(T)+ vT]+ (R*/B)T. 
Infino, sostituendo la (4) nella (a), si ottiene 


(e) LL(1)+ (ER?s/B—v)T =0.. 
Se ora si pone 


(1327) né= ER®%/B—%, (cioè p*= 12(1 — y)R2/s* —1* = — 12(1 — 1)R®/59) 
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la (e) diventa (?) 
(1328) IL(T)+ pT=0. 


Si potrebbe ottenere un’equazione analoga contenente P. 
è) La (1328) si può scrivere (i=-V— 1) 


LIT) H- in®I(T)— ip?IL(T)—iwtT =0, 
che a sua volta si può scrivere nelle due forme seguenti 


IIL(T) + i@T)— ig@[I(1) + j@1)}=0 
IIL(T)— i®T}+ j@[L(1)— ®T]=0. 


Lo soluzioni di queste due equazioni, e quindi anche dell'equazione (1328), sono 
rispettivamente quelle delle due equazioni del secondo ordine 


(1329) L(T)+i@T =0, I1)-ipl =0, 


695. La lastra sferica di spessore costante. 


a) La soluzione esatta delle (1329) si ottiene mediante le serie ipergeo- 
metriche (7). 
La prima delle (1329) 


RT. dl 
(a) Spi + Ip tg — Pogto+ ir =0, 
m»diante le sostituzioni 
(0) sen0=x, T=zsen0=2y3, 
diventa 

2, i A — ina 
(© Pe, 4-50 di l_-in 0. 


dà dia) da dala) 


Confrontando questa col tipo normale di equazione differenziale ipergeo» 
motrica (?°) 
@ dz y_(1+a+ 6) d___of_, 
(CI a(1—- 2) dn ax(1— 2) 


(*) Nel caso della lastra cilindrica si ha 0 = 20°, ctg 8 = 0. Perciò l'operatore (1324) si rî- 

duce a L(...) = d* (...)/d0*, e la (1328) diventa 
d'TlAdt + 7 = 0, ossia, essendo p° = 4u‘R', R9=z, dIjdr'+ 441 = 0, 

che è analoga alla (1273‘) resa omogenea (la quale sussiste anche per le funzioni S:, €, M, T). 

(*) H. REISSNER: Spannungen in Kugelschalen (Kuppeln), «Mller-Breslau Festschrift » 
pag. 181, Lipsia, Kréner, 1912. 

E. MEISSNER: Das Elastizititsproblem fur dine Schalen ecc., «Physik. Ze. >, Ed. 14, 1913, 
pag. 343. 

L. BOLLE: Festigkeitsberechnung von Kugelschalen, Trissertazione, Zurigo, 1916. 

(*) B. RIEMANN-H. WEBFR: Die Differential vnd Integralgleichungen der Mechanik und 
Physik, T* ediz., 1° volume, pagg. 256-257, Braunschweig, Vieweg, 1925. 

F. KLEIN: Ueber die hypergeometrischen Funktionen, Autografia, Lipsia, 1906. 
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si ha la coincidenza delle duo se 
(e) a=(3tv5+4iw):4, B=(3FV5+4iW):4, y=2. 
Una soluzione della (d) è data dalla serie ipergeometrica (77) (78) 


A af (a+ DAB+1) s ala + 1)(a + 2)8 (+ 1(f+2) 
De=lt1. gt 1a pg4D + 13-34 +9) 


Perciò, tenendo conto delle (e) e ponendo d* = 5+ 4iu?, la soluzione della (0) è 


de (8 - R), (e- 2 - dI 
9 = 14 1a°t 1223 © dia 


sa — iu 1 1iu?— pi — 859iu? — dl ut + il 
ù +! 8 E 192 ui #45 9216 


BH 


0) gp. 


Quindi, separando i termini reali da quelli immaginari, si ha 
(n) e=1+il, 


dove I, e I, sono due serie di potenze di x. 

La seconda equazione (1329) conduce a un’altra equazione in #, la cui solu. 
zione è 
(ha) s=l- 


Tenendo conto della posizione 7 = 2 sen ? e ponendo perciò I, sen 9 = K,, 
I, sen 0 = K,, si ha che le soluzioni delle due equazioni (1329) sono rispettiva- 
mento 
(i) T=K,+iEK, T=K,-iK. 


Quindi, sostituendo le (i) nella (1328) e riducendo, si riconosce che questa è sod. 
disfatta sia da X, che da X,, che perciò sono due soluzioni della (1328). Pertanto, 
l'integrale generale della (1328) risulta 


(00) T=C,K,+0,K,. 


essondo 0, e 0, due costanti arbitrarie, che si determinano in modo da soddisfare 
le due condizioni di vincolo della lastra. 
Nota così l’espressione (1) di 7, è facile ottenere le altre quantità. 
Sostituendo la prima delle (i) nella prima delle (1329), si ha 


I(E,+iE,)=— iu(K,+iK), dacu I(K)=wE, LK)=-wK. 


(?) I coefficienti della serie (f) si possono ottenere ponendo 2 = 1 + cir + cart + car' +... 
e sostituendo nella (4). Annullando poi i coefficienti di ciascuna potenza di x, si ottengono le re- 
lazioni ricorrenti 
ab (+1)(B+1) G+n-1)(B+n-1) 
Serna +o e ara) a 
(*) Una seconda soluzione dell’equazione (4) uon interviene se la cupola è chiusa, ossia se 
è priva del parallelo di lanterna. 
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Quindi sostituendo la (1) nella prima delle (1326) e tenendo conto delle relazioni 
ora trovate, si ottiene 


(m) = (1/Es)[(C2®— Cw)E,— (Cie? + Cm)Ka)], 


che esprime @ mediante le stesse serie di potenze K, e K,. 
Le (a), (5) del n. 693 danno N, ed N, espressi mediante 7, ossia K, e Ka: 


(n) N, =- Tcetg0, Na=-d7/00. 


Le (1), (m) del n. 693 danno M, ed M, espressi mediante g, ossia X, e K,. 

La componente orizzontale H è data dalla (1323), che per la prima delle (n) 
diventa 
(0) H=-Tctg0cos0- Tsen0=— 7/sen0. 

Lo spostamento orizzontale £ si ottiene nel modo più semplice mediante la 
(1237), e per le (n) risulta 


(p) e=- (7 ote0). 


Il principale inconveniente di questa soluzione è che le serie ipergeometri. 
che sono lentamente convergenti quando 4 ha valori alti (cupole sottili) (men- 
tre la soluzione di Geckeler, n. 698, è tanto meglio approssimata quanto più la 
cupola è sottile). 

b) Quando il rapporto R/s, e quindi anche x, ha valori elevati, la conver- 
genza della soluzione precedente diventa tanto lenta da renderne praticamente 
impossibile l’impiego. Conviene allora usare la così detta integrazione asinto- 
tica dell’equazione (1328), che si può effettuare in diversi modi secondo i vari 
autori (79). 


696. La lastra conica di spessore costante. 


a) La soluzione esatta si ottiene (8°) partendo da un’equazione analoga 
alla (1328), nella quale l’ascissa non è 0 (che qui è costante), bensì la distanza w 
misurata dal vertice del cono lungo la generatrice. Si giunge a un’equazione dif. 
ferenziale che s’integra mediante le funzioni di Bessel, nelle quali la variabile 
indipendente È è (a angolo delle generatrici con l’asse) 


(a E=2gVs==3,7 a VE, essendo yt= 20-48) La) ctgla. 


(*) O. BLUMENTHAL: Ueber die asymptotische Integration von Differentialgleichungen mit An- 
wendung auf die Berechnung von Spannungen in Kugelschalen, « Zs. tiir Mathematik und Physik » 
Bd. 62, 1914, pag. 343. 

La soluziono di E. ScHWERIN: Ueber Spannungen in symmetrisch und unsymmetrisch be- 
lasteten Kugelschalen (Kuppeln) ecc., « Armierter Beton », 1919, pag. 25, consente un’approssima- 
zione molto più spinta, ma il suo impiego è assai laborioso. Il procedimento è riportato nella mia 
memoria: Le cupole resistenti alla flessione calcolate mediante linee d'influenza, « Annali dei Lavori 
Pubblici », 1930, fasc. 9° e 10°, nella quale sono anche calcolate varie tabelle. 

Un cenno sulle soluzioni asintotiche, sia di prima approssimazione, sia di approssimazione 
più spinta, si trova ad es. nel volume di T. KARMAN-M. A. BroTr: Mathematical methods in engi- 
neering, pagg. 51-54, New York, MeGraw-Hill, 1940. 

(*°) F. DuBoIs: Ueber die Fesligheit der Kegelschale, Dissertazione, Zurigo, 1917, 
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Nel caso della lastra chiusa fino al vertice, la soluzione risulta 


© = L|0:[16+$ 10]+ 0.10-i ho]. 


Le funzioni f,(£), fs(£) © le loro derivate ji(£), fs(É) si trovano già calcolate in 
tabelle (81). 
Dallo sforzo di taglio 7 dato dalla (b) si deducono poi le altre quantità in 
modo analogo a quello del n. 695 a). 
b) Di solito nelle lastre sottili la variabile £ assume valori alti (ad es. mag. 
giori di 6,0, nota 81). In tal caso le funzioni f, ed fs e le loro derivate si possono 
sostituire, con buona approssimazione, con le loro espressioni asintotiche 


£ LA 
O) 6 "A hi o 
e (+5 (+5). 


c) Anche per la Jastra conica si ha una particolare soluzione asintotica che 
consente un’approssimazione molto più spinta (*?). 


697. Gli integrali particolari. 


a) Come vedemmo nel n. 656 5), nelle membrane illimitate, sog- 
gette sulla superficie a forze non discontinue, i momenti flettenti M, ed 
M, sono trascurabili. Nelle lastre sottili essi hanno valori tanto minori 
quanto minore è lo spessore s, ma in ogni caso molto piccoli (**) (*); e 
quindi anche il taglio 7, (0 7) che si ricava dalla terza delle (1316) è 


(*) Tabelle del genere, per È variabile da 0 a 6,0, furono calcolate da F. SCHLEICHER: Kreis- 
platten auf elastischer Unterlage, Berlino, Springer, 1926; esse sono anche riportate nel volume 
già citato di S. TIMOSHENKO, pagg. 418-419. 

Tabelle più complete si trovano nel volume di E. JAANKE-F. EMDE: Funkionentafeln mit 
Formeln und Kurven, Lipsia, Teubner, 1938. 

Molto più ampia è l’opera in dodici volumi: Tables of the Bessel functions ece., Cambridgo 
(Massachusetts), Harvard university press, 1947 e segg. 

(*) Si veda il volume di E. OrABONA: Calcolo delle piastre a doppia curvatura, capitolo terzo, 
Bari, Laterza, 1929. Questa soluzione è analoga a quella di Schwerin per la lastra sferica 
(nota 79). Il procedimento, assai laborioso, è riportato nella mia memoria: Il calcolo razionale 
dei serbatoi del tipo Intze, « Annali dei Lavori Pubblici », 1933, fasc. 7°, 8°, 9°, nella quale sono 
calcolate tabelle che abbreviano molto i calcoli. 

(&*) V. la memoria di H. REISSNER citata nella nota 75. 

Si veda anche la memoria di O. ZanABONI: Sulla trascurabilità dei momenti interni e delle 
altre azioni 4perstatiche, nelle lastre curve sottili, « Atti Ace. d. Scienze », Torino, vol. 74, 1938-39. 

(8) I momenti flettenti non sono necessari per l’equilibrio della cupola, che è assicurato 
anche dai soli sforzi normali Ni = — S; ed Na ==; (n. 658 d). Essi sono necessari soltanto, 
In prossimità del bordo, per consentire a questo di deformarsi come vuole il vincolo, cioè in modo 
diverso da quello che si avrebbe nel regime di membrana. Ma tali momenti sono limitati a una 
zona ristretta intorno al bordo (n. 698 a), cioè sono soltanto locali. 
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molto piccolo (es. 1420 5) (*) (nella lastra illimitata). Perciò nella solu- 
zione particolare si può ancora ritenere che M,, M.e 7, siano nulli (#). 
Come conseguenza del fatto che 7, è irrilevante, ossia molto piccolo 
rispetto a N, ed N., si ha che le forze esterne X, Z agenti sulla superfi- 
cie della lastra sono equilibrate quasi esclusivamente dagli sforzi normali 
N, ed Na, che perciò non differiscono sensibilmente da quelli che si hanno 
nelle membrane (Nj= = S&,, Na= — So). Quindi per N, ed N, si pos- 
sono assumere le espressioni degli sforzi S, ed $, che trovammo nel Ca- 
pitolo XXVII, evitando così l'integrazione delle equazioni delle lastre. 
Inoltre la deformazione della lastra illimitata è dovuta quasi esclusi- 
vamente agli sforzi N, ed N., per cui nella soluzione particolare anche 
le deformazioni , w, È, 7, g si possono sostituire con quelle che tro- 
vammo nel Cap. XXVII. 
b) Seinvece si vuole la soluzione particolare esatta, si sostituiscono le espres» 
sioni di X e di Z nel secondo termine del secondo membro della prima delle (1325), 
che diventa una funzione nota Y(0). Delle due equazioni che così risultano si 
conoscono le soluzioni particolari per le distribuzioni di carico più interessanti (9°). 
Quindi, note le funzioni 7 e g, si ottengono le altre sollecitazioni e deformazioni 
utilizzando le relazioni generali del n. 692 e le (a), (6) del n. 693. Le espressioni 
che così si ottengono differiscono pochissimo da quelle del regime di membrana, 
come si è detto in a) (es. 1420, nota 157). 


Esercizio 1420. — Doterminare in modo esatto la soluzione particolare por la 
cupola sferica di spessore costante soggetta al peso proprio. 

Soluzione. a) Se si indica con g il peso proprio ym8 per unità di area, si ha 
X=gsen0, Z=—gcos0; per cui le (1325) diventano 

IUT)+vT =— Esp+ (2+v)gRson0, L SOI A 

(T)+yT =— Esp +(2+v)gR son), (porp= 7a 7. 

Si riconosce facilmente che queste equazioni sono soddisfatte dalle seguenti 

espressioni di 7 e di g (29): 
T=—pggRsen0, =(g9R/Es{2+v—g(1—n)]son0. 


(*) La derivata di M, che figura nella terza delle (1316) potrebbe avere valori considere» 
voli anche se è piccolo M,, se questo variasse rapidamente. Ma sono variabili in modo rapido sol- 
tanto i momenti relativi alla soluzione delle equazioni rese omogenee, mentre quelli relativi agli 
integrali particolari, oltre che piccolissimi, sono variabili in modo lento. 

Per ciò che riguarda la dipendenza di 7 da M., si può dire che 7' è piccolissimo perchè 
(1316) dipende da M, diviso per r; per cui, sé e è l'eccentricità, piccolissima, di Na, il taglio 7° 
dipende da N3e/r, ossia è piccolissimo rispetto a Na. 

(5) A questo regime si sovrappone poi quello provocato dalle forze H e dalle coppie .M agenti 
lungo il bordo, che è dato dall’integrale generale del sistema omogeneo (1326). 

(*) Tali espressioni per i casi del peso proprio, del peso della neve e per la pressione idro- 
statica si trovano ad es. nelle mie memorie: IZ calzolo del complesso elastico cupola-anello d’imposta- 
parete cilindrica; nota prima: Cupole di copertura di edifici, « Annali dei Lavori Pubblici », 1931, 
fasc. 1°; nota seconda: Serbatoi in cemento armato, « Idem », 1931, fase. 2°; Il calcolo razionale 
dei serbatoi del tipo Intze, «Idem», 1933, fase. 7°, 8°, 9°. 

(*#) L’espressione di gp è uguale alla (1243) diminuita del termine piccolissimo 


e (1—v)(9R/Es) sen 8, 
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Il coefficiente g (che è piccolissimo) si ricava sostituendo nella seconda equazione, 
o la sua espressione risulta 


_2+», 1 _ 24.8 
ein) 1+ 12R?/s? 1—-y 12R3° 
Note 7 e 7, le altre sollecitazioni e deformazioni si ottengono tenendo conto 


delle relazioni generali già trovate. Ad es., gli sforzi N,, N, sono dati dalle (a), 
(6) del n. 693 e risultano (cfr. con le (1221), (1222)) 


N, =gR 00080 


N, sE(e c0s 04 ani 


o) 
1+ cos 0/” 14 così 


b) Se RP = 1008, risulta (per v = 0,1) 


Q = 0,000019444 = = 0,00002 
T=_—0,00002gRsen0, N, =g£[0,00002 cos — 1:(1+ cos 0)] 
= (gR/Es)(2,1 — 0,000018) sen 0. 


Come si vede, N, e g differiscono dai valori che hanno nel regime di membrana 
di 1-- 2 per 100000 (v. anche la nota 157), e 7 è piccolissimo. 


698. Soluzione approssimata del sistema omogeneo. 


a) Nelle cupole di rivoluzione sollecitate soltanto lungo il bordo 
da un sistema di forze H dirette secondo i raggi » del parallelo o da un 
sistema di coppie M agenti nei piani meridiani, uniformemente distri- 
buite lungo il bordo, le sollecitazioni e le deformazioni si smorzano rapi- 
damente al crescere della distanza dal bordo stesso. Tale smorzamento 
è dovuto allo stesso motivo che si è indicato nel n. 680 per il caso dei 
tubi, cioò all’azione frenante che le strisce disposte secondo î paralleli op- 
pongono alla deformazione dei meridiani, che obbliga i loro raggi r a va- 
riare (*) (v. anche la nota 9 del Cap. XXVII). 

Tale azione frenante è massima nei tubi, perchè la deformazione w 
delle generatrici (corrispondenti ai meridiani delle cupole) provoca al- 
trettanta variazione Ar del raggio r dei paralleli. Nelle cupole è massima 
se al contorno si ha 0, = 90° (e in tal caso è circa uguale a quella dei 
tubi, a parità di , s, r), e diminuisce tanto più quanto minore è 0,, per- 
chò gli spostamenti w che si hanno nella deformazione dei meridiani 
provocano delle variazioni Ar dei raggi dei paralleli che sono minori di w. 
Nelle cupole molto ribassate l’azione frenante è molto piccola, e si an- 
nulla nel caso limite delle lastre circolari piane, perchè in queste ultime 
la deformazione delle strisce radiali (corrispondenti ai meridiani), se picco» 


(**) Tali strisce reagiscono energicamente, essendo poco deformabili perchè soggette a sforzo 
normale. 

L'esistenza di questo smorzamento è confermata sia dall’esperienza, sia dalle soluzioni 
esatte di tutti quei casi per i quali la soluzione è stata finora ottenuta. 


Me î 
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lissima, non provoca sensibili variazioni del raggio r delle strisce circolari 
concentriche (analogamente a ciò che accade nelle travi rettilinee, n. 192 b), 
le quali perciò non reagiscono e non frenano la deformazione delle prime. 
Infatti, sappiamo che in una lastra circolare piana soggetta al contorno 
a forze H radiali o a coppie M in piani radiali, uniformemente distribuite 
lungo il contorno stesso, H ed M non si smorzano, ma rimangono costanti 
fino al centro (nn. 581 c, 608 d). 


Alcuni autori affermano che lo smorzamento in questione è una conseguenza 
del principio di Saint-Venant, poichè il sistema delle forze H o il sistema delle 
coppie M sono equilibrati. Però questa spiegazione non è attendibile, perchè il 
bordo, lungo il quale sono applicate le H o le M, non ha dimensioni piccolissime 
rispetto quelle della lastra, come richiede il principio suddetto, ma ha invece 
le massime dimensioni della lastra; e le forze H o le coppie M sono equilibrate 
soltanto nel loro complesso, ma non lo sono affatto in un piccolo tratto del bordo 
(cîr. la nota 73 del Cap. XXIX). Tanto è vero che nella lastra circolare piana 
lo smorzamento non si verifica, perchè manca il vero motivo che lo provoca (9°). 


b) La soluzione di Geckeler (*1) (*°) (°°). Nel caso della lastra sferica 
di spessore costante (®), avendo presente la forma dell'operatore (1324), 
le equazioni omogenee - sono 


+5 +37 ha Tdi T(ctg°0 — v) = — Esp, 
(a) 
da È 
La gi +35 20 P tg 0— (cite 0 +) = T. 


Per realizzare lo smorzamento suddetto, le espressioni di 7 e di @ 
(nonchè delle altre sollecitazioni e deformazioni provocate da H ed M 
agenti lungo il bordo) devono contenere un fattore di smorzamento che 


(**) Anche in una trave appoggiata su suolo elastico e soggetta alle estremità a due coppie 
uguali e contrarie il momento fiettente diminuisce rapidamente al crescere della distanza dalle 
estremità; ma lo smorzamento è dovuto all’azione frenante del suolo (analoga all’azione delle 
strisce parallele, n. 677 a), e non al principio di Saint-Venant, che in questo caso non sussiste, 
perchè le due coppie M, pur essendo tra loro equilibrate, non agiscono insieme sopra una regione 
piccolissima della trave, bensì alle due estremità e interessano l'intera trave. Tant'è vero che se 
la trave non è appoggiata sul suolo, ma è libera, viene a mancare la causa dello smorzamento 
e il momento flettente rimane invariato nell‘intera lunghezza. 

(°) J. W. GEOKELER: Veber die Festigkeit achsensymmetrischer Schalen, « Forschungsarbeiten 
auf dem Gebiete des Ingenieurwesens », H. 276, Berlino, ediz. V. D.I., 1926. 

(*!) La soluzione approssimata di Geckeler trova la sua giustificazione nello smorzamento 
suddetto, ed è tanto meglio approssimata quanto più rapido è lo smorzamento. Perciò essa non 
è attendibile nel caso delle cupole molto ribassate (che si approssimano alle lastre piane); ciò 
che, come vedremo, è confermato anche analiticamente. Per questo caso si veda il n. 712. 

(‘*) Un miglioramento della soluzione di Geckeler si trova nella memoria di M. HETENYI! 
Spherical shelîs subjected to arial symmetrical bending, « Pub. Intern. Assoc. Bridge Struct. g.3, 
Zurigo, vol. 5, pag. 173, 1938. Si veda anche il volume già citato (nota 48) di S. TIMOSBENEO, 
n. 95. 

(*) Per lastre di altre forme o di spessore variabile si veda la memoria di J. W. GECKELER 
citata nella nota 91. Si vedano anche i nn. 700 e 713. 


384 CAPITOLO VENTOTTESIMO 


diminuisca al crescere della distanza angolare © del punto generico dal 
bordo. Come vedremo, tale fattore è e, dove y ha di solito valori 
notevolmente maggiori di 1. Quando si deriva una o due volte, compare 
il fattore y 0 y?, per cui la derivata seconda è maggiore della derivata 
prima e questa è maggiore della funzione (*). Quindi nel primo mem- 
bro delle (a) si possono trascurare senza grave errore il secondo e il terzo 
termine rispetto al primo; per cui le (a) diventano 


@T dp R? 
(1330) <=, EI 


Per poter trascurare tali termini è necessario naturalmente che ctg 0 
non abbia valori elevati, ossia che 9 non sia piccolo; ciò che conferma 
quanto si è detto nella nota 92. Perciò le funzioni che troveremo non 
danno buone approssimazioni in prossimità del vertice, ma ciò ha poca 
importanza, perchè ivi hanno valori molto piccoli. Se poi è piccolo an- 
che 0, al bordo, ossia se la cupola è molto ribassata, si veda il n. 712. 

Se ora si deriva due volte la prima delle (1330) e si elimina d*g/d0? 
mediante la seconda, si ottiene l’equazione 


dT Vial 
dii = —Esg Ti 


e se si pone 


2 cre? 
(1331) - = 4, ossia y=y31=») / È , = Fa, (1275) 
si ha (9) 
£I 
(1332) TE +4pT=0. 


(In modo analogo si otterrebbe d'p/d0' + 4y'p = 0). 
L’integrale generale della (1332) è (si confronti col n. 679 a) 


(6) T= CC, sen 70 + Cs? cos y9 + Cse-? sen 70 + Cie? cos 70. 


Questa espressione è valida nel caso generale delle cupole aventi due 
bordi (cioè aventi un foro in corrispondenza di un parallelo di lanterna). 
Nel caso delle cupole aventi un solo bordo (cupole chiuse), dovendo 7 


(*) Da un altro punto di vista, si osservi che una funzione che varia rapidamente (e le fun- 
zioni cercate variano appunto rapidamante in modo oscillatorio, come nei tubi, n. 6795) può 
avere la derivata di notevole valore anche se la funzione ha valori piccoli. 

(®) La (1332) non è altro che la (132$) nella quale, per quanto si è detto dianzi, l’operazione 
L(2') si riduco a d*//d *, mentre u* = 12(1 — v*)R?s* — v! = — 12(1 — v?)£Ys* coincide con 4y°. 
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diminuire man mano diminuisce 0, mancano il terzo e il quarto termino, 
che crescono al diminuire di 0. Quindi in questo 
caso si ha 


(0) T= 0, sen y9 + Ce? cos 70. 


E 


Se 0, è il valore di 0 al bordo (o contorno) e @ iSTo) 
è la distanza angolare di un punto generico dal Fig. 1510. 
bordo (fig. 1510), si ha @=0,—0; per cui so- 
stituendo nella (c) 0, — @ al posto di 0, dopo facili trasformazioni si ot- 
tiene 


(d) T= Cie sen yo + Cie cos yo. 


Infine, se si pone (come nel n. 679 è) Ci = Ccosy, Ci = Csen y, 
essendo C una nuova costante e y un angolo di fase indeterminato, 
la (d) si può scrivere 


(e) T=Ce-°sen(y0 + v). 


La (e) è analoga alla (1279) che vale per i tubi, salvo la sostituzione 
di ax con y (a era l’inverso di una lunghezza, mentre y è un numero 
puro). 

c) Ottenuta l’espressione di 7, si deducono le espressioni di tutte 
le sollecitazioni e deformazioni facendo uso delle relazioni generali 
che legano le varie quantità (°°). Scrivendo la (e) col segno cambiato 
(ciò che è lecito per la presenza della costante indeterminata 0), 


(*) Si tenga presente che d(...)/d8 = — d(...)/dv, e che per derivare una funzione come la 
(e) rispetto a © si moltiplica per —/2Y e si diminuisce l’argomento di x/4 (n. 679 c). 

Da 7 si deducono N, Na, Z e © usando le (a), (0) del n. 693, la (1323) e la prima delle (1330). 

Lo spostamento & = :3r si ottiene deducendo «1 da N: mediante la seconda delle (@) del 
n. 692, nella quale si trascura vN, rispetto a N3; ciò che è lecito perchè in N, figura il fattore Y, 
mentre N, è moltiplicato per il fattore v. 

Da @ si deducono M,, 21 mediante le (1), (m) del n. 693. Nella (2) si trascura vp ctg 8 
rispetto a d/d), per il motivo detto dianzi. Nella (m) si tiene conto di entrambi i termini, perchè 
il secondo contiene il fattore y, ma è mo‘iplicato per v. 

Più laboriosa è la determinazione dello spostamento n (0. BeLLUZZI: la decima delle note 
citate nella nota 66). Anzitutto dalle (1322) si elimina w oppure w, e si ottengono le due espres- 


sioni di n 
ne ulsent —Ectg?, m-= — w/così +ttg0. 


Integrando le (1319), si ricava « in funzione di e, cs, poi in funzione di Ni, Ni, e infine in fun- 
zione di 7 tenendo conto delle (4) del n. 692 e delle (a), (6) del n. 693. Inoltre si esprime (1319) 
w in funzione di u e di ea, poi in funzione di N, Na. Si ottiene così 


v R 
u= Reseni_ T_T, w= — Recost + Il +v)Na + Nail» 


dove la costante c tiene conto di un eventuale spostamento verticale rigido. Infine, sostituendo, 
si ottiene l’espressione di n per due vie diverse. 
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si ottiene 


T =— Ce sen (70 + v) 

N,=ctg0 Ce sen (yo + v) 

H = (1/sen0)Ce- sen (yo + v) 

Na = V2y0err sen (yo + y— 7/4) 

M,= (R//2y)Ce-® sen (yo + y — 37/4) 

(1333) ( 17, = (R/2y?)Ce-: [ctg 0 sen (yo + p— 2/2) + 

+ v/2y sen (yo + p — 32/4)] 

p = (27°/Es)Ce sen (0 +p—- 7/2) 

E = (/2yR/Es) sen 0 Ce sen (yo + p— 7/4) 

mn = Rc— (R/Es)(1/sen 0)Ce- [(1 + ») sen (y@ + w) + 
+ V/2y sen 0 cos 0 sen (yo + y— 7/4)] . 


In tutte queste espressioni le costanti C e y hanno gli stessi valori, 
che si determinano quando si conoscono i valori di due qualunque delle 
nove funzioni ad es. al bordo. 

Le varie sollecitazioni e deformazioni si smorzano in modo oscilla- 
torio, come nei tubi (Cap. XXVIII, A). Nel caso delle cupole si può con- 
siderare una lunghezza d’onda angolare 4’ definita da y’= 22, da cui 


(1334) Kaea= / 


Alle distanze angolari 4‘/2 e 4’ dal bordo, le funzioni 7, N, M,, g diven- 
tano 23,14 e 535,5 volte minori (come nei tubi, n. 680 a), mentre le altre 
dipendono anche da una funzione di 0. 


Esercizio 1421. - Cupola semisferica di cemento armato, avente R = 10 m, 
s = 10 cm. Determinare le funzioni (1333) nel caso in cui al bordo si provochi 
un aumento del raggio di 1 mm senza rotazione. 

Soluzione. Assumendo y = 0,1, si ha 


y = 1,313 1000/10 = 13,13, 4’ =27/13,13 =0,4785 = 27925°. 


AI contorno (@ = 0, 9 = 90°) dev'essere @, = 0, É,= 0,1 cm, per cui risulta 
y= 7/2, C =0,1 Es/yR = 15,23. Sostituendo, le funzioni (1333) diventano 
=— 15,23e7r° sen (7@ + 7/2) N,= 15,23 ctg0e-resen (y@+ 7/2) 
H =15,23 (1/sen 0)e-r© sen (y@ + 7/2) Na= 282,86 sen (Yw+ 7/4) 
M, = 820,867 sen (y@ — 7/4) 
p = 0,002626 67° sen y@ È =0,1414sen 0 er: sen (y@+ 77/4). 
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AI bordo risulta (°8) 


=— 15,23 kg/em, N,=0, H= 15,23 kg/em, N, = 200 kg/em 
M,=— 580,4 kgem/em, p=0, É=0,1 cm. 


Per realizzare la deformazione supposta, si devono dunque applicare al bordo 
H ed M, aventi questi valori. Al bordo si ha 0a = Na/s = 20 kg/emq, come si 
trova anche direttamente, essendo 0, = Es = EÉ./r, = 210 -0,1/1000 = 20 
kg/emq. Inoltre il momento M, provoca ci = 6 + 580,4/10? = 34,8 kg/emq. 

Alla distanza angolare dal bordo 4‘/2 = 13942’ si ha 


T=+0,66kg/cm, N, =—0,16kg/cm, H=—0,68kg/cm, N, =— 8,64 kg/em 
M,=4+ 25,1 kgem/em, p=0, E=_— 0,0042 cm. 


Esercizio 1422. — Idem, nel caso in cui l’aumento Ar, = £&, = 1 mm venga 
prodotto mediante sole forze H, lasciando che il bordo ruoti liberamente. 

Soluzione. In questo caso al contorno dev'essere Mi, = 0, £,= 0,1 cm, per 
cui risulta y = 37/4, C= 0,1 Es/y2yE = 10,77. 

Risultano così determinate tutte le funzioni (1333). 

In particolare, la forza H occorrente per provocare È, è I = 7,62 kg/em, 
cioè la metà di quella necessaria nell’altro caso (v. n. 706 0). 


Esercizio 1423. — La cupola dell’esercizio 1421 è perfettamente incastrata al 
contorno. Determinare il regime statico provocato da un raffreddamento uni. 
forme di 20°. 

Soluzione. Se il bordo fosse libero, il suo raggio diminuirebbe di 0,00001 - 
+1000 - 20 = 0,2 cm. Il vincolo costringe il raggio a non diminuire, cioè lo fa 
di nuovo aumentare di 0,2 cm senza ruotare. Perciò il regime statico è quello 
stesso ottenuto nell'esercizio 1421 moltiplicato per 2. 


Esercizio 1424. — Lungo il bordo di una cupola sferica si applica un insieme 
di forze di data intensità H,, con 1I/, = 0. Determinare dovo M, diventa mas- 
simo, e il valore di questo. 

Soluzione. Le costanti w e C sono determinate dalle condizioni M,=0 e 
H=H,per@=0,0 valgono y=37/4, C=H VE sen 0, (7. anche il n. 699 a). 
Perciò l’espressione corrente di 2, risulta 


M,= È Hysr sen yo + 


Uguagliando a zero la derivata dM,/d@, si trova che M, diventa massimo 
per © = 7/47 = 4‘/8. Quindi si ottiene 


mar u, =? 3 8c 7, -0,322. 


(**) Il momento Mi, può essere intenso anche se lo spostamento & è piccolo, perchè ® varia 
in modo oscillatorio e con piccola lunghezza d’onda, e quindi la variazione della curvatura può 
essere forte nonostante il piccolo valore di &. 
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Esercizio 1425. — Lungo il bordo di una cupola sferica si applica un insieme 
di coppie di data intensità IM, , con H=0. Determinare dove M, diventa mas. 
simo negativo, e il valore di questo. 

Soluzione. Le costanti p e O sono determinate dalle condizioni H =0 ed 
M,=M,, per @=0, e valgono p=0, C =— 2y,JR (v. anche il n. 699 bd). 
Perciò l’espressione corrente di M, risulta 


M=—- V2Mer sen (y@® — 37/4). 
Uguagliando a zero la derivata dM,/dw, si trova che M, diventa massimo 
negativo per © = x/y = 4/2. Quindi si ottiene 
min Mi, =— VM, 6°" sen z/4 =— Me =— MU, /23,14 . 


699. Forze e coppie agenti lungo un bordo. Coefficienti elastici (°°). 


Anche nel caso delle lastre di rivoluzione è molto utile considerare dei 
coefficienti elastici del bordo, del tutto analoghi a quelli del n. 681, che con- 
sentono di semplificare in modo sostanziale lo studio della maggior parte 
dei problemi. Questi coefficienti, che indicheremo con £n, @r, Ém; Pm 

esprimono lo spostamento È e la rotazione 9 


13 del bordo provocati rispettivamente da un in- 
f\ sieme di forze H=10 di coppie M=1 uni- 


H=i-.... ! formemente distribuite lungo il bordo. Le loro 
; R_ espressioni, molto semplici, si ottengono me- 
CE diante le (1333). 

SÌ) a) Applicando al bordo le forze H=1 

ÙE edo (fig. 1511 a), le costanti C e y delle (1333) sono 
4 determinate dalle condizioni che per = 0 e 

Figziblia 0=0,siabbia H=1, M,=0. La seconda con- 


dizione richiede che sia y= 37/4, quindi la prima condizione diventa 
(1/sen 0.)C sen 37/4 = 1, da cui C=2 sen0,. 
Sostituendo C e w nelle espressioni di É e 9, si ottiene 


V2yR 


fi = ps sen le * v/2 sen 0, * sen 7/2 = 2yR 


Es sen? ?, 


(a) “ 
pa 2 sa 
a =Î2..VZsen0,- senn/t = 52 senl,. 
b) Applicando al bordo le coppie M = 1 (fig. 1511 b), le costanti 
© e y sono determinate dalle condizioni che per = 0 e 0= 0, si abbia 
M,=1, H=0. La seconda condizione richiede che sia y= 0, quindi la 


prima condizione diventa (R//2y) O sen (— 37/4) =1, da cui C= — 27/R. 


(®?) O. BeLLUZZI: Il calcolo semplificato delle lastre a doppia curvatura, « Il cemento armato », 
1945, n. 4-10: « Aco. d. Scienze », Bologna, 1945. 
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Sostituendo C e y nelle espressioni di £ e g, si ottiene 


[eni cn 0-7 2y e 


- sen (7/4) = sen 0, 
293 2y 478 


0) 
E — i ‘R sen ( 1/2 = pks: 


c) Le espressioni (a), (0) diventano molto semplici se si ricorda 
(1331) che y = Ra, e risultano 


A 2a? 4a? 
(1335) &= z sen? 0,  q= in= "7 sn 0, v=F 


dove le caratteristiche a e f sono ancora (come per i tubi) 
V3G A1—-») 1,3 Es 

Vs “qa 1 
Esse sono analoghe alle (1283) che valgono per le lastre cilindriche, e 
coincidono con quelle se 9,= 90° (!%) (10). Questo significa che le stesse 
forze 0 coppie applicate al bordo di una lastra cilindrica o di una lastra 
semisferica dello stesso raggio R e dello stesso spessore s provocano al 
bordo delle deformazioni £ e g che sono praticamente uguali nelle due 
lastre (19°). 

Come si verifica facilmente, anche questi coefficienti sono legati tra 
loro dalla stessa utile relazione (1283,): 


(1336) 


(1335) EnPm = 29î + 


L’approssimazione dei coefficienti (1335) è tanto migliore quanto più 
rapido è lo smorzamento, ossia quanto minore è il rapporto s/It (perchè 
4’ risulta minore e y risulta maggiore, ciò che è lo stesso). 


(*) Ricordiamo che le (1283) sono esatte solo per Z = <, mentre le (1335) non sono esatte 
(perchè dedotto dalla soluzione di Geckeler), pur essendo ottimamente approssimate. 

(*) La presenza dei fattori sen? 8, e sen 0, si può interpretare per analogia con ciò che accade 
nelle travi a mensola. 

In una trave a mensola inclinata dell’angolo 0 (fig. 1512), soggetta 
nell’estremo libero a una forza orizzontale H, la componente normale 
P = H sen? provoca la freccia f = PI*/3£J e la rotazione ® = Pl'/2EJ. 
Alla freccia f corrisponde lo spostamento orizzontale È = } sen 8, 
Se invece agisce in 4 una coppia M, la freccia è f = MEJ, 
cui corrisponde lo spostamento orizzontale & = f sen 9, mentre la rota- 
zione è @ = MIJEJ. Pertanto, nell'espressione di È, figura il fattore 
sen? 8; nelle espressioni di w, e di Em figura il fattore sen0; mentre Fig. 1512. 
l’espressione di 9, è indipendente da 8. 

(*3) La possibilità di trattare la lastra semisferica come se fosse cilindrica per ciò che riguarda 
le forze agenti al bordo fu segnalata da E. MEISSNER nella memoria Zur Festiglceitsberechnung 
von Hochdruck-Kesseltrommeln, « Schweiz. Bauzeitung », 1925, pag. 1. Tale possibilità trova con- 
ferma nel fatto che la soluzione di Geckeler coincide, per 8, = 90°, con quella della lastra cilin- 
drica (nell’ambito dell’approssimazione di tale soluzione). 
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d) Se il bordo della lastra è in alto (cupola rovescia), i coefficienti 
Pr = Em banno il segno meno (perchè H rivolta in fuori provoca una p 
negativa, ed M positivo provoca un £ in dentro; nota 21). Tuttavia è 
preferibile considerarli positivi e tener conto di ciò nel calcolare le defor- 
mazioni del bordo e nello scrivere le equazioni di congruenza (nota 153). 

I coefficienti (1335) si possono usare anche per le lastre con due bordi 
(cupole aperte), purchè i due bordi non siano molto vicini tra loro. In tal 
caso essi sono praticamente indipendenti dalle condizioni di vincolo del- 
l’altro bordo (come nel caso dei tubi, n. 681 c). Se si usano per il bordo 
superiore, ga = Én sono negativi, come si è detto dianzi. 

e) Per quanto si è detto nel n. 698 a, d), se la cupola è molto ribas- 
sata, cioè se 0, è piccolo, la soluzione (1333) di Geckeler non è sufficiente- 
mente approssimata, e quindi i coefficienti (1335) non danno risultati 
attendibili. 

Essi sono ancora accettabili per 0, = 20°, e se s/R è piccolo, anche 
per 0, = 10°. 

Esercizio 1426. — Calcolare i coefficienti elastici per una lastra semisferica 
di cemento armato di raggio R =3 m e di spessore s = 20 cm, e confrontarli 
coi valori che si ottengono mediante le soluzioni esatte. 

Soluzione. Supposto E = 2 - 105 kg/cmq e v=0, si ha (1336) 


1,316 2 - 105 - 20 


“<a” 0,01699,  B= far = db. 
Quindi i coefficienti elastici (1335) risultano 
2 -0,01699 _ 
En = gag = 0,0007646 
. a 
= soon = 0,00001299 = £,, 
Pn = soolioe = 0,0000004414 . 


Impiegando invece la soluzione di Schwerin, s1 ottiene (199) 
= 0,0007683, n =ÈÉn=0,00001312, = m =0,0000004438. 


Gli errori dei coefficienti (1335) sono rispettivamente di 0,48%, 0,99%, 0,50%, 
cioè abbastanza piccoli, benchè si sia considerata deliberatamente una cupola 


() O. BeLLUzzi: Il calcolo razionale dei serbatoi del tipo Intze, «Annali dei Lav. Pubbl.», 
1933, fasc. 7°, $°, 9°. Si sono calcolate da prima le quantità H(I), (II), 2/1), MI(I1), c(I), 
e(II), (I), «(II) mediante le formule (9) e (62) e utilizzando le tabelle V, VI che calcolai in tale 
occasione e che consentono di abbreviare notevolmente il lavoro. Quindi si sono calcolate le 
quantità H, Hy, Ma, My» Car ®> Va» Yo mediante la (61). Infine si sono ottenuti i coefficienti 
cercati mediante Ie (88) e le (86). Il tempo occorrente è di circa due giorni, e sarebbe molto 
maggiore senza l’ausilio delle tabelle suddette. 
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molto grossa (R/s = 15). L’approssimazione è molto migliore per le cupole sot- 
tili (che possono avere £/s = 100 -- 400). 


Esercizio 1427. — Cupola sferica di cemento armato avente È = 10 m,s = 
= 10 cm, 0, = 60°. Calcolare i coefficienti elastici. 

Soluzione. Assumendo E =2-10% kg/emq e y=0,1, si ha a =0,01313, 
B= 2. Quindi i coefficienti elastici risultano 


e 2-0,01313 


E, = —5 —0,86608? = 0,009847 
2-0 a 
wu DONNE 0,86603 = 0,0001493 = É= 


e 0,013133 


Pm O = 0,000004527. 


Esercizio 1428. — Calotta sferica di ferro avente r, = 80 cm, 8=4 mm, 
0, = 30°. Calcolare i coefficienti elastici. 

Soluzione. Il raggio della sfera è R =r,/sen 0, = 80/0,5 = 160 em. 

Assumendo E = 2 - 109 kg/cmq e y = 0,3, si ha a = 0,1606, f = 31,25. Quindi 
si ottiene 


E, =0,002570, n =En=0,0008254, n =0,0005302. 
Esercizio 1429, — Nella lastra dell’esercizio 1427 calcolare £ e g al bordo pro- 


vocati da H = 10 kg/em ed M = 500 kgem/em. 
Soluzione. Ricordando il significato dei coefficienti elastici, si ha 


E = HE, + ME, =10-0,009847 + 500 - 0,0001493 = 0,173 cem 
gp = Hp + Mpa =10- 0,0001493 + 500 - 0,000004527 = 0,00376 rad 


Esercizio 1480, — Idem; determinare le forze H e lo coppie M necessarie affin- 


chè al bordo si abbia £ =0,1 cm e p= 0,002 rad. 
Soluzione. Le due incognite sono determinate dalle due equazioni 


0,009847H + 0,0001493 = 0,1 
0,0001493 + 0,0000045271£ = 0,002, 


la cui soluzione è H = 6,91 kg/cm, M = 214 kgem/em. 


700. Lastre di rivoluzione di forma qualsiasi. La lastra sferica equiva- 
lente (1%). 


a) Consideriamo ora una lastra di rivoluzione di spessore 8 costante, 
avente il meridiano di forma qualsiasi (cioò una lastra parabolica, ellit- 
tica, conica, ecc.), e confrontiamola con una lastra sferica che sia tan- 


(**) O. BELLUZZI, l. o. nella nota 99. 
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gente alla lastra data in corrispondenza del bordo (fig. 1513), e che abbia 
lo stesso spessore. Per una breve zona prossima al bordo la lastra data 
si confonde con la lastra sferica; per cui, applicando al bordo delle due 
lastre le stesse forze H o coppie M, tale zona, se fosse isolata, si deforme- 
rebbe circa nello stesso modo in entrambe le lastre. Ma in realtà la zona 
è soggetta anche alla reazione che oppone la parte di lastra che la segue, 
la quale parte, essendo già un po’ diversa nella 
lastra data e in quella sferica, si comporta, e 
quindi reagisce, in medo diverso. Tuttavia la di- 
versità di queste reazioni non ha importanza, 
perchè sappiamo che a una certa distanza dal 
bordo le sollecitazioni hanno valori molto atte- 
nuati; e sappiamo inoltre che esse influiscono 
in misura ancora minore sulle deformazioni & 
e g del bordo. Si può pertanto concludere che le stesse forze H 0 cop- 
pie M applicate ai bordi delle due lastre provocano al bordo circa le stesse 
deformazioni £ e p, e che perciò i coefficienti elastici delle due lastre sono 
circa uguali. 


Fig. 1513. 


b) Si giunge alla stessa conclusione mediante considerazioni energetiche, 

Se applichiamo le stesse forze H al bordo delle due lastre e indichiamo con 
E, 0 É, lo spostamento che si ha al bordo di ciascuna di esse, il lavoro esterno di 
deformazione è rispettivamente H7É,/2 e HÉ./2. Le tensioni interne sono intense 
nella zona prossima al bordo, dove sono circa uguali nelle due lastre, mentre 
più lontano sono diverse ma sono molto minori. Perciò il lavoro interno è costi- 
tuito quasi esclusivamente da quello della zona prossima al bordo, ed è quindi 
circa lo stesso nelle due lastre. Per conseguenza è circa lo stesso anche il lavoro 
esterno, e quindi £, è circa uguale a £,. Se H = 1, risultano circa uguali i coeffi- 
cienti elastici Én, 0 Éns. 

Lo stesso dicasi nel caso in cui si applichino le stesse coppie M al bordo delle 
due lastre, che provocano perciò rotazioni g, e gs circa uguali. Quindi, se M = 1, 
risultano circa uguali i coefficienti elastici @m1 © Pma- 

Resta da dimostrare che sono circa uguali anche i coefficienti 9,1 © 4,3. Se 
applichiamo le stesse forze H e coppie M ai bordi delle due lastre, esse provocano 
le deformazioni 

E, = HE + Mém» P1 = HPr1 + MUPm 


È = HÉénn + MÉma» Pa = Hpna + MPma + 


Quindi il doppio del lavoro esterno vale nelle due lastre (9a1 = Ém1» Pas = Éne) 


21, = HÉ, + Mp, = H°Én+ 2HMpn1+ M°Pm 
21 = HÉ, 4 Mo = H°Én3 4 2HM@n0 + M°@ma + 


Per quanto si è detto dianzi, si ha L, = — La, Én =  Éa0: Pm = Pmos quindi 
dev'essere anche ga = © Pie. 
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c) Per calcolare i coefficienti elastici della lastra data, si possono 
dunque calcolare invece (mediante le (1335)) quelli della lastra sferica 
suddetta, che perciò chiameremo Vastra sferica equivalente. Come si è detto, 
quegta è tangente alla lastra data in corrispondenza del bordo, cioè ha 
lo stesso 0, e ha come raggio R il raggio I?, al bordo della lastra data; 
inoltre ha lo stesso spessore s. 

Pertanto, per qualunque lastra di rivoluzione (sferica, parabolica, el- 
littica, conica, cilindrica, ecc.), di spessore costante, i coefficienti elastici 
del bordo sono dati dalle (1335), ossia da 


2a 20 4a 
(1337) £&= F sen" 0, Pn =Én= FS do; @= F A 
dove di n a 
3A =») 13 DA 
1338 13 i 
suli Ù Vs vs’ P=F 


d) L’approssimazione dei valori dati dalle (1337) è superiore alle 
comuni esigenze degli ingegneri, come si riconosce confrontandoli con 
quelli dati dalle soluzioni esatte nei pochi casi nei quali queste sono note 
(es. 1431, 1432). Tale approssimazione è tanto mi- 


gliore quanto più piccolo è il rapporto s/P. (perchè a 
lo smorzamento è più rapido). Inoltre è migliore se è Ù 
estesa la zona nella quale la lastra data si scosta \ 


poco dalla lastra sferica equivalente. Perciò l’appros- 
simazione può non essere buona ad es. nel caso di 
una lastra ellittica molto ribassata (fig. 1514), perchè a poca distanza 
dal bordo le due lastre sono già notevolmente discoste. 


e) Come vedremo, i coefficienti elastici consentono di risolvere in modo 
semplice i più svariati problemi relativi alle lastre curve, © in modo particolare 
quello della ricerca delle reazioni del vincolo al bordo; e in virtù delle (1337), 
tale possibilità viene estesa anche alle lastro diverse da quella sferica. Si può 
obbiettare che in quei casi per i quali non si conosce la soluzione, non è possibile 
studiare poi il regime statico nell’intera lastra; tuttavia ciò ha poca impor- 
tanza, perchè le sollecitazioni provocate dalle reazioni del vincolo sono massime 
al bordo e diventano irrilevanti a una certa distanza, dove rimane, praticamente, 
il solo regime di membrana. 


Esercizio 1431. — Calcolare i coofficienti elastici per una lastra conica di ce- 
mento armato (fig. 1515), avente r, =12 m, s = 15 cm, 
0 = 30°, e confrontarli coi valori esatti. 

Soluzione. La lastra sferica equivalente ha il raggio 
R=r./sen 0=12/0,5=24m. Quindi, per E =2 + 10° kg/emq 3 i 
ev=0, si ha a =0,006936, f = 0,5208. \R=R.1 

Sostituendo nelle (1337), si ottiene Fig. 1515. 


E, = 0,006659, n =Én =0,00009237, gm = 0,000002563 . 


To 
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I valori esatti calcolati facendo uso della soluzione di Orabona (1%), sono in. 


vece 
En = 0,006724, Pa = Ém = 0,00009437, , =0,000002595. 


Quindi gli errori dei coefficienti approssimati sono rispettivamente di 0,97%, 
2,12%, 1,23% (199). 


Esercizio 1432. — Calcolare i coofficienti elastici del bordo superiore e del 
bordo inferiore del fondo tronco conico di un serbatoio del tipo Intze (fig. 1516), 
avente 7, = 9,00 m, r, = 6,00 m, s = 40 cm, 0 = 50°. e confrontare i risultati 
coi valori esatti. 

Soluzione. Al bordo superiore il raggio della lastra sferica equivalente è A 
= 9,00/sen 50° = 11,75 m. Quindi, per E =2-105 kg/emq e y=0, si ha ga= 
= 0,006070, f = 5,794. Sostituendo nelle (1337), si ottiene 


Il 


En =0,001230, ®n = Èm = 9,000009743, Pm = 0,0000001544. 


Al bordo inferiore si ha £, = 6,00/sen 50°=7,83 m, e quindi a = 0,007436, 
B = 13,05. I coefficienti elastici risultano 


En = 0,0006687, gn =én=0,000006492, —, =0,0000001260 . 
I valori esatti sono invece (19?) 


E, =0,001226 , n =én=0,000009972, , = 0,0000001586 ; 
E, = 0,0006667, gn =Én=0,000006213, n =0,0000001212. 


Quindi gli errori dei coefficienti approssimati sono rispettivamente di 0,33%, 
2,30%, 2,65%; 0,30%, 4,49%, 3,96%. Questi errori sono maggiori di quelli degli 
esempi precedenti; però si deve osservare che questo è un caso molto sfavorevole, 
perchè i raggi sono grandi e lo spessore è forte, e quindi la lunghezza d’onda 7’ 
risulta considerevole e vale 1035 em al bordo superiore e 846 em al bordo infe- 
riore, mentre la parete è lunga soltanto 467 cm. 


Esercizio 1433. — Calcolare i coefficienti elastici di una cupola parabolica 
(fig. 1517) di cemento armato, avente 7 =8m, H=4m,s=6 cm, 


(3) E. ORABONA: Calcolo delle piastre a doppia curvatura. Bari, Laterza, 1929. 

I coefficienti esatti si sono calcolati mediante le formule (79,) e (76,) della mia memoria 
citata nella nota 103, nelle quali si sono sostituiti Z1, Za, I°, Iv a I, I, If, I/,e E, a E, (£,=19, 
x,=* 1386 em). I calcoli risultano molto abbreviati dal fatto che le quantità I.,... I si trovano 
nelle tabelle II e III che calcolai a suo tempo nella memoria citata nella nota 103. 

(1°) Questo esempio è sfavorevole alla buona approssimazione, perchè 9 è piccolo. 

Se si considera che la lastra conica si scosta molto da quella sferica, si riconosce che l’ap- 
prossimazione dei coefficienti (1337) è certamente buona anche per le lastre di altre forme, ad 
es. paraboliche, che sono comprese fra quella sferica e quella conica. 

(1°) Sono i valori (divisi per E = 2-10 kg/cmq) che trovai per la stessa struttura nel 
n. 43 e;) della mia memoria citata nella nota 103. 

Il fatto che i coefficienti del bordo inferiore della lastra libera differiscono pochissimo da 
quelli relativi al complesso parete cilindrica - anello - fondo conico trovati nel n. 43 e) conferma 
la trascurabile influenza delle condizioni di vincolo del bordo superiore, nonostante il forte 
spessore, 


nr” 
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Soluzione. Ricordando che le tangenti alla parabola tracciate al bordo s’in- 
contrano in un punto O alto 27 = 8 m sopra il bordo, si ha che 0, = 459, per 
cui sen 0, = v2/2 (che risulta anche dall’espressione di sen 0 dell'esercizio 1283). 
Quindi il raggio della lastra sferica equivalente vale £ = r./sen 0,=800V2= 
= 1131 cm. 

Assumendo E = 2105 kg/emq e y=0,1, si ha a = 0,01594, B = 0,9381. 
Quindi si ottiene 


E, =0,01699, g1=£n= 0,0003831, m =0,00001727. 


= 
Fig. 1516. Fig. 1517. Fig. 1518. 


Esercizio 1434. — Calcolare i coefficienti elastici di una cupola ellittica (fig. 1514) 
di comento armato, avento 7, = 8 m, H=4m,s=6 cm (come quella dell’o- 
sercizio 1433). 

Soluzione. In questo caso il raggio della lastra sferica equivalente è (es. 1273) 
R=rn=8m. Assumendo £ = 2-10 kg/cmq e y=0,1, si ha a =0,01895, 
b = 1,875. Quindi si ottiene 


E, =0,02021, gn =Em= 0,0003831, m =0,00001452. 


Esercizio 1485. — A scopo di confronto, calcolare i coefficienti elastici per una 
cupola sferica (fig. 1518) di comento armato, avente r, = 8 m, H=4m,s=6cem 
(come quello degli esercizi 1433, 1434). 

Soluzione. L'angolo 0, è determinato dall’equazione 


2(1— così) =sen0,, (Rsen0,=8m, R(1—cos0,)=4m) 


la cui soluzione è 0, = 53010”. Quindi si ha sen 0, = 0,8, R = r:/sen 0. = 1000 em. 
Assumendo £=2 - 10% kg/emq e v=0,1, si ottiene a =0,01695, pB=132, 


E, =0,01808, gn =éÉn= 0,0003831, m = 0,0001632. 


Com*è naturale, gr è uguale nelle ure cupole, perchè la sua espressione si ri- 
duco a ph =2V3(1—°)r/Es?. I coefficienti É, e 9 sono diversi perchè sono 
diversi R e 0. 


701. La rigidezza del bordo. 


Nello studio delle strutture costituite da più lastre curve collegate 
tra loro in parallelo accade abbastanza spesso che al bordo comune @ 
due o più lastre lo spostamento £ sia nullo o piccolissimo. In questi casi 
lo studio della struttura diventa estremamente semplice usando la rigi- 
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dezza di ciascuna lastra, che è del tutto analoga a quella dei tubi 
(n. 683 a, 5). Per il caso di un parallelo intermedio si veda il n. 719. 

a) Supposto che il bordo della lastra non possa spostarsi, cerchiamo 
la rotazione 9 al bordo stesso quando su di esso agiscono delle coppie M 
uniformemente distribuite (fig. 1519 a). Reso libero il bordo e aggiunta 
la reazione H del vincolo (fig. 1519 b), questa è determinata dalla condi. 
zione £É, = 0, ossia (1337) 


(1339) ME, + HéÉ,=0, da cui H=— MÉ,/ij= —aM/sen0,. 


Quindi si ottiene la rotazione come somma di quelle prodotte da 1/ e 
da H (1335) (19): 

=» faPm — Ph _ gp? yp2@ 
(1340) p=Mp,+Am= x "PP yy, 

b) La rigidezza del bordo, ossia il momento 1 necessario per pro- 
durre la rotazione g=1 quando il bordo 
non può spostarsi, si deduce dalla (1340) e 
risulta 
(1341) W=2/pn= f/20. 


Essa è uguale alla rigidezza (1290) dei tubi, 
e non dipende dall'angolo 0.. 

La (1341) si può usare anche nel caso 
delle cupole aventi un secondo bordo, pur- M 
chè non sia molto vicino al primo; ed è 
praticamente indipendente dal tipo di vincolo 
del secondo bordo. 

6) Talvolta interessa invece provocare 
al bordo, mediante delle forze H, lo spostamento £ = 1, mentre il bordo 
Stesso non può ruotare (!), Ragionando come in a) e b), si trova che la 
reazione del vincolo che impedisce la rotazione è 


(1342) MN=_- Hp, =—H sen0,/2a. 


Fig. 1519. 


Lo spostamento provocato dalla forza H risulta (119) 


(1348) #= H fm 9 _ =< 


mi 


(1%) Il coefficiente di M è la metà del coefficiente elastico che si ha quando fl bordo può spo« 
starsi liberamente. 


(***) Si trova così la rigidezza alla traslazione. Un’interessante applicazione di questa rigi» 


dezza allo studio delle strutture costituite da più lastre curve, senza far uso di equazioni, è esposta 
nella nota di P. POZZATI: Coefficienti semplici per lo studio immediato delle lastre curve con i bordi 
che si spostano, « Ingegneri - Architetti - Costruttori », Bologna, luglio 1949. 

(!*) Il coefficiente di H è la metà del coefficiente elastico che si ha quando il bordo può mro- 
tare Hberamente. 


è. | 
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La forza necessaria per provocare lo spostamento £ = 1 quando p = 0 
(rigidezza alla traslazione) si deduce dalla (1343) e risulta 


(1344) W,= 2/£,= f/asen? 0.. 
d) Per provocare g = 1 con £ = 0 occorrono (1340), (1339) 
Èn Em 
M= = . 
(1545) Em — PR” EPm — Pî 


Nel caso generale in cui £, + 0 esse diventano (13351) 


(13451) M = 2/Pn3 H=-1/prn; 


mentre in quei casi in cui £, = 0 (parallelo intermedio di una lastra curva, 
lastra circolare piana, trave ad anello) diventano M= 1/0, H=0. 
Per provocare É = 1 con p= 0 occorrono invece (1343), (1342) 


Pm (23 
H=z=, " M=—- E 
EnPm — Pî i EnPm — PÀ 


Nel caso generale in cui p, + 0 esse diventano 
(13461) H=2/fx, M=-1/Én3 


mentre in quei casi in cui 9, = 0 diventano H = 1/$,, M=0. 


(1346) 


Esercizio 1486. — Calcolare la rigidezza del bordo della cupola dell’esorci» 
zio 1427 quando il bordo stesso è impedito di spostarsi, 
Soluzione. La (1341) dà 


BRL APPARE, 07 
W — 2a8  2-0,013138 


= 441780 kgem/em, 
Esercizio 1487. — Idem, per la calotta metallica dell’esercizio 1428, 
Soluzione. Si ha 

31,25 


-$__ 31525 377 
Wa 3ai " 5-0,1608 = 3772 kgemjem., 


Esercizio 1489. — Idem, per la lastra conica dell’esercizio 1431. 
Soluzione. Si ha 


5 
Da 0,5208 


378 = 3-0,006996 = 780390 kgem/em, 

Esercizio 1489, — Nella cupola dell’esercizio 1427 calcolare le coppie Mele 
forze H necessarie per produrre al bordo g = 0,002 rad con E=0. 

Soluzione. Per le (1345,), si ha 


M = (2/9m)0,002 = 884 kgem/em, E =— (1/9,)0,002 =— 13,40 kg/em. 


Se esiste un vincolo capace d’impedire lo spostamento, H è la sua reazione, 
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Esercizio 1440 - Nella stessa cupola calcolare le forze H e le coppie M 
necessari per produrre al bordo É=0,l1 cm con p=0. 
Soluzione. Per lo (1346;), si ha 


H= (2/5,)0,1= 20,81 kg/em, M=— (1/é,)0,1= — 670 kgem/em. 


Se esiste un vincolo capace d’impedire la rotazione, 1 è la sua reazione, 


Esercizio 1441. — Risolvere senza equazioni l’esercizio 1430. 

Soluzione. La H necessaria è quella che occorre per produrre È = 0,1 senza 
®, più quella che occorre per produrre g = 0,002 senza È (v. anche il n, 706 db); 
per cui si ottiene sommando i valori trovati negli esercizi 1440 e 1439. Lo stesso 
dicasi per M. Si ottiene così 


H=20,81—13,40 = 6,91 kgjem, —M=—881—670=214 kgem/om, 


702. Le cupole vincolate al bordo (o contorno) (111). 


@) Come si è detto più volte, gli sforzi di membrana studiati nel 
Cap. XXVII sussistono in tutta la lastra, cioè fino al bordo, e non sono 
accompagnati da momenti sensibili, soltanto nel caso in cui il bordo stesso 
sia vincolato in modo da non alterare gli sforzi che si avrebbero nella la- 
stra illimitata. Perchè ciò accada, il vincolo dev'essere tale da trasmet- 
tere alla lastra delle reazioni uguali agli sforzi che le trasmetterebbe 
il prolungamento della lastra stessa, che si pensa d’aver soppresso: cioè 
deve trasmettere soltanto lo sforzo N, = —#, di meridiano (supposto 
che il contorno coincida con un parallelo). 

Ciò richiede che la reazione del vincolo non abbia una componente 
nella direzione 2 normale alla superficie della lastra, nè un momento 
rispetto alla tangente al contorno. Quindi il vincolo dev'essere costituito 
da appoggio articolato e scorrevole sopra una sede conica coassiale con 
la lastra e che la incontri normalmente (fig. 1426 a); oppure, ciò che è 
equivalente, da numerosi tiranti pendolari diretti secondo le tangenti 
ai meridiani (fig. 1426 Db). 

Lo stesso dicasi perchè si abbiano le deformazioni di membrana. 

Tali sforzi e deformazioni costituiscono quello che abbiamo chiamato 
regime di membrana. 

d) Invece quando il contorno è scorrevole sopra un piano orizzon- 
tale (fig. 1427 a), e l’inclinazione 0, al contorno stesso è diversa da 900 
(oppure nel caso della fig. 1427 b), la reazione V, verticale, si può de- 
comporre in una componente N, secondo la tangente al meridiano, che 


(1) O. BELLUZZI: Le sollecitazioni nelle cupole comunque vincolate, nota IV della memoria citata 
nella nota 66. Per conseguire maggior chiarezza, si è cambiato il significato dei simboli Y, PIORIAA 
rispetto a quello che avevano nella nota ora citata (n. 704 d). 
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coincide con lo sforzo N,= $; di meridiano (perchè ha la stessa com- 
ponente verticale), e in una componente orizzontale H1 (fig. 1520 0), che 
è in più della componente orizzontale —H, di N, (n. 659 2). Questa Hi 
provoca un'alterazione del regime di membrana, ossia genera anche delle 
sollecitazioni locali di flessione e di taglio. 

Quando il contorno è vincolato al suolo con articolazione, che si 
oppone alla libera dilatazione o contrazione dei paralleli prossimi al con- 
torno, il vincolo reagisce con una componente verticale V e con una com- 
ponente orizzontale H.. 

Se il contorno è incastrato, si ha anche un momento d’incastro Mg. 

Nei casi suddetti (salvo il primo che, esternamente, è staticamente 
determinato), nonchè in altri casi più complessi, le reazioni del vincolo 
si determinano facilmente facendo uso delle deformazioni che si hanno 
nel regime di membrana e dei coefficienti elastici (e in certi casi della 
rigidezza), e imponendo la condizione del rispetto del vincolo, come ve- 
dremo nei nn. 703-706 e nel Cap. XXVIII, 0). 

c) Le reazioni del vincolo dipendono quasi esclusivamente dal va- 
lore del carico totale Q agente sulla lastra, cioè sono praticamente indi- 
pendenti dal modo nel quale Q è distribuito. Infatti, come vedremo, le 
reazioni sono costituite da addendi staticamente determinati (le com- 
ponenti verticale Y e orizzontale — H; dello sforzo N) e da addendi 
staticamente indeterminati: i primi sono del tutto indipendenti da tale 
distribuzione, perchè lo è lo sforzo N; i secondi sono praticamente indi- 
pendenti (salvo dalla distribuzione dei carichi prossimi al bordo), perchè 
sappiamo (n. 670 a, 5) che lo sono le deformazioni £, e 9, del bordo nel 
regime di membrana (dalle quali dipendono le reazioni staticamente in- 
determinate). 

Un sistema di forze H o di coppie M uniformemente distribuite lungo 
un parallelo non vicinissimo al bordo non provoca deformazioni £ e © al 
bordo stesso (perchè provoca soltanto disturbi locali, essendo Q = 0); e 
perciò non provoca reazioni. 

Di questi fatti avremo una conferma anche mediante le linee d’in- 
fluenza delle reazioni (n. 709 c). 

d) Giova osservare che le caratteristiche staticamente indeterminate 
delle reazioni (cioò H, ed M.) sono molto influenzate dai cedimenti anche 
piccoli del vincolo, i quali possono modificarne profondamente i valori. Ciò 
è dovuto al fatto che le deformazioni £, e 9, al bordo hanno valori molto 
modesti (decimi di millimetro), come si disse nel n. 668 e) (1°). Perciò i 


(!!*) Si ricordi che i cedimenti det vincoli (di entità data) alterano le reazioni staticamente 
indeterminate in misura tanto maggiore quanto minori sono le deformazioni che si hanno nella 
struttura principale. Consideriamo il caso di una trave appoggiata in 4 e incastrata in B, e sup- 
poniamo che l’appoggio 4 ceda di 2 mm. Se la trave è molto deformabile, in modo che i carichi 
provochinò nell'estremo 4 pensato svincolato un abbassamento ad es. di 20 mm, la reazione in 
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risultati che si ottengono supponendo che i vincoli siano rigidi devono 
essere accettati con molta cautela. Questo inconveniente non sussiste nel 
caso delle strutture complesse, come vedremo nel n. 715 c). 

e) Ottenuti i valori delle reazioni 2} = 4, + H, (n. 704 d) ed M,, 
se la cupola è sferica si possono determinare le costanti C e y che figu- 
rano nelle (1333) (es. 1455), e quindi risultano note tutte le sollecita- 
zioni e deformazioni (1333) in ogni punto. Se invece la cupola ha una 
forma qualsiasi, e non se ne conosce la soluzione, ciò non è possibile; 
tuttavia è sufficiente conoscere le reazioni al bordo, perchè negli altri 
punti i loro effetti sono molto attenuati. 

}) Le reazioni del vincolo generano soltanto sollecitazioni locali, che 
però di solito sono molto maggiori di quelle di membrana. Quindi esse 
provocano facilmente delle lesioni che, pur essendo locali, possono essere 
pericolose. Ciò che rende necessario lo studio delle reazioni stesse e delle 
loro conseguenze, per poter disporre i rinforzi adeguati. 


703. Le cupole col bordo appoggiato sopra un piano orizzontale. 


Consideriamo una cupola ad asse verticale, avente il bordo libera» 
mente appoggiato sopra un piano orizzon- 
tale (fig. 1520 a). Questo caso è statica- 4 
mente determinato (esternamente), poichè A_N 
l’unica reazione del vincolo è verticale cà A 
(fig. 1520 b), e il suo valore per unità di 
lunghezza è V= Q/2ar.,, se Q è la risul- Fai Ea 
tante, verticale, di tutte le forze agenti 
sulla superficie della cupola. 

Per poter studiare il regime statico 
della cupola, decomponiamo (fig. 1520 c) 
la V in una forza N, secondo la tangente 
al meridiano e in una H, orizzontale, che ky 
valgono Fig. 1520. 


(1347), (1348) N,=— V/sen0, H,= V/tg0.=—N,cos0ì,. 


La componente N, è lo sforzo $, di membrana dato dalla (1208,) o dalla 
(1208), e insieme con le forze esterne agenti sulla superficie della cupola 


x 


A deve risollevare 4 di 18 mm, e perciò risulta 18/20 del valore 7 che ha quando l’appoggio è 
fisso. Se invece la trave è molto rigida, in modo che i carichi provochino nell’estremo 4 pensato 
svincolato un abbassamento ad es. di 5 mm, la reazione in A deve risollevare 4 di 3 mm, e per 
ciò risulta 3/5 del valoro 4. Quindi la diminuzione che 4 subisce per effetto del cedimento di 
2 mm è del 10% nel primo caso e del 40% nel secondo, 


E 


costituisce il regime di membrana, che è noto (Cap. XXVII) (1). La 
componente H, (che è in più della componente orizzontale — H che ha 
N; nel regime di membrana, perchè la H totale è nulla) genera invece 
un regime di sollecitazioni locali nella zona prossima al bordo. 

Lo spostamento £, e la rotazione ©, al contorno si ottengono aggiun- 
gendo ® É, © Py che si hanno nel regime di membrana i contributi di H,, 
ossia Hxf, © H1®n 

Se la cupola è sferica, e perciò si dispone della soluzione (1333), si 
determinano le costanti O e y mediante le condizioni che per @ = 0 e 
0= 0; si abbia H= H, ed M=0; per cui (n. 699 a) risulta y = 32/4 
e C =H,V2 sen 0,. Quindi le (1333) consentono di calcolare dovunque 
le sollecitazioni e le deformazioni, che vanno aggiunte a quelle che si 
hanno nel regime di membrana. 
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Esercizio 1442. — La cupola sferica dell’esercizio 1427, avente E = 10 m, 
s = 10 cm, 0, = 60°, è appoggiata sopra un piano orizzontale ed è soggetta sol- 
tanto al peso proprio. 

Soluzione. a) Assumendo il peso specifico Ym = 2400 kg/me, lo sforzo N, = Si 
che si ha al bordo nel regime di membrana è (1221) 


N, =— 0,0024 - 1000 - 10/1,5 = — 16 kg/om. 
Quindi la componente H, risulta (1348) 
H,=— N,cos 60° = 16 - 0,5 = 8 kg/em, 
b) Le costanti C e y delle (1333) valgono (n. 699 a) 
0=8/2sen 600 = 9,80 kg/em, —y=37/4. 


c) Le deformazioni di membrana al bordo valgono (1242), (1243) £, = 
= 0,00242 cm, 9, = 0,0000218 rad; quindi le deformazioni totali risultano (n. 703) 
E, = E, + HE = 0,00242 + 8 -0,009847 = 0,0812 cm 
P= 9,+ Hx9x = 0,0000218 + 8 + 0,0001493 = 0,00122 rad . 


Allo spostamento È = Hg, corrisponde la tensione cx. = (É/r,) = 18,2 kg/ 


cmq, che va aggiunta alla c,, = N3/s =0,4 kg/emq che si ha in regime di mem- 
brana; eso, risultà 0, = 18,6 kg/emq. Quindi si calcolano i ferri (os. 1383 b). 


Esercizio 1448. - Idem, nel caso della copertura conica dell’esercizio 1431, 
Soluzione. Assumendo ym = 2400 kg/me, si ha (1224) 


N,=— 49,9 kg/em, H,= 43,2 kg/em. 


(3). Lo scopo della sostituzione della 7 con lo N: e H; è evidente, perchè mentre non si sa- 
prebbero valutare gli effetti provocati dalle forze esterne agenti sulla superficie e dalla V, è fa- 
cile valutare invece gli effetti delle forze esterne e di N, (regime di membrana), e quelli della ZH, 
(regime locale). 
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Quindi le deformazioni al bordo risultano (1245), (1246) 


So = E, + Hié, =—0,0299+ 43,2 + 0,00668 = 0,258 cm 
Pe = Ps + Hug = — 0,0000576 + 43,2 - 0,0000924 = 0,00393 rad . 


704. Le cupole articolate al bordo. 


a) Consideriamo una cupola vincolata in modo che il bordo possa 
ruotare, ma non spostarsi (fig. 1521 2). Se si rende il bordo scorrevole 
sopra un piano orizzontale, come nel n. 703, 
si ha una reazione verticale V = Q2aro; 
inoltre si ha una componente orizzontale 
H, staticamente indeterminata (fig. 1521 b) 
dovuta al vincolo soppresso (114), 

Sostituiamo anche qui la V con due 
componenti, N, secondo la tangente al 
meridiano e H, orizzontale, che sono an- 
cora date dalle (1347), (1348). La cupola 
è soggetta così (fig. 1521 c) alle forze 
esterne agenti sulla superficie e a N 
3 che insieme costituiscono il regime di 

Fig. 1521. membrana; inoltre è soggetta alla forza 

orizzontale 7; = H.-- H 1) Che provoca 

un regime locale. La 7) è determinata dalla condizione di annullare lo 

spostamento é, dovuto alle forze esterne che si ha nel regime di mem- 
brana, ossia dall’equazione 


(1349) &+H5=0, da cui Hi=— tt. 


Ottenuta la H7 ‘; per avere la H, basta sottrarre H,. 

Si può invece rendere il bordo scorrevole sopra una sede conica nor- 
male ai meridiani, che reagisce con N 1= S1, e aggiungere una compo- 
nente orizzontale incognita, che in questo caso è la HZ e che si determina 
ancora mediante la (1349). 

b) Affinchè riesca chiaro il ragionamento che faremo nei casi più 
complessi (Cap. XXVIII, C), giova comprendere bene fin d’ora il diverso 
significato delle forze H, e 4 = H.+ H,. 


(4) La H, e la 77: si considerano positive se rivolte in fuori, perchè mentre negli archi la H° 
è quasi sempre rivolta in dentro, e quindi conviene considerarla positiva rivolta in dentro, nelle 
cupole invece Hi può essere rivolta in fuori o in dentro, secondo che nel regime di membrana 
il parallelo d'imposta subisce uno spostamento €, in dentro o in fuori (almeno nel caso delle cu 
Dole articolate al contorno). 

La Hs è nulla se è nullo È, come ad es. nel caso delle cupole sferiche soggette al peso pro- 
prio e aventi 0, = 51°50’ se v= 0, 0 % Poco diverso da 51°50’ se v ® 0 (1242). 
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La forza H. è la vera componente orizzontale della reazione del vincolo. 
Invece la H) è la componente orizzontale in più del regime di membrana 
(cioè in più della componente orizzontale — H, che ha N), ossia è la 
forza che provoca il regime locale di sollecitazioni e deformazioni che si 
sovrappone al regime di membrana. 

Perciò quando interessa la spinta orizzontale che la cupola esercita 
sul vincolo, si considera la H, ('15); quando invece si vuol calcolare l’ul- 
teriore deformazione della cupola (oltre a quella di membrana), si con- 
sidera la H,= H,+ H, (1°). 

Nei casi dei nn. 703, 705 d) si ba H.,=0 (c’è soltanto la compo- 
nente verticale V), mentre H; = H1. 

c) La rotazione p, al contorno si ottiene aggiungendo 2 quella 
dovuta ad H, ossia è p. = go +Hqn. 

Se la cupola è sferica, le costanti C e y che figurano nelle (1333) 
sono determinate dalle condizioni che per © = 060 = 0, si abbia H = Hi 
(non H=H., perchè la parte in più del regime di membrana è H:) ed 
M,= 0; e quindi risulta (n. 699 a) p= 37/4, C = V24:; sen 0. 


Esercizio 1444, - La cupola sferica dell’esercizio 1442 è articolata al contorno 
ed è.soggetta al peso proprio. 
Soluzione. Lo spostamento È,, dato dalla (1242), © il coefficiente È, valgono 
(es. 1442, 1427) È,=0,00242 em 0 £É, = 0,009847. Perciò la (1349) dà 
H=—0,00242/0,009847 = — 0,25 kg/em. 
Il segno meno significa che la Ht è rivolta in dentro (11). 
La spinta H, che la cupola esercita sul vincolo è (es. 1442) 
H,=H;-H,=—0,25—-8=— 8,25 kg/em; 
cioè la cupola spinge in fuori il vincolo con la H: e con la componente — I, di N 
La rotazione al bordo vale (es. 1442) 


Po= Pn + Htpn = 0,0000218 — 0,25 - 0,0001493 = — 0,0000155 rad. 


(115) Può sembrare strano che la cupola spinga con una H, diversa dalla componente oriz- 
zontale — ZH, dello sforzo Ni di membrana; ma diventa naturale, se si considera che questo Ni 
non è lo sforzo totale di meridiano, il quale è costituito invece da N; di membrana più quello lu- 
cale conseguente ad I.’ (infatti 7,’ genera uno sforzo normale AN, e uno sforzo di taglio 7, che 
hanno come risultante 7,’; v. la nota 118). 

(1) Il fatto che la 77,’ data dalla (1349) sia in più del regime di membrana semplifica 1l cal. 
colo invece di complicarlo, perchè gli effetti locali che essa provoca vanno senz'altro aggiunti 
a quelli di membrana. Mentre se fosse la vera componente orizzontale della reazione (cioè la H), 
per calcolare gli effetti locali si dovrebbe togliere da essa la componente orizzontale — H di Ni. 

() La H,' daia dalla (1349) si annulla se &,=0 (nota 114). Ad es., se la cupola sferica avesse 
8, «* 51°50”, lo sforzo N3 = — S: sarebbe nullo (es. 1292), e quindi (se v = 0) sarebbero nulli 
anche es e È,. Perciò in tal caso risulterebbe H/= 0, H, = — HM, ossia la cupola spingerebbe 
soltanto con la componente orizzontale di S;. In questo caso la cupola è soggetta soltanto al re- 
gime di membrana. 

Se fosse 05 < 51°50”, la Z/, risulterebbe positiva; essendo 8, > 51950”, la H,' è negativa. 
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Esercizio 1445. — ldem, nel caso della copertura conica dell’esercizio 1443, 
Soluzione. Si ha (es. 1443) È, =— 0,0299 cm e É, = 0,00666; quindi si ot- 
tiene 


Hi =0,0299/0,00666 = 4,5 kg/em, —H.,=45—43,2=— 88,7 kg/em, 


La copertura spinge dunque con 38,7 kg/em, che è minore della componente 
orizzontale — H, = 43,2 kg/em di N, (118). 


Esercizio 1446. — La cupola dell’esercizio 1444 è soggetta a un riscaldamento 
uniforme At = 20°, 
, Soluzione. In questo caso il carico Q è nullo, per cui si ha 7 =0, 4, = 0, 
=H,. La deformazione di membrana al bordo vale £, = am,dt =0 ,00001 . 
a: 20 = 0,173 cm. Quindi la (1349) dà 


Hi =H,=—0,173/0,009847 =— 17,6 kg/em. 


Esercizio 1447. — Un recipiente semisferico di lamiera, avente R = 1 m ed 
= 2 mm, è pieno d’acqua ed è vincolato con articolazione lungo il bordo. 

Soluzione. Trascurando il peso proprio, in regime di membrana si ha (es. 1318) 

(4° =0) 

0,001 - 1003 
5=55.100. 0,3 (— 1,3) = —0,001083 em, 
Inoltre si ha 

a=0,2873, f=40, E, =0,007182. 


Essendo 0, = 90°, si ha YZ, = 0; quindi risulta 7) = H,, che è determinata 
dall’equazione 


— 0,001083 + 0,0071827, =0, da cui Z4,=0,15 kg/em, 


705. Le cupole col bordo scorrevole ma non girevole. 


a) Nel caso di una cupola avente il bordo che può scorrere sopra 
una sede conica normale ai meridiani, ma non ruotare (fig. 1523 a), il 
vincolo reagisce (fig. 1523 b) con N; equivalente allo sforzo di membrana 
e con un momento ./, staticamente indeterminato, di valore tale da 


(1!) Alla 77,’ = + 4,5 kg/cm corrispondono le sollecitazioni 
locali (fig. 1522 a) (7 è nogativo; cfr. la fig. 1507 b) 
AN;= 4,5 cos 30°= +3,9 kg/em, —9’=4,5 sen 30°=—2,25 pile | Bag 
Quindi lo sforzo totale di meridiano risulta AN, 


Ni totate = Na + AN, = — 49,9 + 3,9 = — 46,0 kg/em. 
A questo e a 7 corrisponde appunto la 387. PF 


H, = — 46,0 cos 30° + 2,25 sen 30° = — 39,8+ 1,7 = — 38,7 kg/em. VO 
Perciò le reazioni sono anche quelle della fig. 1522 b). Fig. 1522. 
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annullare la rotazione 9, del bordo che si ha in regime di membrana. 
Perciò dev'essere 
(1350) 99 + Mon=0,  dacui M=—@y/pn. 


Il regime locale è provocato unicamente da M.; perciò, se la cupola 
è sferica, le costanti C' e y delle (1333) sono determinate dalle condizioni 
che per @= 0 e 0=0, si abbia M=M.e H=0; e quindi risulta 
(o 6990) y= 0, C=— 2y4./R 2aM.. 


CD ED 


V 
e ay fi 1a 
N 


N, E 
Fig. 1523. Fig. 1524. 


b) Nel caso di una cupola avente il bordo che può scorrere sopra 
un piano orizzontale, ma non può ruotare (fig. 1524 a), la reazione ver- 
ticale Y (fig. 1524 b) si sostituisce (fig. 1524 c) con una componente N, 
secondo la tangente al meridiano e una componente H,, date ancora 
dalle (1347), (1348); e si ha anche un momento M, staticamente inde- 
terminato, di valore tale da annullare, insieme con la H,, la rotazione p, 
che si ha nel regime di membrana. Perciò dev'essere 


(1351) Po + Hgn + Mpn=0, da cui Mi=—(p3+ Hr) 19m. 


Il regime locale è provocato da H; = H, e da M.; perciò, se la cupola 
è sferica, le costanti C e y delle (1333) sono determinate dalle condizioni 
che per @= 0 e 0= 0, si abbia H=H,ed M,=M. 


Esercizio 1448. — La cupola degli esercizi 1442, 1444 ha il bordo nelle condi- 
zioni del n. 705 a), ed è soggetta al peso proprio. l 
Soluzione. Si ha (os. 1442, 1427) @, = 0,0000218, pm = 0,000004527. Quindi 
la (1350) dà 
M, = — 0,0000218/0,000004527 = — 4,82 kgem/em., 


Le costanti O e y delle (1333) risultano 
C=—2-0,01313-(—4,82)=0,1266, y=0. 
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Esercizio 1449. — Idem, nelle condizioni del n. 705 DE 
Soluzione. Si ha (es. 1427, 1442) Pr = 0,0001493, gm = 0,000004527, H,= 
= 8 kg/em, 9, = 0,0000218. Quindi la (1351) dà 


MH, = — (0,0000218+ 8 + 0,0001493) : 0,000004527 = — 269 kgem/em. 


706. Le cupole incastrate al bordo. 


«) Nel caso delle lastre perfettamente incastrate lungo il bordo 
(fig. 1525 a) la reazione del vincolo è costituita da una componente ver- 
ticale 7 = Q/2wr,, oltre a una compo- 
nente orizzontale H, e a un momento 
M, che sono staticamente indeterminati 
(fig. 1525 b). Sostituendo la V con N, e 
H,; dati dalle (1347), (1348), le reazioni 
risultano N,, H=H,+HI,, M, (fig. 
1525 c). 
I carichi ed N, costituiscono il regime 
di membrana, nel quale il bordo subisce 


Hi M le deformazioni £, e p,. Le reazioni 7 ed 

" M.; devono annullare tali deformazioni; 

N, bai per cui le due equazioni che determinano 
Fig. 1525. Hi ed M; sono 


8,4 Hénh + Mfn=0, Po + Hp + Mopm=0. 
Risolvendole, si ottiene (1335,) 


| gr — Fn@o— Pon _ EnPo — Pnfo 


Em — Dî Pì 
1352 
(1502) Puo — ÉnPp La Pri — È» 
Mg ii ei E] =, 
EnPm — Pi Ph 


Noti i coefficienti elastici e le deformazioni é, e g,, le (1352) danno 
Hi; ed M, per qualunque forma del meridiano e per carichi qualsiansi. 

Per i tipi più semplici di lastre e di carichi, può convenire di dedurre 
dalle (1352) delle formule d’impiego immediato, che non richiedono il 
calcolo preventivo di Én, Pa, Pm; É3 93 (08. 1450, 1451). 

è) Allo stesso risultato si giunge anche senza ricorrere alle equa- 
zioni, utilizzando le (1345), (1346,). Le reazioni 4 ed M, devono an- 
nullare £, e ©,, ossia devono provocare —£, e — p,. Per produrre — £, 
con g= 0 occorre una H = (2/É,)(— £,), e per produrre — p, con £É= 0 
occorre una H = (—1/9,)(— p;). Per produrre —, con É=0 occorre 
un M= (2/9n)(— v»), è per produrre — é, con p=0 occorre un M= 
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= (— 1/En)(— £,). Pertanto, le reazioni risultano 
1 2 L 2 
Hij=—-o,—-+ È M=7E&-— 9. 

(1353) += 745 e=z5 p,P 

Avendo presente la relazione (1335,), è facile riconoscere (!°) che le 
(1353) sono equivalenti alle (1352). Tuttavia il loro impiego è più semplice. 

0) In quei casi in cui p, =0 (ad es., lastre soggette a variazione termica 

uniforme, lastra sferica soggetta a pressione p uniforme, a un carico P nel ver- 
tico, es. 1311), risulta Hi = — 2É,/É,. Confrontando con la (1349), si ticonosce 
che, in tal caso, nella lastra incastrata la 7; è doppia di quella che si ha nella 
lastra articolata (129). 


In quei casi in cui £, = 0 (ad es., lastra sforica avonte 0, = 51950’ o soggetta 
al peso proprio), risulta M, = — 2@3/Pm. Confrontando con la (1350), si ricono- 
sce che, in tal caso, nella lastra incastrata il momento M, è doppio di quello che 
si ha nella lastra col bordo scorrevole su sede conica ma non girevole, 

d) Interessa in modo particolare la conoscenza del momento d’in- 
castro perfetto, che indicheremo con M, (come nel caso delle travi), per- 
chò è necessario quando si vuole studiare una struttura complessa usando 
le rigidezze (Cap. XXVIII, 0). 

e) Le cupole imperfettamente incastrate. Se sono noti i cedimenti o 
e po, i secondi membri delle due equazioni determinatrici delle reazioni 
non sono nulli, bensì uguali a É, € go. Perciò le reazioni sono ancora date 
dalle (1352) o dalle (1353), nelle quali si sostituiscono £, e 9, con É, — éo 
€ Po Po 

f) Se la cupola è sferica, ottenuti Hi; ed M, si possono determinare 
le costanti C e y che figurano nelle (1333) (es. 1455), e quindi calcolare 
le sollecitazioni e le deformazioni in ogni punto, da aggiungere a quelle 
del regime di membrana. 


Esercizio 1450. — Determinare le espressioni particolari di H{ ed M, per le 
cupole sferiche perfettamente incastrate, soggette al peso proprio. 

Soluzione. Basta sostituire nelle (1353) le espressioni (1337) dei coofficienti 
elastici e le espressioni (1242), 1243) di £, e g,. Si ottiene così 


CARICA Ym83 1— cos? — cos 9, + v ; ] 
i Hi = 2V31—=») È sen 0,(1+ cos 0) (+9) 
( ) Ym8? 1— cost, — cos +v 24+v 
M.= O fr sen 9] . 
2V3(1—-w) 1+ così a 


(1) Separati i due termini della prima espressione delle (1352), per la (1335:) si esprime il 
denominatore una volta con £,* o con wy*, per eliminare î,, 0 « sopra e sotto, e una volta con 
En 9/2, per eliminare @m 0 È, sopra e sotto. 

(*) Negli archi incastrati o a due cerniere, soggetti a Af uniforme, il rapporto delle H è di- 
verso da 2. Se Ac = ayc Af è l'aumento che subirebbe la corda nell’arco svincolato, si ha nei due 
casi H = Ac/J, fa) H = Ac]J, (x, passa per il baricentro elastico e z coincide con la corda). Quindi 
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Esercizio 1451. — ldem, per il peso della neve. 


Soluzione. Basta sostituire nelle (1353) le espressioni di È, © 9, trovate nelle. 
sercizio 1310. Si ottiene così 


Hi = PS cos 20,—» , ] 
234 =) CSS 0, ++) 80 
(1355) Ha da SAI 
” È poser v 
va | > + a 5 0. cos DI È 


Esercizio 1452. — La cupola sferica dell'esercizio 1442 è perfettamente inca- 
strata al bordo. Calcolare H{ ed M, dovuti al peso proprio. 
Soluzione. Por 0, = 60° le (1354) diventano 


Hj=- def laapttt 2+»] 

2vaanal ya C+” 
M= Vr (1+4_V3 243] 
i sia 5/2 6 2a | 


Si ha (es. 1427) a =0,01313. Sostituendo i vaiori numerici, risulta 
Hi =— 0,346 kg/em, —2M4,=6,60 kgem/em. 


Esercizio 1458. — Idom, per la lastra semisferica dell’esercizio 1428, 
Soluzione. Per 0, = 90° le (1354) diventano 


i=-— ef fat +)E— (2 
2v31 35 PX +») (2+)], 
M= dr (1+)R-@+):0]. 
2V31=#) 


Si ha (es. 1426) a =0,01699. Assumendo Ym = 2400 kg/me, risulta 


Hi=—2,54 kg/em, M,= 57,5 kgem/em. 


Esercizio 1454. — Cupola sferica avente R = 30 m, s= 10 em, 0 = 300, 
perfettamente incastrata al bordo. Determinare 4} ed M, provocati dal peso 
proprio. 

Soluzione. Assumendo E = 2 - 10% kg/emq, v = 0,1, Ym = 2500 kg/me, si ha 
(1337), (1242), (1243) 

a=0,00758, f=0,222; 


E,=0,0171, 9 =Én=0,000259, @n=0,00000785; 
=- 0,0156 cm, = 0,0000394 rad . 
» Po 


il rapporto delle due H risulta IalTa,= 02/02). Nel caso particolare dell’arco semicircolare di se- 


zione costante, tale rapporto vale a*: (a* — 8) = 5,28. Pertanto, spesso lo studio delle cupole ri- 
spetto a quello degli archi è più semplice non solo come procedimento, ma anche come risultati. 
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Usando le (1353), si ottiene 


3 2 
0,0000394 — voir 


1 2 
0,000259 (— 99158) — 700000785 


H' 


= T000s56 (- 0,0156) = 1,98 kg/em 


MI 0,0000394 = — 70,8 kgem/em, 


Esercizio 1455. — Nel caso delle lastre sferiche, determinare le costanti 0 e v 
cho figurano nelle (1333) quando siano già note le reazioni H ed M, al bordo. 

Soluzione. a) Uguagliando le espressioni (1333) di H e di M,, calcolate per 
o=000=0,, ai valori di H; e di M., si ottengono le due equazioni 


(1/sen 0,)0 + 1-senyp = Hi 
(R/y/2y)C «1-sen(p—37/4)=M,. 


Dividendo la seconda per la prima, si ha 


sen (p— 37/4) _M.. v2y 
sen — Hi. Esen® 
Sviluppando sen (p — 37/4), si ricava 
Ped 
(a) cap Hi Rsen0 Da 


Noto w, dalla prima o dalla seconda si deducono duo espressioni di O: 
(0) C=Htsen0,/seny, O=—2aM,:(senyp+ cos y). 
b) Ad es., nel caso dell’esercizio 1454 risulta 
ctgyp =0,07611, pw =1,495, senyw=0,99713, cosy=0,07572, C=0,993. 
Esercizio 1456. — La calotta sferica dell’esercizio 1428 è incastrata al bordo, 
Calcolare H; ed M, provocati dalla vressione interna uniforme p = 6 kg/cmq. 


Soluzione. In regime di membrana si ha (es. 1313) £, = 0,0336 cm, gp, = 0. 
I coefficienti elastici sono noti (es. 1428). Quindi le (1353) danno 


Hj=— 26,1 kg/em, M,= 40,7 kgem/cm, 
Il momento M, provoca una tensione cj = 1526 kg/emq. 
Esercizio 1457. — La copertura conica dell’esercizio 1431 è incastrata al bordo 
ed è soggetta al peso proprio. Calcolare Hj ed M.. 


Soluzione. Le deformazioni di membrana valgono (es. 1443) £, =—0,0299 cm, 
g,=— 0.0000576. Usando le (1352) o le (1353) si ottiene 


Hj=8,36kg/em, —M,=—279kgem/eme 
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Esercizio 1458. — Una lastra di rivoluzione di forma qualsiasi, incastrata al 
bordo, è soggetta a una variazione termica uniforme /t 
(fig. 1526) (121). Calcolare H{ ed M.. 

Soluzione. a) Se la lastra fosse svincolata, si avrebbe 
al bordo £É, = a,r4t, p, =0. Usando le (1353) 6 sosti- 
tuendo le espressioni di É, e Ém, si ottiene (v. anche 


Fig. 1526. l’es. 1405)) (122) 
2 Ea,Mt ® Va 1 Ea,At 
H.,=— E È, =- 2,6 sen0.} ER” Ma Em 5 3,4 sa 


Queste reazioni sono indipendenti dalla forma del meridiano. La H s dipende 
dal raggio E della lastra sferica equivalente, da 0, e da s; mentro M, dipende 
soltanto da s° (e non dalle dimensioni della lastra). La 0{ provocata da M, risulta 
ci = 1,76Ea,At, cd è indipendente anche da s: quindi è indipendente dalla forma, 
dalle dimensioni e dallo spessore della lastra. Nel caso del ferro ci = 44/1 e nel 
caso del calcestruzzo ci = 3,5/At. 

Se la lastra fosse articolata al contorno, M, sarebbe nullo 0 la H s sarebbe 
dimezzata (n. 706 c). 

b) Ad es., nel caso della cupola dell’esercizio 1454 si ottieno (a, = 0,00001) 


Hi =—1,7544t, M,=5794At. 


Esercizio 1459. - La cupola dell’esercizio 1454 ha il vincolo che cede di 
È, = 0,03 em, go =0,00002 rad (128). Calcolare H/ ed M.. 

Soluzione. Basta sostituire nelle (1353) £, © v, con g, —-é = —0,0156— 
— 0,03 = — 0,0456 cem e 9, — pa = 0,0000394 — 0,00002 = 0,0000194. Si ottiene 


così 
Hi =5,41 kg/em, M,=— 181 kgem/em. 


Esercizio 1460. — Studiamo infine una cupola sferica soggetta al peso proprio 
a vincolata in diversi modi, perchè i risultati ci serviranno per il calcolo della 
freccia elastica. I dati sono R = 12 m, 0, = 40°, (r, = 7,71 m),s = 20 cm, Ym = 
a= 2400 kg/mo, E =2-105 kg/emq, v=0. 

Soluzione. Coi dati numerici si ha (con molte cifre, per fare poi il confronto 
coi risultati esatti, es. 1462-1465) 


a=0,008495, f=2,778; 
E, = 0,0025270, n =En=0,000033396, n = 0,00000088271 ; 
H,= 24,98 kg/fom, E, =— 0,0022193 om, —,=0,000018512. 


(1!) Per quanto si disse nel n. 670 a, b), i risultati del presente esercizio valgono anche se 
At è variabile, purchè sia uniforme in una zona non piccolissima prossima al bordo. 

(15) Il seguente caso è studiato da Flilgge (pagg. 158-159 del volume citato nella nota 53): 
R = 12,50 m, s = 6 om, 0, = 80°, Ag = 15°. Assumendo E = 2,1-10* kg/ecmq, ay = 0,00001, 
v = 0egli ottiene M, = 327 kgm/m, mentre l’espressione trovata in a) dà M, = 2,1 - 10 - 0,00001 - 
* 15. 6*/3,461 = 327,37 kgm/m: ciò che conferma l’alta approssimazione dei metodi semplificati 
qui proposti. 

(*) È naturale che il cedimento &, deì vincolo avvenga in fuori anche se la Hy trovata nel- 
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Î a) Bordo articolato e scorrevole sopra un piano orizzontale: 


H,=0, Hj=H,= 24,98 kg/cm, M,=0, 
b) Bordo articolato: 
Hj=+0,8782 kgfem, M.=0. 
0) Bordo scorrevole sopra un piano orizzontale, ma non girevole: 
H,=0,; Hj=H,= 24,98 kg/cm, a = — 966,05 kgem/om. 
d) Bordo incastrato: 
H,=+ 2,311 kg/em, M,=— 108,4 kgem/em. 


e) Bordo articolato e scorrevole su sede conica: si ha il regime di mem. 


brana. 
f) Bordo scorrevole su sede conica, ma non girevole: 


Hi =0, M,= — 20,97 kgem/em, 


107. La freccia elastica delle cupole (1). 


a) In regime di membrana lo spostamento verticale n di un punto 
generico si determina mediante la (1238): 


@ n=[10, + 0- 


L’abbassamento relativo di un parallelo generico 9 rispetto a un pa- 
rallelo 0, si ottiene come differenza degli 7 calcolati per 0 e per 0; ciò 
che elimina la costante C. In particolare, l'abbassamento del vertice (o 
freccia elastica f) si ottiene come differenza degli 7 calcolati per 0=0 
e per 0= 0 (1). Tali abbassamenti, che indichiamo con % ed f,, sono 
quelli che si verificherebbero in una membrana indefinita (cioò non limi- 
tata da un bordo). Il risultato è ottimamente approssimato anche nel 
caso di una lastra di spessore non piccolissimo, purchò sia illimitata. 

Se la lastra è conica, si sostituisce la (1238) con le (1240). 

3) Consideriamo ora una cupola limitata da un bordo, vincolato 
in modo qualsiasi, e supponiamo per ora che il vincolo non consenta 


l'esercizio 1454 tira in dentro il vincolo, perchè l’azione complessiva H.= Hy —H, che la cu- 
pola esercita sul vincolo è negativa, ossia spinge in fuori il vincolo. 

@&) 0. BeLLuzzi: Il calcolo della freccia di deformazione delle cupole comunque vincolate, 
nota V della memoria citata nella nota 68; Il calcolo semplificato della freccia elastica delle cupole 
comunque vincolate, «Ingegneri e Costruttori », Bologna, 1948, n. 4. 

(5) Se il parallelo ®, è quello vincolato 9,, che non si sposta verticalmente, l’abbassamento 
assoluto del vertice coincide con l'abbassamento relativo rispetto al parallelo 9%. 
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cedimenti verticali (in particolare, escludiamo l'appoggio su sede conica, 
che studieremo nel n. 708). 

Sostituendo il vincolo con un appoggio su piano orizzontale (che im- 
pedisce lo spostamento verticale come il 
vincolo vero), al bordo si hanno le Tea» 
zioni V= Q/2ar., H,, MU, (se il bordo 
è articolato, manca M.). Decomponendo 
poi la V (n. 703), le reazioni risultano 
(fig. 1525 c) N, H=H,+H,, M.. Le 
reazioni H; ed M, si suppongono già cal- 
colate, e quindi note (nn. 702-706). 


Le forze esterne insieme con N, pro. 
i Z vocano il regime di membrana, e quindi 
(£ Ò) la freccia f, considerata in a). Resta da 
dia calcolare la freccia provocata da H, e 

eo da M.. 

c) Supponiamo che lungo il bordo agisca H=1 (fig. 1527 a) e in- 
dichiamo con fa l'abbassamento provocato nel vertice. Questo si ottiene 
in modo semplice mediante il teorema di Betti (n. 333), applicando 
(fig. 1527 b) nel vertice un carico verticale P = 1-27, (perchè anche 
il complesso delle H =1 lungo l’intero contorno vale 1 *2ar,) e calco- 


lando invece lo spostamento orizzontale Ép del contorno provocato da Pi 
Infatti, per tale teorema si ha 


Piy=1<2at0-fy=1+2mt0 0%, da cui n= Ep. 

Per calcolare Ép, osserviamo che il carico P genera una reazione ver- 
ticale V = 1 (1%) (19°), che si può sostituire con N, = — 1/sen 0, e H, = 
= 1/tg 0,. Il carico P insieme con N 1 provocano uno spostamento & di 
membrana, che si calcola mediante la (1237): 


(0) fo = (r/EsXNi—vN), 


(!*) Quando agiscono le forze 7 = 1, che costituiscono un sistema equilibrato, la cupola 
può essere libera nello spazio, oppure appoggiata sopra un piano orizzontale, sul quale non grava, 
Perciò quando si applica P=1. 2ar, nel vertice, la cupola può ancora essere appoggiata sopra 
un piano orizzontale. 

(*) Si giunge allo stesso risultato appoggiando invece il bordo della cupola sopra una sede 
conica normale ai meridiani, sulla quale esse non grava perchè le 7 = 1 sono equilibrate, e cal- 
colando lo spostamento n, relativo del vertice rispetto al bordo. Questo è uguale allo sposta» 
‘mento assoluto n, del vertice diminuito dello spostamento n, del bordo (positivo se di abbassa- 
mento). Lo spostamento assoluto », si ottiene mediante il teorema di Betti, applicando P=1. Zar, 
nel vertice e calcolando invece lo spostamento f» del bordo, che è quello in regime di membrara 
(in virtù del vincolo adottato), già trovato. Lo spostamento n, del bordo si ottiene calcolando 
da prima lo spostamento #, del bordo stesso provocato da H = 1, che vale ESHtr=ln 
A questo corrisponde un innalzamento dovuto allo scorrimento lungo la sede conica, che vale 
Felte 0, (es. 1310, 1315). Quindi l'abbassamento n, del bordo è n, = — taltg 0, = — (20/8) sen* 0} 
hg 0, = — (20/f) sen 95008 î,. Sotiraendo Ne da ny si ritrova la (c). 
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dove Na si ricava dalla (1210) e vale N, = —NR,/R,= R/R, sen 0a. 
Inoltre la H,=1/tg0, provoca uno spostamento - 


1 2a 2a 
E= Hiîn= 0, B sen? è, B sen 0, cos 0,. 


Quindi risulta 
(0) hh= Ep = f+Fsen0, 0080, 


a) Supponiamo che lungo il contorno agisca M =1 (fig. 1527 c) 
s indichiamo con fn l'abbassamento provocato nel vertice. Ragionando 
come in c), si riconosce che fm è uguale alla rotazione pp del contorno 
provocato da P=1-27r, agente nel vertice. 

Per calcolare pp, si ha che P insieme con N, provocano una rotazione 

po di membrana, che si calcola mediante la (1239): 
1 dé 
(4) Po = PR; send, (i — Re: cos 0) fa 
Inoltre la H, = 1/tg 0, provoca una rotazione 


1 2a 2a? 

g= Hip = iso, BS 0="F 9980. 
Quindi risulta 

2a? 


(0) In=®p=% + FG 


così... 


e) Calcolati i coefficienti fn, fn e l'abbassamento f,, e note le rea- 
zioni Hi, M, del vincolo, la freccia totale è data da 


(1356) f=f+Hfh+ Ud. | 
f) Per rendere più immediato il calcolo, esaminiamo più attentamente le 


espressioni (6) e (4) di É, € de - 
Essendo al contorno N, = — 1/sen0,, Na = R/R, sen0,, la (0) diventa 


MI; Ra v i To Ri _ Fa 
(a) = Es (È sen 0. + sen a) © Esson@ ( Ri + )) EsE, (Ra + vRi). 


Nel caso della lastra sferica (R, = R, = E) e in quello della lastra conica 
(E, = co) risulta rispettivamente 


CO) E, = CENE 


Da vÈ, Ve 
> ®° © Es Essen@*” 


Nel caso della lastra sferica si ha (es. 1311) 


(A) Po =0. 
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Nel caso della lastra conica l’espressione corrente di £, analoga alla (9), è 
É = vr[Es sen 0; per cui si ha dé/dr =v/Essen0, mentre ge, =— 1/Es sen 0. 
Quindi sostituendo nella (1241) si ottiene 


3 1 0 


9g) Quando si voglia l'abbassamento 7 di un parallelo generico abbastanza 
distante dal contorno, anzichè l'abbassamento f del vertice, basta calcolare me- 
diante la (a) l'abbassamento 7, di tale parallelo nel regime di membrana e sosti» 
tuire nella (1356) f, con 7,; mentre nel secondo e nel terzo termine della (1356) 
stessa si possono ancora usare i coefficienti f, ed f_ dati dalls (c), (e), che differi. 
scono pochissimo da 77, ed 7)m (128). 

4) Se il vincolo consente al bordo di abbassarsi di 7, per ottenere 
l’abbassamento assoluto del vertice basta aggiungere ne al risultato dato 
dalla (1356). 


708. Caso delle cupole col bordo appoggiato su sede conica. 


a) Bordo libero di ruotare (fig. 1528 a). In questo caso si ha il regime di 
membrana (n. 702 a), e il vertice subisce, rispetto al bordo, l'abbassamento rela» 
tivo f, considerato nel n. 707 a). Il bordo subisce lo sposta- 
mento £,, che lo fa risalire lungo la sede conica e innalzare di 


(a) ne = Epftg 0, . 


Questo innalzamento va sottratto dalla freccia relativa f, 
suddetta (v. anche gli es. 1310, 1315); per cui si ha 


(0) f=is_Ssltg 0. 


Se £, è negativo, 7, è un abbassamento, e perciò va ag- 
giunto a f,. 

3) Bordo impedito di ruotare (fig. 1528 b). Noto il valore di M, (1350), al 
bordo si ha É, = £,+ M.Én» che si sostituisce a £, nella (a). Si ottiene così l’in- 
nalzamento 7), che va sottratto dal valore dato dalla (1356) (nella quale si pone 
naturalmente Hi; = 0) (129). 


Fig. 1528. 


Esercizio 1461, — Nella cupola dell’esercizio 1460 calcolare i coefficienti fa, 
Im» ® l'abbassamento f, del vertice rispetto al bordo provocato dal peso proprio 
in regime di membrana. 


(1*) Ciò è dovuto al fatto che le forze H = 1 e le coppie M = 1 applicate al contorno pro« 
vocano deformazioni elastiche che si smorzano a breve distanza dal contorno stesso; così che 
la maggior parte della lastra subisce, per effetto di H = 1 0 di M = 1, spostamenti verticali ma 
ed nm pressochè uguali in ogni punto, cioè un moto verticale circa di corpo rigido. 

(1) Se la cupola è sferica, nel caso d) si ottiene lo stesso risultato del caso a). Infatti, rispetto 
al caso a), nel caso d) si ha in più —M./m + McEm/t8 9,3 ed essendo p,= 0 (per la (4) del n. 707), 
si ha il compenso, parchè risulta /m = Ent lo 
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Soluzione. a) Mediante le formule (ec), (e) del n. 707, e avendo presenti le ({) 
(4) e i valori di a e £ dell’esercizio 1460, si ottiene 


fn = 0,0033115, Im == 0,000039799. 


b) L’abbassamento f, si calcola mediante la formula ottenuta nell’eserci- 
zio 1308, come differenza degli spostamenti 7 calcolati per 0 = 0 e per @ = 400 
(ciò che elimina la costante C), e si ottiene 


i, = 0,0092899 cm. 
Esercizio 1462. — Idem; calcolare la freccia provocata dal peso proprio, es- 


sendo il bordo articolato e scorrevole sopra un piano orizzontale. 
Soluzione, Avendo presenti i risultati degli esercizi 1460 a), 1461, la (1356) dà 


f = 0,0092899 + 24,98 - 0,0033115 = 0,0920112 = = 0,09201 cm. 


Il risultato che ottenni (!9°) usando la soluzione rigorosa delle lastre sferiche 
e con procedimento incomparabilmente più lungo e complesso, è f = 0,09204 em; 
per cui l’errore commesso mediante la soluzione semplificata è di 0,03%. 


Esercizio 1468. — Idem, essendo il bordo articolato. 
Soluzione. In questo caso si ottiene (es. 1460 Db) 

} = 0,0092899 + 0,8782 - 0,0033115 = 0,0121981 = — 0,01220 cm. 
Usando la soluzione rigorosa ottenni (!3°) f = 0,01221 cm (errore di 0,08%). 
Esercizio 1464, — Idem, essendo il bordo scorrevole sopra un piano orizzon- 


tale, ma non girevole. 
Soluzione. In questo caso si ottiene (es. 1460 c) 


7 = 0,0092899 + 24,98 + 0,0033115 — 966,05 - 0,000039799 = 0,05356 cm. 
Usando la soluzione rigorosa (') ottenni f = 0,05148 em (errore di 4,15%). 
Esercizio 1465. — Idem, essendo il bordo incastrato. 

Soluzione. In questo caso si ottiene (es. 1460 d) 

} = 0,0092899 + 2,311 - 0,0033115 — 108,4 - 0,000039799 = 0,01263 em. 
Usando la soluzione rigorosa (*°) ottenni f = 0,01267 cm (errore di 0,32%). 
Esercizio 1466. — Idem, essendo il bordo articolato e scorrevole su sede conica. 
Soluzione. La (6) del n. 708 dà (es. 1460 e) 


— 0,0022193 


= RI — 
f = 0,0092899 STO 


= 0,01193 cm. 


(®*) O. BELLUZZI: Il calcolo della freccia di deformazione delle cupole sferiche, « Ricerche di 
Ingegneria », 1933, n. 5, $ 2. 


27] 
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Esercizio 1467. — Idem, essendo il bordo scorrevole su sede conica, ma non 
girevole. 
Soluzione. Lo spostamento orizzontale al bordo vale (n. 708 d, es. 1460 tà) 


E, = — 0,0022193 — 20,97 - 0,000033396 = — 0,0029196 cm, 
cui corrisponde l’innalzamento del bordo 
No = — 0,0029196/0,83910 = — 0,0034794 cm. (abbassamento) 
La (1356) dà l’abbassamento relativo ù 
Î, = 0,0092899 — 20,97 - 0,000039799 = 0,0084553 cm. 
Quindi l’abbassamento assoluto del vertice risulta (v. la nota 129) 
f = 0,0084553 + 0,0034794 = 0,01193 cm. 
Esercizio 1468. — Calcolare l'abbassamento del vertice della copertura conica 
dell’esercizio 1457 provocato dal peso proprio. 


Soluzione. La f, di membrana si ricava dall’espressione di 7 dell’esercizio 1315, 


® risulta 
0,0024 —4cos*300—1 


ie SRL EI mn 
ln =0— 173-108 sen? 300 cost 308 1200 0,0288/015 


Usando i valori di a e f} trovati nell’esercizio 1431 e assumendo v=0 come 
in tale esercizio, le (c), (e) danno 


in=0,0115, fm=0,000161. 
Avendo presenti i valori di 75, M, trovati nell’esercizio 1457, la (1356) dà 


f = — 0,0288 + 8,36 - 0,0115 — 279 - 0,000161 = 0,0224 om. 


Esercizio 1469. — Nella cupola dell’esercizio 1454 calcolare lo spostamento 
del vertice provocato da una variazione termica uniforme At. 

Soluzione. La monta della cupola è di 4,02 m. Perciò, se a; = 0,00001, in 
regime di membrana il vertice si sposta di f, = — 0,00001 - 40248 = — 0,004024t 
cm (innalzamento se 4 è positiva). 

I coofficienti (0), (e) risultano fa = 0,0312, fm = 0,000448. 

Ricordando i risultati dell’esercizio 1458 b), la (1356) dà 


f = — 0,0040248 — 1,754 - 0,03124t# + 57,9 - 0,000448A4t = — 0,0328At. 
Per At = + 20° risulta f = — 0,656 cm (innalzamento). 
Come si vede, l'influenza delle reazioni Hj ed M, è molto maggiore di f,. 


Esercizio 1470. — Idem, nel caso in cui il bordo sia articolato. 
Soluzione. In questo caso la 7: è la metà del valore che aveva nel caso pro- 
cedonte (n. 706 0), ossia H; =—0,877At, mentre M,=0. Perciò la (1356) dà 


f =— 0,004024#— 0,877 - 0,03124# = — 0,03144t. 
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Esercizio 1471. — Nella cupola dell’esercizio 1454 calcolare lo spostamento 
‘del vertico conseguente ai cedimenti del vincolo considerati nell’esercizio 1459. 
Soluzione. Le reazioni del vincolo corrispondenti a tali cedimenti (ossia la 
forza Hi 0 la coppia M, che occorrono per produrli) si ottengono ponendo nelle 
(1353) E,=-i=—-0,03 cm, po =—9o = — 0,00002; oppure si ottengono 
per differenza fra i valori dell’esercizio 1459 6 quelli dell’esercizio 1454, Esso ri- 
sultano 
Hi =3,43 kg/om, M,=— 111 kgem/em, 


Il termine f, della (1356) è nullo; quindi si ottiene 


{= 3,43 -0,0312— 111 - 0,000448 = 0,0573 cm. 


109. Lo studio delle cupole mediante linee d’influenza (153), 


a) L'impiego di linee d’influenza nello studio delle cupole può sembrare 
inopportuno, perchè questo non sono percorse da carichi mobili. Tuttavia può 
essere ugualmente interessante tracciare al es, le linee d’influenza delle reazioni 
del vincolo provocate da forze verticali, o da forze orizzontali, o da coppie uni- 
formemente distribuite lungo un parallelo generico: anzitutto perchè esse rap- 
presentano in modo visibile la diversa influenza 
che tali cause hanno sulle reazioni al variare del 
parallelo caricato; poi perchè danno la conferma 
di alcune proprietà delle lastre di rivoluzione fa- 
cilmente prevedibili in modo intuitivo, e che in 
parte si sono già accennato, e consentono di ve- 
dere fino a che punto tali proprietà sono vere. 
Infino, è opportuno osservare che esse costitui» 
scono l’unico mezzo semplice per valutare le rea- 
zioni provocate da forze o da coppie distribuite Fig. 1522. 
lungo un parallelo prossimo al bordo. 

Caso del bordo incastrato. Le linee d’influenza delle reazioni del vincolo si ot- 
tengono nel modo più semplice usando il teorema di Land (nn. 381, 382 d), cioè 
svincolando la cupola e applicando lungo il bordo delle coppie 1£* e delle forzo H* 
di valori tali da produrre al bordo una rotazione gp, =—1 con E,=0 (fig. 1529 a) 
so si vuole la linea d’influenza del momento d’incastro M,, oppure uno spostamento 
E,=—1 con p,=0 (fig. 1529 b) sesi vuolela linea d’influenza della reazione H,. La 
deformata del meridiano che si ha in tali condizioni è la linea d’influenza cercata: 
gli spostamenti verticali 7 dei vari punti rappresentano l’effetto provocato da 
carichi verticali uniformemente distribuiti lungo i vari paralleli; gli spostamenti 
orizzontali £ dei vari punti rappresentano l’effetto provocato da forze orizzontali; 
le rotazioni g nei vari punti rappresentano l’effetto provocato da coppie unifor- 
memente distribuite lungo i vari paralleli. 


@) O. BeLLUZZI: Linee d'influenza delle reazioni del vincolo, nota X della memoria citata 
nella nota 66. 
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b) Un primo procedimento, valido per cupole di qualunque forma (cioè 
anche non sferiche), consente di valutare le reazioni provocate soltanto da forze 
verticali agenti lungo paralleli non troppo vicini al bordo vincolato. 

Se si vuole il momento d’incastro M,, lo 11*, H* sono determinate dalle 
equazioni 
M*Pn+ H*py =—1,  M*En+H*É,=0, 
da cui (122) 
M*=-2/9m, H*=1/pr. 


L’abbassamento f del vertice provocato da M* e H* si ottiene mediante la (1356). 
Sostituendo in essa le (c), (e) del n. 707, tenendo conto delle espressioni (1337) 
dei coefficienti elastici, e riducendo, risulta (f, = 0) (19°) (19) 


(a) f = (-2/9m)Po + (1/9n)É0 » 
Nel caso delle cupole sferiche si ha soltanto (n. 707 f) 
1 1 
I=g® “i a 
Se si vuole la reazione H, (!*), le H*, M* sono determinate dalle equazioni 
H*E,4 M*En=—-1, H*9+M*Pn=0, 


da cui 
H*=-2/f,, M*=1/En- 


(***) Si ritrovano naturalmente gli stessi risultati espressi dalle (1345,) o dalle (1346), por 
chè (salvo il segno) anche quelli sono stati ottenuti nelle stesse condizioni. 

(1°) La (a) si ottiene anche direttamente appoggiando il bordo della cupola su sede conica 
e applicando una volta le coppie M* e le forze H* lungo il bordo, e una volta il carico 2xr, sul 
vertice. Mediante il teorema di Betti, avendo presente che M* e H* danno & = 0, e quindi an- 
che ne = 0, e ricordando (n. 707 c, d) il significato di 9, e 5, si ha 

2ardI* - roll * «E, = . 

da cul la (a). A e 

(**) L’abbassamento Y così ottenuto dà il valore del momento M, provocato da un carico 
non unitario, bensì uguale a 1 - 2xr,. Infatti, se si applica il teorema di Betti alle due situazioni: 
1) cupola soggetta al carico P = 2xr, nel vertice e alle corrispondenti reazioni M,, H, al contorno 
(e = 0, #6 = 0), 2) cupola soggetta a M* e H* al contorno (gp, = — 1, &, = 0), risulta 


Farsi: (—1) + 2aroHZ, +0 + 2arg fo 2ar1* - 0 + 2xr 7" 0 = 0, 


da cui 
M=f. 
Se invece il carico P ha un valore qualsiasi, il momento M, che esso provoca è 
A 
ala Zar 0° 


(18) Usando il teorema di Land si ottiene la linea d’influenza della componente orizzontale 
totale 7, e non della 7, = H, + H.. Infatti, se si applica il teorema di Betti come nella nota 134, 
si ha l’equazione: 

2a Ho (1) + 2ar 11,0 + 29000 = 200, 7*<0 + 2a, M*-0=0, 
nella quale il lavoro indiretto relativo allo spostamento É, = — 1 di Land è compiuto dalla com» 
ponente orizzontale totale H,. 


"I 
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Sostituendo nella (1356) come dianzi, e riducendo, risulta (1%) (197) 


(b) f = (—2/En)E0+ (1/Empo — otg 0, è 
Se la cupola è sferica, si ha (n. 707 }) 
MERE: 


j= E Es —ctgl,. 


Se è una semisfera, rimane soltanto il primo termine. 

Le (a) e (6) danno le reazioni M, e H, provocate da un carico agente nel ver- 
tice. Tuttavia ricordiamo (n. 702 c) che le reazioni del vincolo non cambiano 
sensibilmente se il carico verticale agisce lungo un parallelo generico (purchè 
non vicino al bordo) anzichè nel vertice. Perciò le linee d’influenza di Mel, 
per carichi verticali hanno, con buona approssimazione, la stessa ordinata 7 = = f 
per buona parte della cupola. Alla stessa conclusione si giunge ricordando che 
M* e H* applicato al bordo deformano praticamente soltanto una breve zona 
prossima al bordo stesso; per cui la restante cupola subisce una traslazione ver- 
ticale pressochè rigida. 

Se il carico applicato lungo un parallelo generico di raggio r vale 1 kg/em 
di parallelo, ossia è 2rr sull’intero parallelo anzichè 277, (nota 134), si può alte. 
raro l’ordinata 7 e sostituirla con 7, data da 


I __son0? 58 
M dre = 7) 7 son 9,9 7 sen 0,1" 


0) Nel caso delle cupole sferiche, la soluzione (1333) di Geckeler consente 
di calcolare le varie linee d'influenza fino al bordo della cupola (n. 709 b); è non 
soltanto per carichi verticali, ma anche per forze orizzontali e per coppie ‘unifor- 
momente distribuite lungo qualsiasi parallelo. (Nel caso di cupole di altre forme, 
delle quali si conosca la soluzione, si procede in modo analogo.) 

Se si vuole ad es. la linea M,, si deve deformare la cupola (impiegando sol. 
tanto coppie e forze applicate lungo il bordo reso libero) in modo che al bordo 
si abbia gp, = — 10 £, = 0. Perciò (senza che occorra determinare M1* e H* come 
in b) le espressioni (1333) di g e di £ calcolate per @ = 0 © 0 =0, devono essere 
rispettivamente uguali a — 1 e a 0; ciò che determina le costanti O e y che figu- 
rano nelle stesse funzioni (1333). Sostituendo poi queste costanti nelle espres- 
sioni dello spostamento verticale 7, dello spostamento orizzontale £ e della ro» 


(1*) Anche in questo caso si ottiene direttamente la (6) mediante il teorema di Betti come 
nella nota 133, ricordando (n. 708 a) che allo spostamento &, = — 1 corrisponde nel bordo su 
sede conica un abbassamento ns = 1*ctg 9, e che la reazione verticale provocata da P = 21r, 
che va associata a questo abbassamento, è uguale a 1. 

() Agli stessi risultati (a), (0) si poteva giungere senza far uso del teorema di Land, ap- 
plicando nel vertico un carico P=1-23r, = 1-23Rsenlî, e calcolando le reazioni M, e Hy 
mediante le (1353). Infatti, tale carico provoca quelle deformazioni di membrana che neì n. 707 
si sono indicate con É, © 9e; quindi le (1353) danno 


Mi = (MEm)ie — (Elem) Hof (Em Pe — (ACNE 
Dalla seconda si ottiene (ZH, = P.ctg®, =1 ctg 0%) 
Hy = Hi — Hi = (1/Em)po — (2/E)i — tg 8, 
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tazione 9, si possono calcolare i valori di n, È, gin ogni punto: e questi, per il 
teorema di Land, sono anche i valori del momento d’incastro M, provocato ri- 
spettivamente da forze verticali, da forze orizzontali, da coppie, di valore com- 
plessivo 1 + 2y7r, (nota 134), uniformemente distribuite lungo un parallelo generico, 
Lo stesso dicasi per la linea H,. La costante e dell’espressione di N si determina poi 
mediante la condizione che per @=0 e 9=0, si abbia n=0. 

Per effetto del fattore e-r®, il secondo e il terzo termine dell’espressione di n 
diventano presto molto piccoli; per cui 7 tende a diventare costante e uguale 
al primo termine Re (che, naturalmente, coinciderà col valore di N trovato in db); 
ciò che conferma per altra via quanto si è detto nel penultimo capoverso di b). 
Inoltre i valori delle funzioni È e g decrescono rapidamente al crescere di ®, per 
cui le reazioni provocate da forze orizzontali o da coppie sono irrilevanti se queste 
agiscono a una certa distanza dal bordo vincolato. Oltre al motivo analitico, questo 
fatto si spiega direttamente, osservando chela sollecitazione provocata da tali forze 
© coppie è rapidamente smorzata dalle reazioni opposte dalle strisce parallelo, e 
non si propaga intensa fino al bordo; oppure indirettamente, osservando che la 
deformazione del bordo g=—1,É=0 relativa al teorema di Land non si pro. 
paga intensa fino al parallelo caricato, e perciò in esso sono molto piccoli £ e ®, 
che danno il valore della reazione. 

Mediante le componenti n e È dello spostamento si può anche tracciare la 
deformata quotata di un meridiano, ossia la linea d’influenza integrale (n. 389) 
dell’effetto cercato, che consente di valutare l’effetto provocato da forze distri- 
buite lungo un parallelo generico e aventi un’inelinazione qualsiasi rispetto all'asse 
della cupola (es. 1473) (1%), 

d) Linea M,. Scrivendo le espressioni (1333) di É e dip pero =000 = da 
e uguagliandole rispettivamente a 0 e a — 1, risultano due equazioni dalle quali 
si ricava 
a Es 
vp” 

Se si vuole la linea M, per carichi verticali, si sostituiscono 0 e y nell’espres. 
sione (1333) di 7, che si calcola per © =0009 = 0» e si pone uguale a 0; e da 
tale equazione si ricava 


n 
paia Ga 


_(1+»)E 
Lo 29? sen 0, * 
Si ottiene così 


si, A _ - . i e’ sen (y0 + 77/4) — y cos Be-?* sen ro . 


E 
(0) n= s| 
Per ottenere le lince M, per forze orizzontali o per coppie, distribuite lungo 
qualsiasi parallelo, basta sostituire le costanti O e w trovate nelle espressioni 
(1333) delle funzioni £ e ®, che diventano 


(d), (e) = - sen 0e-?° sen y@ , p= V2e”° sen (yo — n/4). 


(1) Per maggiori particolari sulle linee d'influenza integrali nello studio delle cupole si veda 
la mia memoria: Le cupole resistenti alla flessione calcolate mediante linee d'influenza, « Annali del 
Lav. Pubbl. :, 1930, fasc. 9° e 10°, 
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Le tre funzioni 7, £, g danno i valori di M, provocato da forze verticali, o 
da forze orizzontali, o da coppie, uniformemente distribuite lungo un parallelo 
gonerico di raggio r, e di valore complessivo 1 - 277r,. Se invece hanno il valore 
di 1 kg/em o di 1 kgem/em, basta moltiplicare 7, £, 9 per sen 0/sen 0, (n. 709 b). 

e) Linea H,. Procedendo in modo analogo, ma tenendo conto delle condi- 


zioni É=—leg=0 al bordo, si ottiene 
LR _____ Ps IENE: |; LUPA 
WE dE yE sen 0” Lo y sen? @, ctg 0. 


Sostituendo nelle espressioni di 7, È, p, queste diventano 


call 1+v \ 
(A) ne al = 9, cos 0.)+ 
+. 7 2. Di T) e?” sen (70 + 2/2) + V/2 cos 0e-?° sen (yw + 2/4)] 
(9), (M) = en 0e-?° sen (yo + 7/4), (7) --î o. °° sen yo . 


Anche in questo caso valgono le considerazioni fatte in d). 

f) Nel caso delle cupole articolate al contorno, interessa la linea d'influenza 
della reazione orizzontale H., che si ottiene applicando al contorno reso libero 
una forza orizzontale H* tale da provocare lo spostamento È =— 1. Quindi le 
condizioni sono ÈÉ = — 1 cd M,=0 perw=0e0=0,. Si ottengono così per 
le varie linee d’influenza, relative a forze verticali, a forze orizzontali, a coppie, 
le espressioni 


te) n= è z, | “lar + cos 0) + 

+ Na: . n) e?” sen (y@w + 37/4) + cos 8 .6-?* sen (yo + 2/2) 
Do) E=- a 7,5% 0e-° sen (yw + 2/2), 
(m) p=— PE e-°° sen (7YW + 7/4). 


Esercizio 1472. — Cupola sferica incastrata al bordo e avente R=8 m,s = 
= 25 em, 0, = 60° (r, = 6,93 m). Calcolare le reazioni M, e H, provocate da 
carichi verticali non vicinissimi al bordo. 

Soluzione, Assumendo E =2-10% kg/cmq e y = 0,25 (1), si ha 

a=0,009157, B=7,8125, y=7,326; 
E, =0,001758, Pa = Ém = 0,00001859, Pm = 0,0000003931 3 
E=0,0002, =0. 


(1) Per usare gli stessi dati che usai in un esempio della memoria citata nella nota 138, 
nn. 22, 23. 


422 CAPITOLO VENTOTTESIMO 


a) Nel caso di M,, l'abbassamento del vertice risulta (n. 709 è) 


1 
f= 000001859 0,0002 = 10,76 cm, 

Perciò un carico P = 27693 = 4354 kg posto sul vertice, oppure distribuito 
lungo un parallelo generico abbastanza distante dal bordo, provoca un momento 
d’incastro 3, = + 10,76 kgem/em. Invece un carico P, = 2xr distribuito lungo 
un parallelo generico, ossia di 1 kg/em del parallelo, provoca un momento M.,= 
= 10,76 (sen 0/sen 0). 

3) Nel caso di Z,, l'abbassamento del vertice risulta (ctg 60° =0,57735) 


2 


1 = Grooirza 0:0002— 0,57735 = — 0,805. 


Perciò il carico P = 4354 kg posto sul vertice, oppure distribuito lungo un pa- 
rallelo generico abbastanza distante dal bordo, provoca una reazione orizzontale 
H, = — 0,805 kg/om (19), 


Esercizio 1473. — Idem; determinare le linee d’influenza di 3 « relative a forze 
verticali, orizzontali e a coppie. 


Soluzione. Le equazioni (c), (d), (e) diventano 


n = 10,76— 13,18 


LO n e 
sg sen (70 + 2/4) — 109,22 cos 0e-?° sen yw 


È = 109,22 sen 0e-”° sen y@ , q = 1,414e?° sen (yo — 7/4). 


Per diversi valori di @ e 0, queste funzioni hanno i seguenti valori: 


= 0=0 0=60 n= 0 E= 0 g=—1 
50 = 0,0873 550 — 17,36 + 28,16 — 0,109 
100 = 0,1745 500 — 12,17 + 22,30 + 0,186 
20° = 0,3491 400 + 7,49 + 3,00 + 0,107 
300 = 0,5236 300 + 12,63 — 0,75 + 0,003 
400 = 0,6981 20° + 11,41 — 0,21 — 0,008 
50° = 0,8727 10° + 10,64 + 0,00 — 0,001 
60° = 1,0472 0° + 10,76 0 "0 


Questi valori sono sufficientemente concordi con quelli che trovai (nota 138) 
usando la soluzione rigorosa delle cupole sferiche e con procedimento molto più 
faticoso. In particolare, per @ = 60° trovai n = 11,472, per cui la differenza 
è di 6,2%. Si noti però che la cupola ha uno spessore forte, ciò che rende questo 
esempio sfavorevole all’approssimazione della soluzione semplificata. Nell’eser- 


(*°) Come controllo di questo risultato e di quello trovato in a), calcoliamo È, 0 9, al bordo 
per effetto del carico P= 4354 kg e delle reazioni 7, ed M,. La Hy in più del regime di mom- 
brana vale Z/= — 0,805 + 0,577 = — 0,228 kg/em. Quindi risulta 


E, = + 0,0002— 0,228 * 0,001758 + 10,76 - 0,00001859 = —0 . 
Pe = 0—0,228 - 0,00001859 + 10,76 * 0,0000003931 = —U, 


Er 
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cizio 1475 troveremo risultati molto meglio approssimati. Inoltre, per lo stesso 
motivo, i valori di 7 sono ancora sensibilmente variabili fino in prossimità del 
vertice della cupola. 

Mediante le componenti 7 © £ si è tracciata la linea d’influenza integrale di 
M, (fig. 1530), usando per gli spostamenti la scala 1 cm = 20 kgem/em. 


Fig. 1530. 


Fsercizio 1474. — Idom; determinare le linee d'influenza di If, 
Soluzione. Le equazioni (f), (9), (3) diventano 


n =— 0,805 + 0,197 1 0-7" sen (y@ + 2/2) + 1,033 cos 0.07?” son (y@ + 22/4) 
È = — 1,633 sen 0e-?° son (yw + 2/4), p= — 0,021167°° sen y@ + 
Quindi si ottiene 
o= 0=0 6=60 n= 0 E=-1 g= 0 
50 = 0,0873 55° — 0,214 — 0,699 — 0,0067 
10° = 0,1745 500 — 0,527 — 0,307 — 0,0056 
20° = 0,3491 400 — 0,920 + 0,080 — 0,0009 
300 = 0,5236 300 — 0,814 + 0,002 + 0,0003 
40° = 0,6981 200 — 0,795 — 0,003 + 0,0001 
500 = 0,8727 10° — 0,801 — 0,000 — 0,0000 
600 = 1,0472 0° — 0,805 (0) n= 0 


Anche questi valori concordano abbastanza bene con quelli che ottenni usando 
la soluzione rigorosa. 


Esercizio 1475. — Consideriamo ora una cupola di piccolo spessore, per otte- 
nere risultati molto meglio approssimati : R=15m,s=5cm,0,= 909 
Soluzione. Assumendo E = 2 - 105 kg/cmq e y = 0,1, si ha 


a=0,01516, f=04444,  y=22,74; 
«n= 0,0010384; Én=0,001650, ga=0. 
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a) Limitandoci a studiare la linea M,, per carichi verticali si ha (n. 709 db) 


ni 
f= 0001034 0:001650 = 1,596. 


Questa f dà il valore del momento M, provocato dal carico P = 2rr, = 
= 9425 kg. 
6) L’equazione (e) diventa 
n = 1,596 — 2,257 Pn. e” sen (7 + 77/4) — 65,98 cos 0'e-?° sen y@.. 


Quindi si ottiene 


= 0=0 0=90 n= 0 
5° = 0,0873 850 + 0,759 
10° = 0,1745 800 + 1,798 
200 = 0,3491 700 + 1,586 
300 = 0,5236 600 + 1,596 
40° = 0,6981 500 + 1,596 


Questi valori di 7 sono già pressochè costanti a partiro da © = 20°, Ciò è 
dovuto al valore elevato del rapporto R/s, e quindi anche di Y; che rende molto 
rapido lo smorzamento; e anche al fatto che nel caso di 0, = 90° la rotazione 
P:=—1, con È, =0, non provoca spostamenti n negativi in prossimità del 
bordo. 

c) In questo caso si ottiene una buona approssimazione anche se si ritiene 
che 7 sia costante fino al bordo e uguale a + 1,596, come si riconosce calcolando 
ad es. il momento M, provocato dal peso proprio o dal peso della neve e con- 
frontandolo col valore che si ottiene direttamente. 

Il peso proprio della cupola è (Ym = 2400 kg/me) 


Q=2715°-0,05-2400 = 169600 kg, 
e il momento d’incastro risulta 


__ 1,596 
°° 9425 


Invece il momento calcolato mediante la formula dell’esercizio 1453 è M,= 26,31 
kgem/em; per cui l’errore commesso è di 9,2%. 
Il peso della neve sull’intera cupola è (p, = 100 kg/mq) 


Q= 100715" = 70690 kg, 


e il momento d’incastro risulta 


169600 = 28,72 kgem/em. 


1,596 
MU,= 9425 70690 = 11,97 kgem/em, 
Invece il momento calcolato mediante la (1355) è = 12,80 kgem/em; per 


cui l’errore è di 2,7%. È naturale che nel caso della neve l’errore sia minore che 
nel caso del peso proprio, perchè in corrispondenza delle ordinate meno costanti 
si ha un peso minore (causa l'inclinazione della cupola). 
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Esercizio 1476. — La cupola dell’esercizio 1475 è articolata al bordo. Deter- 
minare la linea H, per carichi verticali. 
Soluzione. L’equazione (i) diventa 


1 T) e-?° sen (yo + 377/4) + cos 0.e-?° sen (yY@ + 7/2). 


n= 
Quindi si ottiene 
= 0=0 0=90 = 0 

5° = 0,0873 85° — 0,0334 
10° = 0,1745 80° — 0,0264 
20° = 0,3491 70° — 0,0242 
30° = 0,5236 600 — 0,0242 
40° = 0,6981 500 — 0,0242 


710. Riepilogo delle proprietà delle lastre di rivoluzione. 


A questo punto vale la pena di ricordare e di riunire le varie pro- 
prietà che abbiamo man mano riconosciute, riguardanti le lastre di rivo- 
luzione caricate con simmetria radiale. Tali proprietà hanno tutte una 
causa comune, che è l’azione frenante esercitata dalle strisce disposte 
secondo i paralleli sulla deformazione delle strisce disposte secondo i 
meridiani. Essa costituisce la caratteristica dominante di queste strut- 
ture, e rende il loro comportamento statico sostanzialmente diverso da 
quello di quasi tutte le altre strutture, e in particolare delle travi. Alcune 
proprietà riguardano il regime di membrana, cioè gli effetti (sollecitazioni 
e deformazioni) provocati dalle forze esterne agenti sulla superficie della 
lastra pensata illimitata; altre riguardano gli effetti provocati da forze 
H e da coppie M uniformemente distribuite lungo il bordo della lastra 
o lungo un parallelo intermedio. Ricorderemo anche le principali conse- 
guenze di tali proprietà, alcune delle quali sono veramente singolari, e 
che di solito rendono il comportamento di queste strutture particolar- 
mente vantaggioso. 

a) Le proprietà che riguardano il regime di membrana sono le seguenti. 

La struttura è rigidissima, cioè le sue deformazioni sono molto pic- 
cole (n. 668 e) (si vedano anche i nn. 710 d, 748 a). 

I soli sforzi S, ed S, sono sufficienti per fare equilibrio alle forze 
esterne agenti sulla superficie della lastra, anche in assenza dei momenti 
flettenti M, ed M, e del taglio 7 (n. 658). 

I momenti M, ed M, e il taglio 7 esistono, ma sono piccolissimi, e 
tanto minori quanto più lo spessore s è piccolo rispetto ai raggi È, ed 
E, (n. 656 d). 

Si hanno dunque praticamente soltanto gli sforzi normali S, ed Sa, 
quali che siano la distribuzione delle forze esterne e la forma del me- 
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ridiano; per cui non occorre adattare la forma della lastra alla distribu- 
zione dei carichi (a differenza da ciò che si fa negli archi) (n. 658). 

Nel caso delle lastre di spessore non piccolissimo, gli sforzi normali 
N; ed N, differiscono pochissimo da quelli 8, ed S, che si avrebbero nel 
caso della membrana; per cui si possono sostituire con questi (che sono 
più semplici, almeno concettualmente, essendo determinati dalle sole 
condizioni di equilibrio) (n. 697 a). 

Lo spostamento £ e la rotazione 9 in corrispondenza di un parallelo 
qualsiasi dipendono soltanto dai valori di S, e di S, nell’intorno del pa- 
rallelo stesso (n. 670 a). 

3) Le forze e le coppie agenti lungo il bordo (o i bordi) provocano 
un'alterazione del regime di membrana, ossia generano delle sollecita- 
zioni di flessione e taglio che non sono trascurabili. Tuttavia questi effetti 
si smorzano rapidamente, e in modo oscillatorio, al crescere della distanza 
dal bordo, perchè le strisce parallele, che devono a loro volta deformarsi, 
si oppongono, e frenano rapidamente la deformazione delle strisce me- 
ridiane (le quali si comportano così come le travi su appoggio elastico 
continuo sollecitate a un’estremità). Perciò tale alterazione si riduce a un 
effetto locale. Anche le forze H e le coppie M eventualmente agenti lungo 
un parallelo intermedio generano soltanto degli effetti locali (n. 698 a). 

Tale smorzamento rende possibile la soluzione semplificata di Gecke- 
ler per la lastra sferica, che è tanto meglio approssimata quanto più ra- 
pido è lo smorzamento, ossia quanto maggiore è il valore di y (n. 698 5, c). 

La soluzione di Geckeler consente di ottenere i coefficienti elastici 
espressi da formule molto semplici (n. 699). 

I coefficienti elastici sono applicabili con buona approssimazione an- 
che alle lastre di forma diversa da quella sferica, sostituendo a esse la 
lastra sferica equivalente (n. 700). 

I coefficienti elastici di un bordo non cambiano praticamente se la 
lastra ha un secondo bordo (non molto vicino al primo), e non dipen- 
dono dalle condizioni di vincolo del secondo bordo; per cui hanno valori 
univoci (nn. 680 c, 699 d). 

Anche la rigidezza del bordo (o di un parallelo intermedio) ha un’e- 
espressione molto semplice e un valore univoco (nn. 701, 719 B). 

Perciò lo studio delle lastre vincolate al suolo è molto semplice. Le 
reazioni del vincolo non dipendono praticamente dall’esistenza di un 
secondo bordo e dal tipo di vincolo di questo. Esse dipendono soltanto dal 
valore della risultante @ dei carichi e non dalla loro distribuzione (nn. 670 b, 
702 c). Un sistema di forze H o di coppie M uniformemente distribuite 
lungo un parallelo non vicinissimo al bordo non provoca reazioni (n. 702 c). 
Di queste ultime proprietà si ha la conferma se si pensa al teorema di 
Land (n. 709 c). 

Anche lo studio delle strutture costituite da più lastre curve solidali 
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tra loro è molto semplice, come vedremo in C), poichè ogni bordo comune 
a più lastre si studia indipendentemente dagli altri bordi. Nei casi in cui 
è possibile usare le rigidezze (cioè quando il bordo ha spostamento È 
nullo o quasi nullo), lo studio si riduce a ripartire la somma — ZM dei 
momenti d’incastro perfetto proporzionalmente alle rigidezze delle varie 
parti che concorrono nel bordo (analogamente a ciò che si fa per le travi 
in parallelo n. 462 5, c). E non occorre un procedimento analogo a quello di 
Cross (!4), perchè tale ripartizione dà senz'altro i risultati giusti, essendo 
le varie rigidezze indipendenti dai vincoli degli altri bordi. Inoltre sono 
evitate le trasmissioni di momenti da un bordo all’altro (in virtù dello 
smorzamento rapido). 

Pertanto, lo studio delle strutture costituite da più lastre curve (ad 
es, i serbatoi) è sostanzialmente più semplice dello studio dei telai. 

0) Le più importanti e preziose di tali proprietà sono: 1°) l’assenza 
pressochè completa dei momenti flettenti nella maggior parte della la- 
stra (cioò ad eccezione di brevi zone prossime ai bordi vincolati), quali 
che siano la forma del meridiano e la distribuzione dei carichi, e anche 
in presenza di cedimenti simmetrici del vincolo; 2°) la grande rigidezza 
della lastra, che rende piccolissime le deformazioni (essendo queste do- 
vute soltanto agli sforzi normali N, ed Na; v. la nota 8 del Cap. XX). 

In virtù del primo fatto le tensioni sono modeste, riducendosi alle 
o,= N,/s e 01 = Na/s dovute allo sforzo normale (14); e rimangono tali 
anche se si adottano piccoli spessori (tanto più che il peso proprio pro- 
voca delle tensioni indipendenti dallo spessore stesso). 

La riduzione dello spessore al disotto di un certo valore potrebbe 
essere vietata dal pericolo di fenomeni d’instabilità dell’equilibrio ela- 
stico (14). Ma la grande rigidezza delle lastre di rivoluzione (che per quanto 
si è detto dianzi sussiste anche se lo spessore è piccolo) rende questi 
fenomeni del tutto eccezionali (14); per cui lo spessore può essere ridotto 
a valori veramente esigui anche per le cupole di grandi dimensioni (145). 


(8) Cioò non occorre pensare che gli eventuali bordi contigui siano provvisoriamente inca- 
strati in modo perfetto, come si fa per i nodi contigui a quello che si studia, quando si usa il 
metodo di Cross. 

(**) Queste tensioni sono molto piccole perchè sono uniformemente ripartite nello spessore. 
Quindi il materiale è utilizzato nel modo migliore possibile, come nel caso delle travi soggette 
a solo sforzo normale. Perciò questo strutture si trovano in condizioni veramente ideali. 

Non si può dire la stessa cosa delle tensioni corrispondenti alle sollecitazioni locali gene- 
rate dalle reazioni del vincolo (n. 702 f). 

() Anche negli archi le tensioni (di compressione) sono modeste quando si riesce a rendere 
la curva delle pressioni quasi centrata. Però basta un cambiamento della distribuzione del carico, 
o un cedimento dei vincoli, per far apparire dei momenti flettenti e por far crescere le tensioni, 
Inoltre non si può ridurre molto lo spessore, perchè ben presto l’equilibrio diventa instabile 
(Cap. XXXIII, C). 

(4) Anche nelle lastre curve si possono manifestare fenomeni d’instabilità, ma essi richie- 
dono l’intervento di forze molto rilevanti (Cap. XXXIII, F). 

(*) Rispetto alle cupole costruite nei tempi passati, che avevano forti spessori, le moderne 
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d) Da un punto di vista più generale (v. anche il n. 748 a), le lastre a 
doppia curvatura sono pochissimo deformabili perchè hanno una forma 
propria (n. 658 5), cioè non sono sviluppabili in un piano nè trasforma» 
bili in un’altra superficie; per cui (a differenza dalle lastre sviluppabili) 
non sono possibili le deformazioni per sola flessione, cioè senza che av- 
vengano anche dilatazioni positive 0 negative nella superficie media, e 
queste sono sempre molto piccole perchè dovute agli sforzi normali, 


711. Il caso della lastra circolare piana. 


Le strutture costituite da più lastre curve contengono spesso anche 
lastre circolari piane, che funzionano come solai. Perciò è necessario 
conoscere anche per queste lastre i coefficienti elastici e le rigidezze. 

a) Il coefficiente £, si ottiene ponendo g= 1 nella (915); il coeffi- 
ciente gm Si ottiene ponendo m=1 nella (989); i coefficienti Pr = Én 
sono evidentementi nulli. Risulta così 


(80 feta vietano, eo 


0) La rigidezza a flessione è data da 1/pn (N. 701 d), e quella a 
traslazione (n. 701 c, d) è data da 1/É,. Perciò si ottiene 


_ (1+»)B e Ls Es 
(1958) eta "imp Veg Dos 
0) 1 coefficienti (1857) si possono scrivere 
(a) f&i= 0872, pi =én=0, Pn= 1075. 


Invece i coofficienti (1337) delle lastre curve, sostituendo in essi le espressioni 
(1336) di a e f, si possono scrivere 


= 2,612 ]/fe Sn bo SEI PIRO = 9841) __ 
0) fi= 262 y o Pin IAT Pa 8875 Vr = 
Dal confronto delle (a) e (3) si riconosce che i coefficienti delle lastre piane e quelli 
delle lastre curve sono sostanzialmente diversi tra loro. 
Se 0, non è molto piccolo, il primo coefficiente (3) è maggiore del primo coef- 
ficiente (a) (tanto più quanto maggiore è 7, sen 0:/s), perchè nelle lastre curve 


cupole di cemento armato hanno spessori ridottissimi nonostante le dimensioni talvolta gran- 
diose. Così le cupole semisferiche dei Principali planetari, con diametri intorno ai 25 m, hanno 
lo spessore di 6 cm; la Schottkuppel di Jena, a forma di calotta sferica, avente 40 m di diametro 
all'imposta e la freccia di 7,87 m (0, = 45°, R = 28,28 m), halo Spessore di 6 cm; la cupola del- 
l'officina elettrica di Francoforte, di 26 m di diametro e 3,50 m di freccia (R = 25 m), ha lo spes- 
sore di soli 4 cm, 


LE LASTRE CURVE (TUBI, CUPOLE, SERBATOI) 429 


È, è dovuto prevalentemente alla flessione delle strisce meridiane, mentre nelle 
lastre piane è dovuto soltanto all’estensione. Invece il terzo coefficiente (b) è 
minore del terzo coefficiente (a), perchè nelle lastre piane @m è dovuto alla fles- 
sione che avviene liberamente (n. 698 a), mentre nelle lastre curve è frenata dalle 
strisce parallele. Inoltre nelle lastre piane è nullo il coefficiente gn = Ém (149). 


Esercizio 1477. — Calcolare i coofficienti elastici e le rigidozze di una lastra 
circolare piana di ferro avente r, = 80 em, s = 4 mm, e confrontarli con quelli 
della calotta dell’esercizio 1428. 

Soluzione. a) Le (1357) danno É, =0,00007, Pm = 0,00525. 

Le (1358) danno W = 190,5, W, = 14286. 

b) Rispetto ai coefficienti della calotta, E, è circa 37 volte minore ® @m è 
circa 10 volte maggiore. 

La rigidezza W è circa 20 volte minore (n. 701 d). 


712. Le cupole molto ribassate. 


Come si è osservato nel n. 6985), nel caso di cupole molto ribassate, cioè 
avonti 0, piccolo e 0 generico ancora minore, la soluzione di Geckeler non è at- 
tendibile, perchè nelle (a) del n. 698, pur essendo piccola la funzione e la sua 
derivata prima rispetto alla derivata seconda, non è lecito trascurare nel primo 
membro il secondo e il terzo termine rispetto al primo. Per conseguenza anche i 
coofficienti elastici non sono validi (14°). 

Ciò è anche confermato dal fatto che i coefficienti elastici (a) delle lastre cir- 
colari piane (n. 711 c) hanno espressioni sostanzialmente diverse da quelle (b) 
delle lastre curve; e le (b) non s’identificano con le (a) quando 0, tende a zero. 
Infatti, il primo coefficiente tende a zero, il terzo tende all’infinito, mentre il 
secondo è indipendente da 0,, e non è nullo. 

La continuità del comportamento statico nel passaggio dalle lastre curve 
alla lastra piana è rispettata soltanto dalle soluzioni rigorose delle equazioni 
generali (1326) (147). 

Tuttavia l'inconveniente non è grave, perchè i coefficienti elastici (1337) 
danno valori sufficientemente approssimati anche per 0, = 20° + 10°, specie se 
s/R è piccolo. Cupole ancora più ribassate si usano raramente. 


T13. Le lastre aventi il raggio E, e lo spessore variabili. 


Nel caso dello spessore s costante e del raggio PR, variabile si hanno ancora 
due equazioni analoghe alle (1326), dove l'operatore L(...) di Meissner è più 


(**) Si potrebbe osservare che 9a è rigorosamente nullo, mentre &m è estremamente piccolo 
ma non è nullo (è infinitesimo del secondo ordine se si considerano gli spostamenti : infinitesimi 
del primo ordine; n. 192 b); ciò che potrebbe far dubitare della validità del teorema di Maxwell. 
Ma si deve ricordare che questo teorema considera soltanto gli spostamenti infinitesimi del primo 
ordine. 

(*°) Per il caso delle cupole molto ribassate sì veda la memoria di J. W. GEOKELER: Zur 
Theorie der Elastizitàt flacher rotationssymmetrischer Schalen, « Ingonieur-Archiv », 1930, pag. 255. 


Il 
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complesso ed è 


dA... dà U... g* 
O Meri + (Fot+ pe, 


inoltre in luogo della funzione 7 si ha la U = R,T, e i secondi membri delle due 
equazioni sono — EsR,g e (R,/B)U. 

Se poi è variabile anche s, le due equazioni suddette non contengono più lo 
Stesso operatore I(...), bensì due operatori un po’ diversi. Il primo, I,(U), dif- 
ferisce da (a) per avere nella parentesi quadra un terzo addendo — (R3/R,8)ds/40, 
© il moltiplicatore di (...) modificato in — [(R,/R,) ctg*0— (v/s) ctg 0 .ds/d01; il 
secondo, L,(g), differisce da (a) per avere nella parentesi quadra un terzo ade 
dendo + 3(2/,s)ds/40, e il moltiplicatore di (...) modificato in —[(R,/P,) ctg 0— 
— 3(7/s) ctg 0 4s/40). 

L'integrazione di tali equazioni differenziali è, naturalmente, molto più ardua, 
e riesce soltanto in qualche caso particolare (188), 

Oltre alle questioni riguardanti le cupole, interessa, in questo campo, anche 
lo studio dei tubi a parete ondulata (149), 


714. Problemi più complessi. 


a) Nei nn. 671, 672 studiammo gli effetti provocati da forze esterne 
non simmetriche, ad es. il vento, in una lastra di rivoluzione considerata in re- 
gime di membrana. Si presenta poi il problema della valutazione delle sollecita- 
zioni al bordo e della loro propagazione a distanza dal bordo stesso, nella cupola 
vincolata e considerata naturalmente resistente anche a flessione (150), 

Il problema delle cupole appoggiate soltanto in tratti isolati del loro bordo 
(n. 673 c) si può studiare in modo corretto solo usando la teoria delle lastre curve, 
che consente di soddisfare le condizioni di vincolo al bordo (15), 


(1) Si vedano le memorie di E. MEISSNER: Ueber Elastizitàt und Festigkeit dinner Schalen, 
«Vierteliahr. d. nat. Ges. », Zurigo, Bd. 60, 1915, pag. 23; di F. TOLEE: Zur Integration der Dif- 
ferentialgleichungen der drehsymmetrisch belasteten Rotationsschale bei belicbiger Wandstdrke, «Ine 
genieur-Archiv », 1938, pagg. 282-288. 

Per il caso della lastra sferica di spessore variabile si veda M. F. SPOTTS: Analysis of sphe- 
rical shells of variable wall thickness, « Journal of applied Mech. », Trans. A. S. M. E., New York, 
1939, n. 3, pag. 97. 

Per il caso della lastra conica di spessore proporzionale alla distanza dal vertice si veda 
la memoria di E. MEISSNER già citata, e la soluzione di E. HONEGGER: Festigleitsberech- 
nung von Kegelschalen mit linear verinderlicher Wandstirke, Dissertazione, Zurigo, 1919. Si veda 
anche E. LICHTENSTERN: Die biegungsfeste Kegelschale mit linear vertinderlicher Wandstdrke, « Zs. 
f. angew. Math. u. Mech. », 1932, pag. 347. 

Per il caso dei fondi di recipienti si veda ad es. F. SCHULTZ-GRUNOW: Die Festigkeitsberech- 
nung achsensymmetrischer Bòden und Deckel, «Ingenieur-Archiv », 1933, pag. 545. 

Altri casi sono studiati con procedimento approssimato, ad es. nella memoria di J. W. GECc* 
KELER citata nella nota 91. 

(!*) V. ad es. K. STANGE: Der Spannungscusiand einer Ereisringschale, «Ingenieur-Archiv » 
1931, pag. 47. 

(*°) E. SCHWERIN, seconda parte della memoria citata nella nota 79. 

Si veda anche A. HavERS: Asymptotische Biegetheorie der unbelasieien Kugelschale, «Inge» 
nieur-Archiv », 1935, pag. 282. 

(151) A. AAS JAKOBSEN: Beitrag sur Theorie der Kugelschale auj Einzelstiùizen, «Ingenieur- 
Archiv », 1937, pag. 275. 
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C) STRUTTURE COSTITUITE DA PIÙ LASTRE CURVE. SERBATOI. 


715. Considerazioni generali. 


a) Nelle moderne costruzioni metalliche o di cemento armato sono 
frequenti le strutture costituite da più lastre di rivoluzione (eventual- 
mente anche con lastre circolari piane e con travi ad anello di cintura), 
due o più delle quali sono solidali tra loro lungo un bordo comune. Ad 
es., nei serbatoi Intze (n. 724) la parete cilindrica è solidale in basso col 
controfondo conico e con una trave ad anello, e in alto è solidale con 
l'eventuale cupola di copertura; mentre il fondo sferico e il controfondo 
conico sono solidali tra loro e con una seconda trave ad anello. 

Lo studio di queste strutture riesce molto semplice (*5°) usando i coeffi- 
cienti elastici e le deformazioni di membrana, e ancora più semplice 
quando lo spostamento di un bordo è nullo e perciò si possono usare le 
rigidezze. Sia dal punto di vista concettuale che da quello pratico delle 
operazioni da eseguire, tale studio è analogo a quello delle strutture co- 
stituite da travi. Anzi è notevolmente più semplice, perchè le deforma- 
zioni di uno dei bordi di una lastra di rivoluzione avente due bordi non 
sono sensibilmente influenzate dal comportamento dell’altro bordo (se i 
due bordi non sono molto vicini tra loro); per cui da un bordo all’altro 
non vengono trasmesse sollecitazioni sensibili (n. 680 c), come invece ac- 
cade nei sistemi di travi, nei quali un nodo trasmette delle azioni con- 
siderevoli ai nodi circostanti. La conseguenza di questa proprietà carat- 
teristica delle lastre di rivoluzione è che nel caso di strutture molto com- 
plesse, aventi due o tre bordi comuni a più lastre (come ad es. i serbatoi 
Intze), si calcolano le reazioni mutue in corrispondenza di ciascun bordo 
indipendentemente dal comportamento, ossia dai vincoli, degli altri bordi. 
In altri termini, i coefficienti elastici e le rigidezze delle varie lastre che 
concorrono nel bordo comune (in corrispondenza del quale esse sono col- 
legate tra loro în parallelo; n. 455) hanno valori ben definiti, cioè univoci, 
perchè praticamente indipendenti dal comportamento, ossia dal vincolo, 
dell’eventuale altro bordo. I collegamenti în serie (cioè di varie lastre 
che si susseguono; n. 456) non interessano (causa la suddetta mancanza 
delle trasmissioni). 

Il calcolo delle reazioni mutue fra le varie parti concorrenti nel bordo 
comune si può effettuare con diversi metodi: 1°) usando i coefficienti 
elastici delle varie parti, nel qual caso si uguagliano gli spostamenti £ 


(1) O. BELLUZZI: Lo studio delle strutture costituite da lastre curve, « Bollettino della Un. Mat. 
Italiana », 1948; «Acc. d. Scienze », Bologna, 1948; note VII, VIII, IX della memoria citata in (‘*). 
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e le rotazioni g dei bordi delle varie parti (n. 717); 2°) usando i coeffi- 
cienti elastici dell’insieme di due parti (nn. 718, 719), che consentono 
di ridurre il numero delle equazioni quando le parti collegate in parallelo 
sono più di due (n. 720); 3°) usando il metodo delle deformazioni, col 
quale si hanno due sole incognite qualunque sia il numero delle parti 
concorrenti (n. 721); 4°) usando le rigidezze, in quei casi in cui è nullo 
(0 circa nullo) lo spostamento £ del bordo comune, ciò che riduce il cal- 
colo a ripartire — ZI proporzionalmente alle varie rigidezze (n. 722). 

b) Le reazioni mutue così ottenute tengono conto della solidarietà 
delle varie parti, ossia della situazione effettiva, e possono essere sostan- 
zialmente diverse da quelle che si ottengono in base a ipotesi arbitrarie. 
Ad es., nel caso dei serbatoi cilindrici ad asse verticale si calcola di so- 
lito il momento alla base della parete supponendo che questa abbia in 
basso un incastro perfetto oppure un semi incastro. In realtà, se la parete 
è solidale con un fondo piano, che è soggetto al peso del liquido, il fondo 
si deforma costringendo la parete a ruotare in dentro, ossia a comportarsi 
come più che perfettamente incastrata: così che il momento alla base 
di questa può essere notevolmente maggiore di quello d’incastro per- 
fetto (es. 1511, 1512). Il momento vero si ottiene dunque soltanto se si 
tiene conto delle deformazioni delle due parti e se si uguagliano le defor- 
mazioni dei loro bordi. 

c) Giova osservare che quando si sia certi della effettiva solida- 
rietà delle varie parti (ad es., nel caso di strutture metalliche, quando 
il collegamento sia effettuato mediante saldature accurate; nel caso del 
cemento armato, quando si siano evitate riprese del getto in corrispon- 
denza del bordo comune), i risultati del calcolo delle reazioni mutue pos- 
sono ritenersi del tutto attendibili (sempre che nell’intorno le tensioni 
non raggiungano valori tali da provocare deformazioni plastiche). Lo 
stesso non può sempre dirsi nel caso di una lastra di rivoluzione vincolata 
al suolo, poichè, come si è già osservato (n. 702 d), bastano cedimenti 
anche molto piccoli per alterare profondamente le reazioni staticamente 
indeterminate. Nel caso presente, invece, non si tratta di cedimenti, 
bensì di deformazioni delle varie parti, uguali tra loro al bordo in virtù 
della solidarietà, delle quali si tiene conto in modo sicuro; cioè si consi- 
dera la condizione effettiva di vincolo elastico al bordo di ciascuna lastra. 

d) Nel caso di una lastra sferica, ottenute le reazioni 7) ed M, 
si possono determinare i valori delle costanti C e 4 (come nell’esercizio 
1455), che consentono di calcolare, mediante le (1333), le sollecitazioni e le 
deformazioni in ogni altro punto (da aggiungere a quelle di membrana). 

Ciò non è possibile nel caso di lastre per le quali non si conosce una 
soluzione analoga alla (1333); tuttavia è sufficiente conoscere ciò che 
accade al bordo, perchò gli effetti si smorzano rapidamente a partire 
da esso. Il momento M, consente di calcolare la tensione o = 6../s%, 
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o di determinare i ferri necessari nel caso di lastre di cemento armato; 
la forza H/ consente di calcolare lo spostamento £, = Hf&, + &, dal 
quale dipendono e, e 02, e quindi anche i ferri periferici (es. 1383 d). 

Pur essendo locali, gli effetti dovuti alle reazioni al bordo possono 
essere pericolosi, perchè provocano facilmente delle lesioni locali, che si 
devono evitare mediante opportuni rinforzi, 


716. Le travi ad anello. 


Prima di addentrarci nello studio delle strutture complesse, è oppor- 
tuno stabilire le espressioni dei coefficienti elastici e quelle delle rigidezze 
anche per le travi ad anello, che spesso fanno parte di tali strutture, e 
che di solito sono situate in corrispondenza del bordo comune a due (0 
a più) lastre. 

a) Se la trave è soggetta a un sistema di forze radiali H per unità di 
lunghezza dell’asse geometrico di raggio R, ragionando come nell’esercizio 66 
o come nella nota 3 si trova che lo sforzo normale N nella trave è dato 
da N= HR; per cui si ha c= N/A= HR/A, 8=0/E= HR/EA, 
Eé= 4AR=eR= HR*/EA. Quindi, ponendo H= 1, il coefficiente ela- 
stico £, risulta espresso da £, = R°/FA. 

Il coefficiente gn si deduce dalla (770) ponendo m=1, e risulta 
espresso da gn = R*/EJ. 

I coefficienti misti g, = Én sono evidentemente nulli. 

Risultano così le espressioni 


î 


RR? 
(1359) i = pa: 


r—a - { PE 
Pr = n= 0} PZ FI° 


b) La rigidezza alla rotazione è data da 1/9m (n. 701 d), mentre 
la rigidezza alla traslazione è data da 1/é,.. Si ha così 


E E 
(1360) gti W= » ù 


Esercizio 1478. — Calcolare i coefficienti elastici e le rigidezze di una trave 
ad anello di cemento armato, avente la sezione rettangolare larga 40 cm e alta 
60 em, e il raggio medio R = 4 m. 

Soluzione. Si ha 4 = 2400 emq, J = 720000 em; quindi, assumendo £ = 
= 2105 kg/cmq, le (1359) danno 


É, = 0,0003333, Pn = ÈEmn=®, Pm = 0,000001111. 
Le rigidezze risultano 


W = 900000, I, =3000. 
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717. Strutture complesse. Studio mediante i coefficienti elastici. 


Dopo quanto si è detto nei nn. 706, 710, 715, il procedimento me- 
diante i coefficienti elastici è ovvio, ma tuttavia ne diamo un rapido 
cenno. 

a) Consideriamo da prima il caso in cui nel bordo comune concor- 
tano due sole lastre a e d, ad es. una cupola soggetta a forze esterne di 


risultante @ e una lastra cilindrica (fig. 1531 a). Separiamo le due lastre 


Fig. 1531. Fig. 1532. 


e applichiamo a ciascuna le reazioni mutue V, H., M,. (fig. 1531 b). La 
V è nota e vale V=@Q/2wr,, mentre H, ed M, sono staticamente 
indeterminate. Se la lastra « ha 0, + 90°, sostituiamo la Y con una com- 
ponente N, secondo la tangente al meridiano, che è lo sforzo di mem- 
brana, e con una componente orizzontale H, = V/tg 0.; così che al suo 
bordo agiscono N, H,= H.+ H, ed M, (fig. 1531 c). La lastra 5 è sog- 
getta a V (che non provoca deformazioni £ e 9), ad H, e ad M.. 

Le equazioni determinatrici di H, ed M, si ottengono imponendo che 
i bordi delle due lastre abbiano lo stesso spostamento £ e la stessa rota- 
zione g, in virtù della solidarietà che prima esisteva; e scrivendo le de- 
formazioni £ e g come somme di quelle £, e g, che si hanno in regime 
di membrana e di quelle dovute alle reazioni H ed M agenti lungo il 
bordo, che si esprimono in modo molto semplice mediante i coefficienti 
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elastici (facendo naturalmente attenzione ai segni da attribuire ai vari 
termini e usando ora H7 ora H. (15°). 
Si vedano gli esempi degli esercizi 1479-1485. 

3) Consideriamo ora il caso in cui nel bordo comune concorrano 
tre strutture, ad es. una cupola a soggetta forze esterne di risultante 
Q, una parete cilindrica d e una trave ad anello di cintura (fig. 1532 a). 
Separiamo le tre parti e applichiamo V, H,, M alla cupola, Hz, M 
alla lastra cilindrica, — (7, + H), — (M. + IM) alla trave (fig. 1532 Db). 
Quindi sostituiamo la V applicata alla cupola con N, e Hj= V/tg®, 
così che al suo bordo agiscono N,, H:1= H. + H ed M, (fig. 1532 c). 

Le equazioni determinatrici delle quattro incognite staticamente in- 
determinate H,, Ma, H,, M» si ottengono, nella forma più semplice, 
uguagliando gli spostamenti £ e le rotazioni pg del bordo della cupola e 
dell’anello, gli spostamenti é e le rotazioni g del bordo della parete ci- 
lindrica e dell’anello. 

Si veda l'esempio dell’esercizio 1486. 

c) Se nel bordo comune concorrono # strutture, le incognite stati- 
camente indeterminate sono 2(n —1). Il procedimento è del tutto ana» 
logo a quello indicato in b). 


Esercizio 1479. - Cupola sferica di copertura solidale con la sottostante pa- 
rote cilindrica (fig. 1533 a), alla quale è vincolata con articolazione (ad es. cer- 
niera Mesnager). Elementi della parete: r = 6 m, s = 30 em; elementi della 
cupola: 0, = 75°, R = r/sen 75° = 6,21 m, 8 = 20 €M, Ym 2400 kg/me = 0,0024 
kg/eme, Calcolare la spinta H, che la cupola, per effetto 
del suo peso proprio, trasmette alla parete. Y 

Soluzione. Assumendo E = 2 + 10% kg/emq e v=0, si 
ha per la parete Y 

a=0,009909, 8 =16,67, é,=0,001177; 
e per la cupola 

a=0,01181, f=10,37,  &,=0,002125; 
__0,0024 + 621 + 20 _ 


1,25882 
H,=— (— 2,368 - 0,25882) = + 0,613 kg/em ; 


0,0024 + 621? 0,96593 
È 2.108 1,25882 O:07419 =E-0,002394%0m1m1, Fig. 1533. 


Ni= — 2,368 kg/em, 


(*) Per la lastra cilindrica sottostante, che si comporta come una cupola rovescia (cioè 
avente il bordo in alto), non è necessario considerare negativo il coefficiente misto «n = Em 
(n. 699 4 e nota 21). È preferibile invece considerare tutti i coeMceienti in valore assoluto e fare 
attenzione al segno che si deve attribuire ai vari spostamenti e alle varie rotazioni, tenendo conto 
del verso di H e del verso di M. Nel caso della fig. 1531 c) il bordo della cupola subisce gli spo- 
stamenti + Hotna, + MoEma © le rotazioni + Hepra + M®mai mentre il bordo della lastra cilin- 
drica subisce gli spostamenti — I:èng, + Mofmp e le rotazioni + Hot na — Me®mb 
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Le reazioni mutue fra la parete e la cupola sono le H, e Y indicate nella 
fig. 1533 b) (consideriamo H, positiva se agisce in fuori sulla cupola, pur preve- 
dendo facilmente che in realtà agisce in dentro; esercizio 1480). Sostituendo nella 
cupola la V con lo sforzo N, di membrana e con la forza Hi, allo spostamento 
É, che si ha in regime di membrana si aggiunge lo spostamento £ provocato da 
H=H,+H,=H,+0,6,13 (fig. 1533 c). 

L’equazione determinatrice di H, si ottiene esprimendo che lo spostamento 
È (positivo se in fuori) è uguale per la cupola e per la parete (154); 


0,002394 + 0,002125 (2, + 6,13) =— 0,0011772, 


da cui si ricava H, = — 4,67 kg/em. 
Lo spostamento £, è dato dal primo o dal secondo membro dell'equazione, 
e risulta É, =+ 0,00550 cm. Quindi (es. 1383 3) la tensione nel calcestruzzo è 
G2,= 2-105-0,00550/600= 1,83 kg/emq, che è sopportata senza bisogno di ferri. 
Se poi si vuole studiare il regime statico ed elastico in tutti i punti della cu- 
pola (cioè per ogni valore di 0), le costanti 0 e v delle funzioni (1333) sono deter- 
minate dalle condizioni 


H=H,+H,= +1,46 kg/lem, M=0, per =0, 0=0,. 


Esereizio 1480. — Idem, essendo però 0, = 30° (r = 6 m, R=12 m). 

Soluzione. In questo caso, avendosi 0, < 51°%50’ e quindi al bordo uno sposta. 
mento di membrana £, negativo, cioè in dentro, si potrebbe credere che H, agisse 
in fuori sulla cupola; tuttavia è ancora in dentro, perchè per effetto di X. 1 lo spo- 
stamento È, complessivo è in fuori. Ripetendo il calcolo dell’esercizio 1479 si 
trova H, = — 14,05 kg/em. 


Esercizio 1481. — Cupola sferica solidale con una trave ad anello di cintura 
(fig. 1534 a). Elomenti della cupola: 0 = 45°, R =10 m, 8=20 cm, yn= 2400 
kg/me; elementi dell'anello: 60 x 60 cm di sezione, r = R sen 45° = 7,07 m. 
Calcolare le reazioni mutue H, ed M, provocate dal peso proprio della cupola, 

Soluzione. Assumendo E = 2 - 105 kg/cmq e v =0, si ha per la cupola 


a=0,009306, &=4; 
Én = 0,002326, ga =En=0,00003062, , = 0,0000008059 ; 


. N,=— 28,12 kg/em, H, = 19,88 kg/em; 
É,=—0,001072 cem, —,=+0,00001768; 


M © per l’anello si ha & = 0,0006944, Pm = 0,000002315, 
7 1 Le equazioni che determinano le reazioni incognite 
H 5; | b) \ sono (fig. 1534 b) 
p I 
RE E,4 & (IL + I) + &,31,=— E, 


Fig. 1534. Pot Pa (Ho+H) + pnM,=—qnM,. 


(1) Per non avere, sia pure momentaneamente, nell’equazione le due incognite H; e Ho 
conviene mettere subito al posto di Hy la somma H+ H, (nel nostro caso Ho + 0,613). 
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Sostituendo i valori numerici e riducendo, esse diventano 


0,0030204 7, + 0,00003062 M, = — 0,04517 
0,00003082 7,+ 0,000003121 M, = — 0,0006264 
e la soluzione è H, = — 14,35 kg/em, M, = — 59,94 kgem/em, 


Esercizio 1482. — Una struttura di cemento armato è costituita da una pa- 
rete cilindrica coperta da una cupola sferica (fig. 1531 a) solidale con essa. La 
cupola ha R = 9,60 m, s = 30 em (155), 0, = 60°; la parete ha anch'essa 8 = 30 
em. Calcolare le reazioni mutue fra la cupola e la parete provocate dal poso pro- 
prio della cupola. 

Soluzione. a) Il raggio del contorno della cupola, e quindi della parete cilin- 
drica, è r = Rsen0, = 960-0,366 = 831 cm. 

Assumendo E = 2 « 105 kg/cmq e v = 0,25 (15), per la parete cilindrica si ha 
(nota 153) 

a=0,008202, = 8,6886; 
E, = 0,001888, n = Em =0,00001549, gm =0,0000002540 . 
Per la cupola, assumendo ym = 2300 kg/me, si ha 
a=0,007631, fi =6,5104; 
E =0,001758, = @a = Em =0,00001549, —m =0,0000002730 ; (19°) 
N,=— 44,16 kg/em, H,=+ 22,08 kg/em; 
E,=+ 0,0030595 cm, Po = + 0,000021512. (15?) 


Separata la cupola dalla parete come si è detto nel n. 717 a), le equazioni 
determinatrici delle incognite HY,, M, sono (fig. 1531 c) 


0,0030595 + 0,001758 (27, + 22,08) + 0,00001549 3, = 
= — 0,0018887, + 0,00001549M, 
0,000021512 + 0,00001549(Z, + 22,08) + 0,0000002730.4, = 
= 0,000015497, — 0,00000025402/,, 


ossia 
0,0036467, = — 0,041876 
0,00000052704, = — 0,00036353 . 
La soluzione è H, = — 11,5 kg/em, N, = — 690 kgem/em, 


(355) Questo spessore è eccessivo per la cupola. Tuttavia lo si è adottato per confrontare i 
risultati dell’esercizio 1486 con quelli dell'esempio numerico del primo dei miei lavori citati nella 
nota $7 Inoltre si è assunto v = 0,25 come in tale esempio. 

(354) Il coefficiente en 0 &m risulta uguale per la parete e per la copertura perchè s è uguale, 
e sen, che figura nell’espressione (1337) di 9, e non figura nell’espressione (1283) compensa il 
maggior valore che R ha nella cupola rispetto alla parete. Ciò risulta anche dalla seconda delle 
(0) del n. 711. Ne segue che ciascuna delle due equazioni di congruenza ha una sola incognita. 

(®) Se invece di usare le formule (1242), (1243) ricavate per le membrane, si calcolano î, 
© 9p mediante la soluzione rigorosa delle lastre sferiche, si ottiene (v. il primo dei mici lavori 
citati nella nota 87) &, = 0,00:w05995 cm, 9p= 0,0000215105, che differiscono dai valori suddetti 
di 1,47 e di 0,7 per 100000; ciò che conferma l’alto grado di approssimazione delle deformazioni 
delle membrane usate anche nel caso delle lastre. 
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b) Se la cupola fosse perfettamente incastrata al bordo, le (1353) dareb. 
bero Hs = — 2,09 kg/m, M, = + 39,9 kgem/em, e quindi H, = — 24,17 kg/em: 
valori profondamente diversi da quelli veri. 


Esercizio 1483. — Nella struttura dell’esercizio 1482 calcolare le reazioni mu- 
tue provocate da un riscaldamento uniforme At = + 20° della sola cupola. 
Soluzione. In regime di membrana si ha nella cupola 


$, =0,00001 - 831 - 20 = 0,1662 em, 95=0, H;=0, 
Le equazioni determinatrici delle incognite H,, M, sono (fig. 1531 c) 


0,1662 + 0,0017584, + 0,00001549M, = — 0,0018882, + 0,00001549M, 
0 + 0,0000154977, + 0,00000027302, = 0,00001549H, — 0,0000002540M,, 


© la soluzione è H, = — 45,6 kg/em, M,=0 (l’annullarsi del momento è dovuto 


alla coincidenza indicata nella nota 156 e al fatto che Po = 0). 


Esercizio 1484, — La cupola dell’esercizio 1454 è solidale con una parete tronco 
conica di 25 em di spessore, avente ) = 750 (fig. 1535 a). Calcolare le reazioni 
mutue provocate dal peso della neve di 100 kg/mq agente sulla cupola. 

Soluzione. Assumendo E = 2 + 105 kg/emq e v=0,1, 
- in regime di membrana si ha nella cupola (es. 1310) 


V = pymrî/2rr, = pyr/2 = 0,01 - 1500/2 = 7,5 kg/cm, 
n H, = 7,5/tg 30° = 13,0 kg/om ; 


MM 
ee} &=—0,0045 em, —g,=4+ 0,0000201, 
Hit, lub 
H; Nella parete tronco conica la V equivale a (fig. 
M : 1535 b, c) 
dI 


N,=— V/sen 75°=— 7,76 kg/em, 
Hi=— V/tg 750 =—- 201 kg/em, 


I c) 

Ù 
xG ; \ Per effetto dello sforzo N, si ha in regime di mem- 
hi ' brana (1237), (1241) 


Fig. 1535. É,=+0,000233 em, —,=—0,000000416. 


I coefficienti elastici della cupola valgono (es. 1454) 
É,=0,0171, Pn = Ém = 0,000259, Pra = 0,00000785; 
© quelli della parete valgono (nota 153) 
Èn =0,00600, —=£n=0,0000414, = 0,000000571, 


Le equazioni determinatrici di H., M, esprimono l’uguaglianza dello defor- 
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mazioni È e 9 al bordo delle due lastre (fig. 1535 e): 
— 9,0045 + 0,0171(27, + 13,0) + 0,00025924, = 
= 0,000233 — 0,00600(27, + 2,01) + 0,0000414M, 
0,0000201 + 0,000259(, + 13,0) + 0,000007852/, = 
= — 0,000000416 + 0,0000414(H, + 2,01) — 0,000000571.14, . 


La soluzione è H, = — 8,25 kg/cm, M, = — 179 kgem/em. 
È facilo tener conto anche di forze esterne agenti sulla parete. 


Esercizio 1485. — La copertura conica dell’esercizio 1431 è solidale con una 
parete cilindrica di 30 em di spessore. Calcolare le reazioni mutue provocate dal 
peso proprio della copertura. 

Soluzione. Assumendo E = 2 - 105 kg/cmq, v = 0, Ym = 2400 kg/me, per la 
copertura si ha (es. 1431, 1443) 


E, =0,00666, Pn = Em = 0,0000924, Pm = 000000257 ; 
H,= 43,2 kg/lem, E,=—0,0299 cm, , =— 0,0000576. 


Per la parete cilindrica si ha 
È, =0,00333, Pn = En = 0,0000231, —m =0,000000322. 
Le equazioni determinatrici delle incognite H., M, sono 


—0,0299+-0,00666(2Z,+-43,2)+0,00009241/,=—0,00333H7,+0,0000231 M, 
—0,0000576+-0,0000924(27,+43,2)+-0,000002572/,=0,000023177,—0,000000322M,. 


La soluzione è I7, = — 19,6 kg/em, M, =— 890 kgem/em. 


Esercizio 1486. — La struttura dell'esercizio 1482 ha anche una trave ad anello 
(A = 4230 cmq, J = 1744000 em*) in corrispondenza del bordo comune alle due 
lastre (fig. 1532 a). 

Soluzione. Per la parete e per la cupola valgono gli stessi elementi dell’eser- 
cizio 1482. Per la trave si ha É, = 0,0008163, gm = 0,000001980. 

Separate la cupola, la parete e l'anello come si è detto nel n. 7175) (fig.1532 b, 0), 
le equazioni determinatrici delle incognite Ha, M,, Hy, M, si ottengono espri- 
mendo che le deformazioni £ e g del bordo della cupola sono uguali a quelle del- 
l'anello e che le deformazioni È e g del bordo della parete sono anch’esse uguali 
a quelle dell’anello: 


0,0030595 + 0,001758(Z, + 22,08) + 0,0000154937, = — 0,0008163, + Ha) 
0,000021512+0,00001549(7,4-22,08)+0,0000002730.3, =—0,000001980(1/24 M;) 
0,0018887, — 0,0000154917, = — 0,0008163(7, + H,) 

— 0,0000154927, + 0,00000025401, = — 0,000001980(25, + Ma). 


La soluzione è 
H,=—15,98 kg/em, M,=— 434,8 kgem/em 
H,=+ 7,32 >» M, = + 436,1 » 
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I valori che ottenni usando la soluzione rigorosa delle cupole sferiche e con 
calcoli incomparabilmente più lunghi e faticosi (158) furono 


H,=— 15,77 kg/em, M,=— 436,4 kgem/em 
H,=+ 726 » M, =+ 437,1 » 


Come si vede, l’approssimazione che si ottiene usando i coefficienti elastici e le 
deformazioni di membrana è superiore a ogni esigenza degl’ingegneri (e sarebbe 
molto migliore se lo spessore della cupola fosse minore); senza contare che si 
evitano gli errori materiali quasi inevitabili nei calcoli molto lunghi e complessi. 

Negli esercizi 1493 e 1501 risolveremo lo stesso problema con altri metodi 
mediante due sole equazioni a due incognite. 


Esercizio 1487. — Lastra circolare caricata uniformemente e solidale con una 
trave ad anello di cintura (fig. 1536 a). Lastra: R=3 m, 

P, 8 = 30 cm; sezione dell’anello: 50 x 50 em. 

Soluzione. Assumendo E = 2 - 105 kg/emq e y=0, 


si IU) si ha per la lastra (1357), (1014) 
Ho 
Me d &,= = 000005, gn = È De = 0,0000006667 ; 
ki 8 
Fig. 1536. = sa s Lp =0,0075p, é,=0; 


e per la trave (1359) & = 0,00018, 9; = 0,000000864. 
Se supponiamo che esista anche la H, (fig. 1536 b), la prima equazione è 
(uguaglianza dei due £,) 


0+6&H,=—-&H,, dacu H,=0, 


come si poteva facilmente prevedere (1°). La seconda equazione è (uguaglianza 
delle due g%) 
0,0075p + 0,0000006667M, = — 0,000000864M,, 


da cui M,=—4899,7p = —— 4900 p. 

Nel caso di p = 3000 kg/mq = 0,3 kg/cmq, risulta al contorno M, = — 1470 
kgem/em e nel centro M = + 3592 kgem/em. 

Lo stesso problema si risolve anche mediante le rigidezze (es. 1502). 


Esercizio 1488. — Nella struttura dell’esercizio 1487 che valore deve avere 
il lato della sezione quadrata della trave affinchè i momenti nel centro e all’in- 
castro della lastra risultino uguali in valore assoluto? 


(35) V. il primo dei miei lavori citati nella nota 87. 

(15*) Infatti, il momento M, che la lastra trasmette alla trave non provoca in questa uno 
spostamento 5; mentre d’altra parte il momento M, e il carico 7 agenti sulla lastra non provo- 
cano uno spostamento 5 al bordo di questa. Perciò la necessaria uguaglianza degli spostamenti 
€, che sono entrambi nulli, è già soddisfatta senza che occorra l’intervento di una IL. Si veda 
anche il n. 722 a). 


= 
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Soluzione. Se v + 0 si ha 


pR° _® , _R3 
iena: P=Gpygi tav da=py° 


lastra gp = 


L’equazione determinatrice di 2/, è 


A: Ù i Po ___ PR. , 
Po+ Um Im, da cui 1, RI Si 4 y)B: nt Ya) 


Il momento nel centro dev'essere uguale a — M, (1017): 


Ga PP + MI. da cui M=— si 


3+v 
1 


Quindi dev'essere 


ossia 
._ RO. pR 84» n, 4R 
Put ga = pat DI = sti +) 33? = TENNE 


Da questa relazione si ricava J 6 quindi il lato @ della sezione della trave: 


‘ala A 
a=|FT VIE. 


dA (I 
Se v = 0 risulta a = 1,316 y/Rs° = 1,316 4/300 - 30° = 70,2 em. 


Esercizio 1489. - La lastra doll’osereizio 1487 è gi i 
solidale con una parete cilindrica (fig. 1537 a) avente RI 
s=20 cm. Ì i 9 i 
i 


Soluzione. Per la parete si ha (v = 0) 


; 
a=0,01699, f=44445; LIFLIILIIIIIA, 
A 


n= 0,0007646, gn = n = 0,0001299, 


U 
Pm = 0,0000004414 . q P 


Le equazioni determinatrici di I, (!°°) ed M, sono È 1 
(fig. 1537 Db) Fig. 1537. 
0 + 0,0000577, = — 0,0007646, + 0,000012991, 
0,0075p+ 0,0000006667M, = 0,000012997, — 0,00000044142, 


e la soluziono è H, = — 132,7p kg/em, M, = — 8324,5p kgem/em. 
Se invece si trascura la variazione AR del raggio della lastra piana dovuta 
ad H,, si ottieno I, = — 143,5p kg/em, MU, = — 8452p kgem/em. 


(!) In questo caso îl momento M, trasmesso dalla lastra circolare provoca al bordo della 
parete uno spostamento È; ciò che richiede l'intervento di una H, capace di renderlo uguale a 
quello, molto piccolo (915), che la stessa H, provoca nella lastra circolare. 
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Esercizio 1490. — Un recipiente cilindrico di lamiera, avente R = 50 cm, 
8 =] cm, è chiuso alle estremità con due fondi semisferici dello stesso spessore 
(fig. 1538 a) (191). Calcolare le reazioni mutue fra la parete e un fondo, provo- 
cate dalla pressione uniforme p = 20 kg/ema. 

Soluzione. Nella parete si ha (es. 89) la tensione periferica 0, = pR/s = 20 » 
+ 50/1 = 1000 kg/emq, e la tensione longitudinale o, = pR/2s = 20 - 50/2-1= 
= 500 kg/cmq. Nei fondi si ha (120) 0, =02 =P£/2s = 20 - 50/2-1 = 500 
kg/emq. 

Gli aumenti del raggio della parete e dei fondi risultano rispettivamente 


pE? 
268 


E E R° 
(AR), = (01— vo) = B7 (2-0), (AR) =7 (00-10) = (1-7). 
Perciò al contorno la differenza di tali aumenti, se la parete 
e il fondo fossero separati, sarebbe 


pE? 


ò = (AE), — (AR), = Dori 


Per ristabilire la continuità, esistono in generale al con- 
torno delle due parti le reazioni mutue H, ed M, (fig. 1538 b). 
Tuttavia in questo caso particolare, in cui lo spessore è 
comune alle due parti (che hanno perciò uguali coefficienti 

Fig. 1538. elastici), la forza H, provoca la stessa rotazione nei due 

bordi; quindi le condizioni di congruenza richiedono che sia 

M,= 0 (M, provocherebbe rotazioni di versi opposti, in contrasto con la con- 

gruenza, che viene ristabilita dalla sola H,). La H, dev'essere tale da produrre 
lo spostamento d/2 in ciascun bordo; e pertanto si deve avere 


2a _pRi i Rea: 
(1361) H, B = de da cui H,= 
Coi nostri dati si ha a = 0,1818, per cui risulta H, = 20/8 - 0,1818 = 13,75 


kg/em. 


Esercizio 1491. — Calcolare le massime tensioni 0, © 0, nella parete cilindrica 
e nei fondi del recipiente dell’esercizio 1490. 
Soluzione. a) La H, provoca nella parete il momento (1285), (1361) 


M, = (H./a)e-°* sen ax = (p/8af)e-°" sen ax = (pRs/13,21)e-e® sen ax, 
che diventa massimo per ax = 7/4, ossia per x = 7/4a = 4/8, e risulta (n. 680 d) 
max M, = (pEs/13,21) 0,3224 = 0,0244 pRs. 


(1) E. MEISSNER: Zur Festigkeitsberechnung von Hochdruckkesseltrommeln, « Schweiz. Bau- 
zeitung », 1925, pag. 1. 

Per il caso di fondi ellittici si veda il volume citato (nota 48) di S. TIMOSHENKO, pagg. 409-410, 
# la bibliografia ivi contenuta. 


LI 
tI 


E” 
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Sovrapponendo alla c, di membrana la ci dovuta a questo momento, si ot- 
tiene 


(a) max 0; = pE/2s + (6/s°) 0,0244 pRs = (pE/2s) (1+ 0,293) = 1,293 pR/26, 


che supera del 29% la 01 di membrana. 
b) La H, provoca nella parete lo spostamento (1284) 


w = — (20/B)H,e-°* sen (ar + 7/2) = — (p/4B)e-2 cos ar. 


Il momento M, è accompagnato (n. 131, es. 1186) dal momento M,=vM 
nella direzione delle strisce parallele. 

Sovrapponendo alla cs di membrana la 0a dovuta a w e la ci dovuta a Ma, 
si ha (v= 0,8) 
pR , Ew 


LE DR PE PI 


4s sì 13,21 


dz + i vM, 7° sen ax = 


= si [1 + eee (— 0,25 cos ax + 0,136 sen az)]. 


Per tentativi, si trova che 0, diventa massima per ar = 1,8, e risulta 
(6) max 0, = (pR/s)[1 + 0,1653(0,25 + 0,2272 + 0,136 + 0,9738)] = 1,031pR/e, 


che supera del 3% la 03 di membrana. 

c) Poichè nei fondi entrambe le tensioni 0, ® Ga 
di membrana valgono pR/2s, si conclude che la tensione 
massima è la (5) che si manifesta nella parete. 


Esercizio 1492. — Il tubo dell’esercizio 1367 è chiuso 
con due fondi piani di spessore s uguale a quello del 
tubo (fig. 1539 a), ed è soggetto a pressione interna 
uniforme p =1 kg/emq. 

Soluzione. Separati i fondi dalla parete e aggiunte «ATTS, 
le reazioni mutue H, ed M,, queste sono determinate Fig. 1539. 
dalle condizioni che ai bordi della parete si abbia 
E=0 (trascurando la dilatazione dei fondi) e che la loro rotazione sia uguale 
a quella del bordo dei fondi. Perciò, utilizzando i coefficienti degli esercizi 1367, 
1368, le equazioni risultano (bordo superiore) (93), (1014), (989) (fig. 1539 b) 


2 
Di — 0,0005484 H, + 0,0002145 H, + 0,00005095 1, — 0,00002986 M, =0 
0,00005095 A, — 0,00002986 H, — 0,000008613 23, + 0,000002178 MI, = 
SERRE LI AERC 
8(1+ »)B! (1+ »)B" 


Le tre frazioni valgono rispettivamente 0,002500 p, 0,06562p, 0,00005250 My. 
Quindi, sostituendo, le due equazioni diventano 


0,0003339, — 0,000021092/, = 0,002500p 
0,000021097, — 0,000058941, =— 0,06562p, 
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e la loro soluzione è 
H,= 79,7p = 79,7kg/cm, M,=1142p = 1142kgem/em. 


(Il momento M, è poco minore del valore (1250 kgem/em) che avrebbe nei fondi 
se questi fossero perfettamente incastrati (1005).) 

La tensione massima provocata da M, risulta oi =6M./s* =6-1142/22 = 
= 1713 kg/cmq, sia nel tubo che nei fondi. A questa si deve aggiungere nel tubo 
la Ga = pE/2s = 25 kg/cmq, e nei fondi la c = H./s = 40 kg/cmq. 


718. I coefficienti elastici del bordo comune a due lastre in parallelo. 


a) Quando in una struttura complessa una lastra curva (o piana) 
fa capo al bordo comune ad altre due parti (nell’esercizio 1493 sono la 
parete e la trave ad anello; in generale possono essere due lastre curve), 
le reazioni incognite e le equazioni sono quattro. Se invece si conoscono 


Hi 0) 
M H' b) 
M-M, 
T—_27 è 
Fig. 1540. Fig. 1541. 


1 coefficienti elastici dell'insieme di queste due parti, si hanno come fnco- 
gnite immediate soltanto le reazioni mutue H, ed M, fra la prima lastra 
e questo insieme (salvo poi trovare, se interessano, in un secondo tempo 
e mediante due equazioni indipendenti dalle prime due, anche le reazioni 
mutue fra le due parti dell’insieme). 

b) Per determinare questi coefficienti, consideriamo l’insieme delle 
due parti solidali tra loro lungo un bordo comune (cioè collegate tra loro 
in parallelo lungo tale bordo), e supponiamo per ora che esse siano due 
lastre situate entrambe al disopra del bordo stesso (lastre diritte) (fi- 
gura 1540 a). Indichiamo con gli indici 1 e 2 i coefficienti elastici noti 
delle due lastre separate, e senza indici i coefficienti cercati dell’insieme. 
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Applichiamo all’insieme una forza H (fig. 1540 a); quindi separiamo 
le due parti e indichiamo con H, e H — H, le forze assorbite da ciascuna 
di esse e con M° il momento mutuo (fig. 1540 b). Determiniamo da prima 
le incognite H, ed MM”, esprimendo che sono uguali le deformazioni £ e 
g dei bordi di ciascuna lastra, ciò che fornisce le due equazioni 


Hfn1 + M'En = (H — H3)fan — MEna 
Hy@n1 + M'Pm= (Hd — H1)prar — M'Pma è 
Risolvendole si ha 


Ùa _ Eno(Pmr + Pmo) — Paa(Émi + éma) I 
(1362) È (En + Én2)(Qm1 + Pmo) — (Par + Qao 
_PnolÉnn + Eno) — Eno(Pr + Pao) 


(En + Eno)(Qma + Pmo) — (Pra + Pao)? sa 


Quindi si ottengono due dei coefficienti cercati, cioè É, e g,, uguagliando 
le deformazioni £ e g dell’insieme delle due lastre e della lastra 1: 


HE, = Héx1 + M'Em, Horn = HyPr1 4 M'Pms 


e sostituendo in queste le espressioni trovate per H, ed JI”. 
Applichiamo all’insieme una coppia M (fig. 1541 a); quindi separiamo 
le due parti e indichiamo con M, ed M — 1, le coppie assorbite da cia- 
scuna di esse e con MH’ la reazione mutua (fig. 1541 b). Procedendo poi 
in modo del tutto analogo, risulta 
U= __ PmolÉa + $na) — Ema(@na + Pao) — M 
(1363) (En + Ena)(Qmr + Pmo) — (Par + Pao)? 
Hi= Emo(Pma + Pme) — PmalÉmi + Emo) M 
(En1 + En2)(Pm1 + Pm) — (Par + Pao)” 
Quindi si ottengono gli altri due coefficienti, ciIOÒ Ém € Pm 
Effettuando le sostituzioni suddette, dopo alcune riduzioni risultano 
per i coefficienti dell’insieme le seguenti espressioni generali: 


M'= 


én = (EnnfnePm + EnnÉn2Pmo — EnPîo — EnoPî1) | 
(1364) Pr = (PrifnePmo + PasfnaPmr — EmoPîa — EmiPho) A = Em 
Pm (PmaPmafnx + PmiPmaéna — PmiÉna — Pmofma) 14 3 


4= (fn + En 2) (Pm + Pm) — (Pai + Pao). 


Se si tratta veramente di due lastre curve, per le quali vale la rela- 
zione (1335,), riducendo ulteriormente si ottiene (si può ridurre anche 4) 


En = (Engîa + Enogia) 4 
(1364,) Pn = PriPao(Pnr + Pao) 1 4 = En 
Pm (Pmifmo + Pmofma) 30409 


dove 
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Se le due lastre sono al disopra del bordo comune (lastre diritte), 
tutti i coefficienti parziali sono positivi. Se invece la seconda lastra (0 
entrambe) è al disotto del bordo comune (lastra rovescia, fig. 1540 c), 
per essa è negativo il coefficiente parziale misto, ossia il coefficiente 
Pre = Ema (n. 699 d). 

Se una delle due parti è una lastra circolare piana o una trave ad 
anello, per essa si ha naturalmente gra = Éma = 0 (*°); quindi le (1364) 
diventano 

En = (En1fnoPma + Enogia) 14 
(1365) Pa = PnfrePma: 4 = Èm 
Pm = (PmiPmofna + Pmetma) 14 è 


c) Nel caso in cui i coefficienti parziali siano uguali per le due lastre 
(Ea == Sn1) Pra = Phi) Pma = Pmi), Le (1364,) danno 


(1366) a=5, pe, n=; 
ciò che è naturale, se si considera che le due parti separate si deformano 
spontaneamente nella stessa misura, e perciò la loro solidarietà non rende 
più rigido l’insieme. 

Nel caso in cui la seconda lastra sia al disotto del bordo comune (lastra 
rovescia) e i coefficienti parziali siano uguali per le due lastre (É,a = Én1, 
Pra = — Ph) Pm = Pm) le (1364,) danno 


(1367) &,= Sa 1 9=0, = fa, (199) 


719. I coefficienti elastici e la rigidezza di un parallelo intermedio di una 
lastra. 

a) In particolare, le (1367) danno i coefficienti elastici di un paral- 
lelo generico di una lastra, purchò non sia molto vicino al bordo della 
lastra stessa. Infatti, le due parti della lastra che stanno sopra e sotto 
il parallelo considerato, solidali tra loro in corrispondenza del parallelo 
comune, hanno i coefficienti uguali (salvo i segni di ga € gas) perchè E 
(= E) e 0, sono uguali per le due parti. Pertanto, avendo presenti le 
(1337), i coefficienti elastici di un parallelo intermedio @ risultano 

8 
(1368) &,=ppsen'0, = E=0, v=F- 


(!*) Per questo caso particolare ricavai i coefficienti elastici nel n. 4 del primo del duo la- 
vori citati nella nota 87. Il procedimento che ora adopero per ricavare i coefficienti del complesso 
è più semplice di quello che usai allora. 

(1) Sono le stesse relazioni trovate nel n. 682 per il caso di un parallelo intermedio 
di un tubo cilindrico; per cui tali relazioni (esatte per un tubo molto lungo) valgono dunque, 
con buona approssimazione, anche per un parallelo intermedio di una lastra di rivoluzione qualsiasi, 
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La seconda dice che un sistema di forze H applicate lungo un paral- 
lelo generico (distante dal bordo) non provoca rotazione p del parallelo, 
e che un sistema di coppie M applicate lungo il parallelo non provoca 
spostamento £ del parallelo (nell’ambito delle approssimazioni relative ai 
metodi in questione; esattamente nei tubi cilindrici molto lunghi, n. 682). 

3) Anche la rigidezza di un parallelo generico distante dal bordo 
si ottiene immediatamente. Infatti, per quanto si è detto in a), le cop- 
pie M provocano p= Mon e É= 0, per cui non occorre una forza op- 
portuna H per annullare £ (come occorreva nel caso di un bordo, n. T01 a). 
Quindi, posto g= 1, si ricava M, ossia la rigidezza W, uguale 1/0mo 
Lo stesso dicasi per la rigidezza a traslazione. Pertanto, le rigidezze di 
un parallelo intermedio risultano 


RS 2 
(1369) W =L (indipendente da 0), W,= Lea A 


720. Strutture complesse. Studio mediante i coefficienti elastici composti. 


I coefficienti elastici (1364) consentono di calcolare immediatamente 
le deformazioni É e g del bordo comune a due lastre (o a una lastra e 
a una trave ad anello, (1365)) soggetto a forze He a coppie M. Perciò se 
in tale bordo concorre una terza lastra L, e soltanto questa è soggetta 
a forze esterne agenti sulla sua superficie (1°), le reazioni mutue H, ed 
M. fra questa lastra e il complesso delle altre due si ottengono svinco- 
lando la prima dal secondo e procedendo nel modo solito (es. 1493-1495). 

Nel caso in cui la lastra L sia solidale con un parallelo intermedio 
di un’altra lastra, i coefficienti di questo sono dati dalle (1368) (es. 1496- 
1498). 

Se la Z è una lastra circolare piana, solidale con un parallelo inter- 
medio di un’altra lastra, si ha soltanto la reazione mutua M., perchè 
E è nullo in entrambe le parti che si sono separate (n. 719 a), e quindi 
non occorre la H, per rendere uguali i due spostamenti £ (es. 1497, 1498). 

Ottenuti i valori di H, ed M., è facile trovare come si ripartiscono 
fra le parti 1 e 2 (es. 1493 b), poichè evidentemente He, Ma Si otten- 
gono sommando I/, ed H°, M, ed M' dati dalle (1362), (1363). 


Esercizio 1498. — Studiare la struttura dell’esercizio 1486 mediante due sole 
equazioni. 

Soluzione. a) Avendo presenti i valori dei coefficienti elastici É,1, Pa Pm 
della parete cilindrica (es. 1482) e Enn: Pme della trave (os. 1486), i coefficienti 


(4) Se sono soggette a forze esterne anche le due lastre 1 e 2 collegate In parallelo, non è 
facile esprimere le deformazioni € e 4 del loro bordo comune provocate da tali forze. Nel n. 5 del 
secondo dei due lavori citati nella nota 87 studiai anche tale caso; tuttavia è più semplice pro- 
cedere come nel n. 717 d), o meglio usare il metodo del n. 721 0, quando si può, quello del n. 722. 
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dell’insiome parete-trave risultano (1365) (9, in valore assoluto) 
E, = 0,0005597, gn =En=0,000004313, m =0,0000001526. 


Separata la cupola dall’insieme parete-trave e aggiunte le reazioni mutue 
H, ed MU, (fig. 1542), le equazioni che le determinano sono 


0,003059+-0,001758(7,+22,08)-0,00001549M,=— 0,0005597, 0,000004313M, 


0,00002151 + 0,00001549(Z, + 22,08) + 0,0000002730.37, = 0,000004313H7,— 
— 0,0000001526M,. 
La soluzione è 


H,=— 15,97 kg/cm, M,=— 434,9 kgem/em, 


in perfetto accordo coi valori trovati nell'esercizio 1486. 
b) Le reazioni mutue fra la parete e la trave si ottengono mediante le 
(1362), (1363) e risultano 


H=H,+H'=5,02+ 2,30 = 7,32 kg/em 
MU = M,+ M' = 401,4+ 34,8 = 436,2 kgem/em. 


| è) 


A N prim M 5 2 . 
HM, I Ho Me E E] ©, 
i e_N 
I Al 


Fig. 1542. Fig. 1543. Fig. 1544, 


Esercizio 1494. — Studiare mediante due sole equazioni la struttura dell’eser- 
cizio 1489 alla quale è aggiunta la trave dell’esercizio 1487. 

Soluzione. Avendo presenti i coefficienti elastici della lastra cilindrica (08. 1489) 
e della trave (es. 1487), i cooffcienti dell’insieme lastra © trave risultano (1365) 


E,= 0,0003971, Pn= Em= 0,000001898, Pm= 0,0000002015. 


Separata la lastra piana dalla rimanente struttura (fig. 1543), lo equazioni 
determinatrici di H, ed M, sono (es. 1487) 


0+ 0,0000547, = — 0,0003971, + 0,000001898M, 
0,0075p + 0,00000066671, = 0,000001898H, — 0,0000002015M,. 


La soluzione è H, = — 37,0p, M, =— 8720p. 
Esercizio 1495. — Una lastra sferica, una lastra circolare piana e una lastra 


cilindrica sono solidali tra loro in corrispondenza del bordo comune (fig. 1544 a). 
Lastra sferica: r, = 3,00 m, s =10 cm, 0, = 45°; lastra piana: £ = 3,00 m, 
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s=30 cm; lastra cilindrica: E = 3,00 m, s = 20 em. Calcolare le reazioni al 
bordo della lastra piana provocate da un sovraccarico uniforme p che grava su 
di essa. 

Soluzione. Assumendo E =2-10% kg/cmq e y=0,1, i coefficienti elastici 
delle tre lastre valgono: 
lastra sferica E, =0,001812, Pr = 0,00005166, Pm = 0,000002946 ; 
lastra piana E, = 0,000045, Pn =0, Pm = 0,0000006 ; 
lastra cilindrica E, = 0,0007628, n= 0,00001293, —m =0,0000004383. 


I coofficienti del complesso cupola-parete cilindrica risultano (1364,) 
E,= 0,0003242, n =Én=0,000003586, —m =0,0000002304. 


Separata la lastra piana dall’insieme delle altre due (fig. 1544 b), le equa- 
gioni determinatrici delle incognito A, ed M, sono (es. 1487) 
0+ 0,0000457, = — 0,000324277, + 0,000003586M, , 
0,0075p + 0,0000006, = 0,000003586, — 0,0000002304 1, . 


La soluzione è 7, = — 103p, M, = — 9427p. 


Esercizio 1496. — Una lastra sforica è solidale con un parallelo intermedio 
di una lastra cilindrica (fig. 1545 a). Lastra sferica: s = 15 cm, 0, = 809; lastra 
cilindrica: R = 5 m, s= 15 cm. Calcolare le reazioni mutuo fra le due lastre 
provocate da un riscaldamento uniforme At della lastra sferica, 

Soluzione, Assumendo E = 2 + 105 kg/emq e v = 0,1, si ha 


lastra sferica E,=0,001787, ,=0,00003831, @n = 0,000001643 ; 
lastra cilindrica (1368) £, = 0,0006317, ga =0, Pm = 0,0000002908 


Lo equazioni determinatrici di H, ed M, sono (fig. 1545 b) 


0,0054# + 0,0017874, + 0,0000383112£, = — 0,0006317H, 
0 + 0,00003831Z7, + 0,000001643M, = — 0,00000029031f,. 


La soluzione è H, = — 3,014t, M,=+ 59,741. 
Si possono poi studiare le sollecita» 
î zioni provocate da H, ed 2, ad es. nella 


: 
lastra cilindrica (1287), (1285). | 
4 a) | o) 
9 Lo 
LU 


Esercizio 1497. — La lastra circolare 


H 
FIA Ù piana dell’esercizio 1489 è solidale con 
e un parallelo intermedio della lastra ci- FINITO) 


lindrica (fig. 1546 a). 


È I 
il 
H ») H Soluzione. Separata la lastra piana | di 
Gi da quella cilindrica (fig. 1546 b), per (1....... 4 JICRO) ") 
Ì quest’ultima è (1368) gn = a8/B = I ì 
Ù $  =0,0000001104. Si ha la sola inco- : : 


Fig. 1545. gnita M,, perchè per effetto del carico p Fig. 1546. 
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e di M, lo spostamento È è già nullo per entrambe le lastre senza cho occorra 
H,. L’equazione determinatrice di M, è 


0,0075p + 0,00000066671, = — 0,0000001104M,, 


e la soluzione è M, = — 9651p. 
Se p = 3000 kg/mq = 0,3 kg/emq, i momenti al bordo e nel centro della 
lastra risultano M, = — 2895 kgem/em, M = + 2167 kgem/em. 


Esercizio 1498. — Lastra circolare caricata uniformemente e solidalo con una 
cupola semisferica in corrispondenza del parallelo avente 
0 = 60° (fig. 1547). Cupola: £2=5 m, 8=20 cm; lastra: 
r = 4,33 m,s = 30 cm. La lastra è sog- 
getta al carico uniforme p = 1500 kg/mq. 

Soluzione. Procedendo come nell’eserci- 
> zio 1497, si trova M, = — 3062 kgem/em, 
Fig. 1547. M =+ 2210 kgem/em, Fig. 1548. 


Esercizio 1499. — Un recipiente sferico di lamiera (R =2 m, s8=2 cm) è 
cerchiato in corrispondenza di un circolo massimo (fig. 1548) con un anello (se- 
zione di 8 x 4 em), avente a freddo il raggio interno minore di d = 0,1 cm ri. 
spetto al raggio esterno della sfera, e montato a caldo. Il recipiente è soggetto 
alla pressione interna uniforme p. Calcolare la reazione mutua fra il recipiente 
e il cerchio. 

Soluzione. Vale evidentemente la stessa formula (1306) dei tubi corchiati, 
nella quale pR*/Es va sostituito con (1 — v)pE?/2Es (120), (114), 
montre w, = a/2f (1368) (come nell’es. 1394). 

Nel nostro caso si ha (E =Z,=2-10° kg/cmq, v = 0,3) 
a=0,06425, 8 = 100, e quindi 


0,1 + 0,0035p 


Hi 0,0003212 + 0,0006439 * 


Se p = 40 kg/emq, risulta H = 249 kg/em. 
Sotto il cerchio si ha nel recipiente M = H/4a = 969 kgem/em. 


Esercizio 1500. — Il recipiente dell’esercizio 1499 è soppor- HM: 
tato da una parete cilindrica dello stesso spessore e di raggio 
R, = 1,50 m (fig. 1549 a). Calcolare le reazioni mutue provocate 
dalla pressione uniforme p. 

Soluzione. Separato il recipiente dalla parete (fig. 1549 b), PIF 1949. 
le deformazioni del parallelo di raggio r = 1,50 m provocate da p sono 


i 
' 
[| 
I 


E, =(1—v)pRr/2Es =0,002625p cm, Po =0. 
Per il parallelo della sfera si ha (1368) 


a=0,064125, f=100; 
E,= 0,0001807, gu=én=0, @=0,000002652. 
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Per la parete si ha 
a=0,07419, f=177,8; 
E, = 0,0008345, gi = Ém = 0,00006191, Pm = 0,000009187. 


Le equazioni determinatrici di H, ed M, sono 


(&+ 41, =—G&H,+ EM, 
10 +@nM:= WH.-PnM. 


Sostituendoi valori numerici e risolvendo, si ottiene H, = —3,80p, M, = — 19,85p. 


721. Strutture complesse. Metodo delle deformazioni. 


a) Il calcolo delle incognite staticamente indeterminate mediante i 
coefficienti elastici (n. 717) appartiene al metodo delle forze (n. 434). 
Con esso, quando esistono più di due lastre (0 lastre e trave ad anello) 
collegate tra loro in parallelo in corrispondenza di un bordo comune, le 
incognite e le equazioni sono più di due: se le parti sono n, le incognite 
sono 2(n — 1). Se invece si usa il metodo delle deformazioni (nn. 445, 
446, 452), sono incogniti (geometricamente indeterminati) soltanto lo 
spostamento & e la rotazione p, del bordo comune, qualunque sia il nu- 
mero delle parti collegate in parallelo. Poi dai valori di È, e @» si risale 
immediatamente ai valori delle varie reazioni mutue che interessano le 
diverse parti. 

5) Indichiamo con H, ed M, le reazioni d’incastro perfetto, date 
dalle (1353), che si avrebbero al bordo di una qualunque delle lastre, 
per effetto delle forze esterne agenti su di essa, se fosse perfettamente 
incastrata. In tal caso si avrebbe dunque (n. 704 b) 


H,=H,, ossia H,=H,-H, ed M=M. 
A questi valori, che si avrebbero se fossero é, = 0 e p.= 0, si de- 
vono aggiungere quelli necessari per provocare le deformazioni È, e g.. 
Essi hanno espressioni analoghe alle (1353); però, trattandosi di produrre 


E e 9, e non d’impedire £, e g,, nelle (1353) si devono mettere — i, e 
— è, al posto di £, e p,. Si ottiene così 


2 1 5 
H,=&t-=9,+H.— 
pbggt EH 


(1370) 
2 1 - 
M,= pa” + M.. 


Queste relazioni corrispondono alle (653) o (687) che si hanno per ie travi. 
Se una delle lastre è rovescia, per essa g, = É» è negativo. 
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Se una delle parti è una trave ad anello, in luogo delle (1370) si ha 
per questa 
(1370,) H,= (EA/R?°)E, M.=(EJ/R°)p.. 


c) Avendo indicate con gli stessi simboli £, e ®. le deformazioni 
incognite al bordo di tutte le lastre concorrenti nel bordo comune, si è 
già soddisfatta implicitamente la condizione di congruenza (cfr. il n. 445 a), 
cioè si è già tenuto conto del fatto che le deformazioni sono le stesse per 
tutte le lastre solidali nello stesso bordo. 

Si deve ora tener conto dell’equilibrio del bordo, soggetto a tutte le 
forze H, e coppie M, che le varie lastre gli trasmettono; per cui sussi- 
stono le due equazioni di equilibrio 


(1371) ZH.;=0, ZM.=0, 
Sostituendo nelle (1371) le espressioni (1370), si ottiene 


2E,Z1/E,— p.Z1/p, + ZH,— ZH,= 0 


(1372) 20.Z1/pn — EZ1/&n + ZI7,=0. 


Queste due equazioni corrispondono alla (656) o (688); però sono 
molto più semplici, perchè contengono soltanto le incognite £. e p, del 
bordo che si sta studiando (n. 710 è) e non quelle degli eventuali altri 
bordi, mentre le (656) contengono non solo g, del nodo È, ma anche le 
9; dei nodi circostanti. Perciò si risolvono le due equazioni (1372) indi- 
pendentemente dagli altri bordi (mentre nei telai si deve far sistema delle 
(656) scritte per tutti i nodi). 

Ottenuti i valori delle incognite £, e @., si sostituiscono nelle (1370) 
e si hanno i valori di H, ed M, al bordo delle varie lastre (si vedano gli 
es. 1501, 1521, 1525). 


Esercizio 1501. — Studiare la struttura dell’esercizio 1486 col metodo delle 
deformazioni. 

Soluzione. Le reazioni d’incastro perfetto al bordo della cupola, dovute al 
peso proprio, risultano (1353) 


H,=-— 2,09 kg/em, Îl,=4+ 39,90 kgem/em, 
Le relazioni (1370) e (1370,) risultano per le vario parti 
cupola H, = 1138£, — 645609, — 2,09 — 22,08 
M., = 73260009, — 64560£, + 39,90 ; 
trave H,=1225£,, M,= 5051009, ; 


parete H, = 1059£, + 645609, 
M, = 78740009, + 64560£, . 
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Quindi le equazioni (1372) diventano (195) 
34225, — 24,17 =0, 157051009,+39,90=0, 
e la soluzione è 
E =+0,00763 cm, Pe = —0,000002541. 
Sostituendo questi valori nelle espressioni delle varie H, ed M., si ottiene 
cupola H,=— 15,97 kg/em, M,=— 484,7 kgem/em 
trave H,=+ 8,65 » M=—- 13 » 
parete H,=+ 7,32 » M,=+ 436,0 » è 
Le (1371) sono soddisfatte esattamente. I risultati coincidono con quelli ot- 
tenuti nell esercizio 1486. 


722. Strutture complesse. Studio mediante le rigidezze. 


a) Quando una delle lastre collegate in parallelo è una lastra cir- 
colare piana, lo spostamento £, del bordo comune può essere nullo op- 
pure trascurabile. 

È nullo quando è soggetta a forze esterne soltanto la lastra piana, 
mentre la parte rimanente della struttura è tale che il bordo non subisce 
spostamento £, per effetto del momento M, trasmessogli dalla lastra (come 
accade per il parallelo intermedio di una lastra curva o per una trave 
ad anello). In questo caso la reazione mutua tra la lastra piana e la parte 
rimanente della struttura si riduce al solo momento M., cioè si ha H,= 0, 
perchè entrambe le parti separate hanno spontaneamente al bordo £, = 0 
per effetto del momento M., e la lastra piana ha £, = 0 per effetto del 
carico (es. 1502-1506). 

È invece trascurabile quando la parte rimanente della struttura è tale 
che il momento M, trasmessole dalla lastra piana provoca spostamento 
E, non nullo (es. 1489), o agiscono forze esterne anche sulle altre lastre 
(capaci di provocare £, non nullo). In questo caso la reazione mutua è 
costituita da coppie M, e da forze H.; tuttavia la variazione Ar = &, 
del raggio della lastra piana per effetto di H, è molto piccola rispetto 
agli spostamenti £, che si possono avere in una lastra curva (perchè nel 
nostro caso /r è dovuta soltanto allo sforzo normale). Perciò non si com- 
mette un errore considerevole se si suppone che al bordo comune sia £,= 0 
(es. 1507-1508). 

Infine, in certi casi si può prevedere che lo spostamento £, del bordo 
comune a più parti in parallelo è abbastanza piccolo, e perciò si può 
trascurare senza commettere gravi errori. Ciò accade ad es. nel bordo 
inferiore di un serbatoio Intze, quando il fondo sferico e il controfondo 
conico siano stati proporzionati in modo da compensare (all’incirca) le 


(*) Ciascuna equazione contiene una sola incognita per il motivo indicato nella nota 156. 
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due H in fuori e in dentro che le due parti trasmettono, in regime di 
membrana, alla trave ad anello (es. 1523). 

b) In tutti i casi suddetti lo studio della struttura si semplifica in 
modo sostanziale facendo uso delle rigidezze (nn. 701, 711, 716); e la 
semplificazione è tanto maggiore quanto maggiore è il numero delle parti 
(lastre o trave) che concorrono nel bordo comune, perchè usando i cocf- 
ficienti elastici si avrebbe un sistema di numerose equazioni. 

Il procedimento è analogo a quello che si usa nel caso delle strutture 
costituite da travi collegate in parallelo (nn. 461, 462): si calcolano i 
momenti 17, d’incastro perfetto al bordo di ciascuna delle lastre colle- 
gate in parallelo, provocati dalle forze esterne alle quali esse sono sog- 
gette; quindi si ripartisce la loro somma algebrica cambiata di segno, 
cioò — Z,, proporzionalmente alle rigidezze delle diverse parti; infine 
si sommano algebricamente i momenti così trovati ai momenti IZ, e si 
ottengono i momenti effettivi ai bordi delle varie lastre. 

Se si vuole la rotazione g, del bordo comune, si può dividere — ZI, 
per la somma 2W delle rigidezze; oppure uno qualunque dei momenti 
ripartiti per la rispettiva rigidezza. 

c) Giova ricordare che nel caso di strutture molto complesse, cioè 
tali che qualcuna delle lastre abbia un secondo bordo, la rigidezza di 
essa al bordo considerato è univoca, cioè indipendente dal comporta- 
mento, ossia dal vincolo, del secondo bordo (n. 699 d); ciò che è dovuto 
alla mancanza di trasmissione di momenti e di rotazioni da un bordo 
all’altro. Per conseguenza la ripartizione di — ZI, dà risultati definitivi, 
senza che occorra fare l’ipotesi d’incastro perfetto provvisorio nell’altro 
bordo, come si fa col metodo di Cross, e senza che occorra applicare questo 
metodo. Inoltre sono anche evitate le trasmissioni dei momenti ripartiti. 


Esercizio 1502 — Studiare mediante le rigidezze la struttura dell’esercisio 1487. 
Soluzione. Le rigidezze della lastra e della trave valgono (1358), (1360) 


W,= 1500000, W,= 1157410. 
Il momento d’incastro della lastra (che coincide con la parte proporzionale 
spettante alla trave, es. 806 2) risulta 


pE:.__W. __p 300°. 1157410 
8 W+ 8 2657410 


MU, =—4900p. 


Esercizio 1508. — Idem, per la struttura dell’esercizio 1497. 
Soluzione. Le rigidezze della lastra piana e di quella cilindrica valgono 


W,= 1500000, TW, = 9061370. 
Il momento d’incastro della lastra piana risulta 


__p300, 9061370 _ _ g4% 
Me= — Tao loselsso — — 9992. 


De” 
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Esercizio 1504. — Idem, per la struttura dell’esercizio 1498. 
Soluzione. Le rigidezze della lastra piana e del parallelo della cupola valgono 


W,= 1039260, W,= 7020250. 
Ripartendo il momento M,=— 3515 kgem/cm, si ottieno M, = — 3062 


kgem/em. 


Esercizio 1505. — Intorno a una parete cilindrica è H 
disposto un ballatoio (fig. 1550 a) soggetto a un carico uni. 


forme p. Parete: R = 3 m, s = 20 em; ballatoio: ,, = 3 m, a) 
7, = 4,50 m, s = 20 cm. Calcolare il momento d’incastro 
al bordo interno del ballatoio. UH Ù 


Soluzione. Il momento d’incastro perfetto al bordo in- z 5 
terno del ballatoio (lastra anulare) è dato dalla (b) dell’eser- C » 
cizio 1175, 0 per v =0 risulta m,, = — 1,436p (pin kg/mq). 

La rigidezza del bordo interno della lastra anulare si TA 
deduce dalla seconda delle (1040) per m, =0, e risulta 
(y=0) Wi = 170940 (199). 

La rigidezza del parallelo intermedio (1291) della parete cilindrica è (es. 1489) 
Wa = B/a8 = 44,44/0,01699* = 9061370. 

Quindi il momento cercato è 


— my = 1,436p 


Fig. 1550. 


9061370 
9232310 


=1,409p, 
ed è poco minore del momento d’incastro perfetto. 


Esercizio 1506. — Idem, nel caso di una cupola (fig. 1550 b). 
Soluzione. Si risolve come l’esercizio 1505, perchè la rigidezza del parallelo 
intermedio della cupola è ancora W, = fi/a? (1369). 


Esercizio 1507. — Studiare mediante le rigidezze la struttura dell’esercizio 1489. 
Soluzione. Le rigidezze della lastra piana e di quella cilindrica valgono (1358), 


(1290) 
W,= 1500000, IV, = 4530690. 


Il momento al bordo della lastra piana risulta 


Me=— 7" Gososso — — S992P» 
con l'errore di 1,53% rispetto al primo risultato dell’esercizio 1489. 

AI bordo della lastra cilindrica si ha lo stesso M.. Si può poi calcolare Hy 
mediante la (1288); quindi, noti A, ed M,, si determinano le costanti O e y della 
(1279) per calcolare poi il regime statico lungo il tubo. Al bordo si ha gg = “0, 
perchè ivi è & = —0. 


(8) Se invece si considera la lastra anulare come una trave ad anello (cioè di sezione inde- 
formabile) di raggio (r, + r;) : 2, e si calcola la rigidezza mediante la (1360), si trova Wi = 142000. 
Si veda la nota 30 del Cap. XXI. 
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Esercizio 1508. — Idem, per la struttura dell’esercizio 1494, 
Soluzione. a) Le rigidezze della lastra piana, della trave e della parete cilin- 
drica risultano 


W,= 1500000, W,= 1157410, TV, =4530690. 
Ripartendo — IM = 11250p proporzionalmente alle tre rigidezze, si ottiene 
M,=2348p,  M,=181lp, M,=709p. 
Quindi il momento al bordo della lastra piana risulta 
M,=— 11250p + 2348p =— 8902p, 


con l’errore di 2,08% rispetto al risultato dell’esercizio 1494. 
b) La rotazione al bordo risulta Pa = 11250 p/7188100 = 0,00156p. 


Esercizio 1509. — Che errore si commette studiando mediante le rigidezze la 
struttura dell’esercizio 1481? 

Soluzione. L'errore è certamente forte, perchè lo spostamento È, del bordo 
comune è tutt’altro che trascurabile. 

In questo caso si ha (1341), (1360), (1354) 


W,= 2481650, W,=432000, M,=— 78,9 kgem/em, 
432000 


Mo = — 78,9 3913650 > 


— 11,7 kgem/em. 
Il risultato è profondamente diverso da quello dell’esercizio 1481. 


Esercizio 1510. - La struttura della fig. 1551 ha quattro parti concorrenti 
nel bordo comune: una parete cilindrica (R =4 m,8=15 cm), una cupola se- 
misferica (R = 4 m, s = 10 cm), una lastra circolare piana 
(solaio) (R=4 m, s=25 cm), una trave ad anello (40 x 40 em). 
Calcolare i momenti mutui provocati dal peso proprio della 
cupola e del solaio (197). 

Soluzione. a) La presenza della lastra piana consente l’im- 
piego delle rigidezze. Trattandosi dello stesso materiale, si può 
porre E = 1; inoltre assumiamo y = 0,1. 

Fig. 1551. Le rigidezze delle varie parti risultano 


Wsarste = 9,629, Wouvota = 3,494, Wrorato = 3,617, Wirave = 1,333. 
I momenti d’incastro perfetto valgono (ym = 2500 kg/me) 
Muototo =—-1250, Maso =+246=—25, —SZM=4+ 1295, 
Ripartendo — YZ proporzionalmente alle rigidezze, le quattro parti valgono 


+ 652,7, +236,8, +2452, +90,3; 


(°) O. BELLUZZI: Il calcolo semplificato delle strutture costituite da più lastre curve, «Inge- 
gneri e costruttori », Bologna, 1948, n. 3. 
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quindi i momenti effettivi risultano 


Muoiato = — 1250 + 245,2 = — 1004,8 kgem/em 
canora = + 25+236,8=+ 261,8» 

Myarete = + 652,7 » 
lraie + 9038» 


3) Se si vuol conoscere la rotazione del bordo provocata ad es. da un so- 
vraccarico uniforme p sul solaio, si calcola il momento M, d’incastro perfetto al 
bordo del solaio stesso, e si ha pg, = — M.: ZW. Se p = 500 kg/mq, risulta 


3, =-— 1000 kgom/em, =, =+ 1000/2-10*-18,073 =+ 0,000273 = 57”. 


723. I serbatoî. 


I serbatoi più comuni sono strutture costituite da lastre curve, con 
l'aggiunta eventuale di lastre circolari piane e di travi ad anello, Lo stu- 
dio non differisce da quello indicato per le strutture complesse, e si effet- 
tua, secondo i casi, con uno dei metodi dei nn. 717, 720, 721, 722. Oltre 
alle deformazioni provocate dal peso proprio delle 
varie parti, si usano quelle provocate dalla pressione 
idrostatica, che per i fondi sferici e conici si sono ri- 
cavate negli esercizi 1317, 1321 e per le pareti cilin- 
driche si deducono dalla (1277). Quando si faccia uso 
delle rigidezze, i momenti M d’incastro perfetto si 
calcolano mediante le (1353), utilizzando le stesse 
deformazioni. 


Esercizio 1511, — Il serbatoio della fig. 1552 a) è co- 
stituito da una parete cilindrica (R =4 m, s = 20 cm, 
h=6 m) solidale col fondo piano (R=4 m, s=50 em), 
ed è sostenuto liberamente lungo il bordo inferiore. 
Calcolare le reazioni provocate dal solo peso dell’acqua che 
giunge fino al bordo superiore, usandoi coefficienti elastici. 

Soluzione. a) Assumendo E = 2 + 10% kg/cmq e v = 0, per la parete cilindrica 
si ha 


Fig. 1552. 


a=0,01471, f=25; 
E, = 0,001177, n =Én=0,00001731, = m = 00000005093 ; 
È, = 0,024 cm, P3=0,00004. 
Per il fondo si ha 
E, = 0,00004, «= 0,0000001920, —,=0,002304, 
Le equazioni determinatiici di H, ed M, sono (fig. 1552 b) 


0,024 + 0,0011772, + 0,00001731M, = — 0,00004H, 
0,00004 + 0,00001731H, + 0,0000005093.1L, = 0,002304 — 000000019201, 
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e la soluzione è H, = — 738,0 kg/em, M, =+ 5725 kgem/em (come momento 
flettente della lastra di fondo è negativo). 
Nel centro della lastra di fondo si ha M = + 12275 kgem/em. 
b) Se la parete cilindrica fosse perfettamente incastrata in basso, si 
avrebbe (1300) 


H,=— 38,48 kg/em, M,=+ 1229 kgem/em, 


Il momento effettivo travato in a) è molto maggiore, ossia la parete si comporta 
come più che perfettamente incastrata; e ciò è dovuto alla lastra di fondo che la 
trascina con sè facendola ruotare in dentro (n. 686 e). 


Esercizio 1512. — Idem, usando le rigidezze. 
Soluzione. La presenza della lastra circolare piana assicura una buona appros- 
simazione con l’impiego delle rigidezze. Si ha 


Wrarete = 3927100, —Wyondo = 5207500 ; 
Mporete = + 1229, Myonto =—12000, -—ZM = 10771 kgom/om. 


Ripartendo — 27 proporzionalmente alle rigidezze, le parti risultano 
M,=4681, M,=6140, 
Il momento 1, si può ottenere in due modi: 
M,=+ 1229+ 4631 = — 12000 + 6140 = 5860 kgem/em. 


Rispetto al risultato dell’esercizio 1511, l’errore è di 2,36%. 

Con questo procedimento si riconosce che M,arste è tanto maggiore di quello 
d’incastro perfetto Macra quanto maggiore è la rigidezza della parete rispetto 
a quella del fondo. 


Esercizio 1518. — Il serbatoio dell’esercizio 1511 ha anche una trave ad anello 
in corrispondenza del bordo comune (sezione alta 100 cm e larga 60 em). 

Soluzione. La rigidezza della travo è W, = 6250000. Ripartendo — ZI = 
= 10771 kgem/em, le parti valgono 2749 - 3646 - 4376. Quindi i momenti effet- 
tivi risultano 


Myarete = + 3978 kgem/em, Miondo = — 8354 kgem/om, 
Mirave = + 4376 kgem/em. 


Esercizio 1514. — Confrontare le sollecitazioni che si hanno in un fondo piano 
con quelle che si hanno in un fondo sferico, supposto che si abbia r, = 4 m e un 
battente & = 5 m sul fondo piano o H = 5 m sul vertice del fondo sferico. 

Soluzione. a) Fondo piano. Nel caso più favorevole in cui il fondo sia semi 
incastrato in modo chei momenti all’incastro e nel centro risultino uguali in valore 
assoluto, trascurando il peso proprio si ha (1017) (v = 0,1) 


pR° _ 130,5 - 400? 
16 2a 16 


m=_-(3+7) 7750 kgem/em, 
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Assumendo E, = 40 kg/cmq e 4, = 1200 kg/emq, occorre lo spessore di 44 em 
e l'armatura metallica di 17,2 cmq/m. 
3) Fondo sferico. Assumiamo lo spessore s = 10 em e 0, = 45°. Gli sforzi 
di membrana dovuti al solo peso dell’acqua risultano (1226), (1227) 


N,=_— 163,6 kg/em , N,=— 213,3 kg/em; 
oc, =— 16,4 kg/emg, Ga = — 21,3 kg/emq. 


Si ha poi (R = 566 cm) 


a=0,01745, B= 6,243; 
E, = 0,0027958, = qa =Én=0,00006898, 9m = 0,000003404 ; 
&,=— 0,0394 em, 9, =—0,000113. 


Supposto il bordo perfettamente incastrato, la seconda delle (1353) dà 
M,=— 504,8 kgem/em. 


Con l'armatura A, =10 emq/m risulta o, = —42 kg/ema, o, = — 680 
kg/ema. 

A una certa distanza dal bordo il momento diventa praticamente nullo. 

I fondi sferici sono dunque molto meno solleci- 
tati di quelli piani. Lo stesso dicasi per i fondi co- 
nici in confronto con quelli piani. 


Esercizio 1515. — Un serbatoio cilindrico di la- 
miera (RP =1 m, s=1lem, h=5 m), appeso in 
alto, ha il fondo semisferico (R =1 m, s=1 em) 
(fig. 1553 a). Calcolare le reazioni mutue fra le due 
parti provocate dalla pressione dell’acqua che giunge 
al bordo superiore. 

Soluzione. I coofficienti elastici, che sono uguali per la parete e per il fondo, 
valgono (nota 153) 


Fig. 1553. 


E, = 0,0001285, n= En =0,000001651, —m =0,00000004244 . 


Le deformazioni di membrana al bordo inferiore della parete valgono (te- 
nendo conto di N, e di N) (E = 2 - 10° kg/emq, v = 0,3) 


E,=+0,0021 em, =, =+0,000005. 
Al fondo, per 0 = 0, = 90° le espressioni trovate nell’esercizio 1318 diventano 
E =— (1+ n)y:L3/3Es + (1—v)yl'R®/2Es =+ 0,0006583 cm, 
pi = + y3E2/Es = + 0,0000085 . 
Le equazioni risolventi sono (fig. 1553 b) 


i E, + HEn + Mén = H+ Mén 
Po + Hopn + MePm = + Hepn— Medm 
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ZEN da cui (19) 


I ccà M_-%-% 
; ° 2E, ° Ernia 
! ©) Sostituendo i valori numerici si ottiene 
I 
= H,=— 5,61 kg/em, M=0. 
. : 
d | È Esercizio 1516. — La parete cilindrica dell'esercizio 1515 
HM, | 3 è chiusa con fondi dello stesso Spessore, a forma di calotta 


) È 
L3 sferica avente 0, = 300 (fig. 1554 a). Calcolare le reazioni 


mutuo fra parete e fondo provocate dalla pressione interna 
Fig. 1554. uniforme p. 
Soluzione. Per la parete si hanno i coefficienti elastici dell'esercizio 1518. 
mentre (es. 89, 1490) 


É,=(2 — v)pR?/2Es = 0,00425p cm o P,=0. 
Per i fondi si ha (R=2 m) 
È = 0,00009086 si pi = È, = 0,000001651 = (9 Pm = 0,00000006001 Hi 
$=(1—v)pRr/2Es = 0,0035p em, @;=0, 
Le equazioni determinatrici di H, ed MU, sono (fig. 1554 b) 


E+ Hén+ MEn=&-H&+ Um 
Po + Hp + Mm = p5+ Hgi — Uspm, 


dalle quali si ricava (pp =g1=&, = Em) == 
ast. sui i 


| a) 
7» UH [| H 
Ent & i 
I] 
I ) 


Sostituendo i valori numerici si ottiene HZ, = 3,42p. «@« 
Se p=5 kg/omg, risulta H, = 17,1 kg/em, È Ù P 

Esercizio 1517. — Il bordo superiore della parete cilin- H h H 
drica dell’esercizio 1511 è solidale con una trave ad anello 
(fig. 1555 a) la cui sezione è di 50 x 50 em. Calcolare le rea- 
Zioni mutue fra la parete e la trave provocate dall’acqua che riempie il serbatoio. 


Soluzione. Per la trave si ha È, = 0,00032, Pm = 0,000001536. 
Le equazioni determinatrici di H, ed M, sono (fig. 1555 b) 


Fig. 1555. 


0,0003247, =0— 0,001 177H,+ 0,00001731 Mg 
0,000001536M4, = 0,00004 + 0,000017314, — 0,0000005093 4, 


© la soluzione è Z, = + 0,251 kg/cm, M,=+ 21,7 kgem/em, 


(**) Le equazioni si riducono ad avere una sola incognita ciascuna, perchè le due lastre hanno 
Eli stessi coefficienti elastici. Le due deformazioni Py © 9g sono uguali, e quindi 2; è nullo, per- 
chè i due spessori sono uguali. 
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Se l’altezza della parete non è molto piccola, queste reazioni sono praticamente 
indipendenti dalle condizioni di vincolo del bordo inferiore e dall’altezza della 
parete. 


Esercizio 1518. — Idem, mediante le rigidezze. 

Soluzione. La pressione idrostatica non provoca spostamonto È in sommità 
della parete; però il momento mutuo M,, mentre non provoca spostamento nella 
trave, ne provoca nella parete. Perciò l’impiego delle rigidezze dà risultati non 
corretti, ma tuttavia attendibili, perchè tale spostamento è poco rilevante. 

Le rigidezze e il momento d’incastro perfetto in sommità valgono (1353) 
(H,= + 295/?m perchè il bordo è in alto) 


Wsarete = 3927100, Wirave = 651040, M,= + 2p,/Pn= + 157,1 kgem/em, 
Quindi si ha 
M.,= 157,1 + 651040/4578140 = 22,34 kgem/em. (orrore di 3,0%) 


Esercizio 1519. — Il bordo superiore della parete cilindrica 
dell'esercizio 1511 è solidale con una lastra circolare piana che dC 20) 
sporge oltre il bordo (fig. 1556) (R =6m, s=15 em). Calcolare | 
le reazioni mutue provocate dall'acqua che riempie il serbatoio. Ì Ù Ì 
Soluzione. Separiamo le tre parti, cioè la parete cilindrica, ' = 
la lastra circolare interna e la lastra anulare esterna. File. 1658, 


Le rigidezze delle prime due parti valgono (E = 2 - 10% kg/emq, » = 0) 
3927100, 140620 . 


La rigidezza del bordo interno della lastra anulare si ricava dalla seconda 
delle (1040), e risulta espressa da (199) 


de, — #49) 
127, (1+ + (1-vr 
Per v =0 essa vale 
54090. 
Ripartendo —M =_— 157,1 kgem/em proporzionalmente alle tre rigidezzo, 


e aggiungendo a Mf, la parte spettante alla parete, i momenti ai bordi delle tre 


(1°) Se il raggio esterno della lastra anulare tende all’infinito, la rigidezza del bordo interno 
diventa 
W = Es}12%1 +v)r. 


Per effetto di m; applicato lungo il bordo interno (fig. 1335), la lastra si deforma con curvature 
di versi opposti nei piani radiali e nei piani normali a questi. Perciò è naturale che essa sia più 
deformabile se v è grande (come accade per una lamina tesa in direzione x 6 compressa in dire- 
zione y); e che W diminuisca se v aumenta. 

Se ricolleghiamo la lastra circolare interna, di raggio r e di rigidezza W = Es'12(1— v)r, 
con la lastra anulare illimitata, di raggio interno r, si ottiene la rigidezza di una circonferenza 
generica di raggio r di una lastra illimitata o grandissima (lungo la quale circonferenza si fa agire 
un sistema di coppie nei piani radiali): 

Es Es® Es 2 B 


ii=vr tia +e ir 1-37 27° 


Wa 
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parti risultano 


+ 7,42 kgem/em, — 5,86 kgem/em, 
— 2,06 kgem/em. 


H Esercizio 1520. — Il serbatoio della fig. 1557 a) 
Hal i ha i seguenti dati. Pareto: R = 4,20 m, s = 20 cm, 
h= 5,60 m; fondo sferico: 0, = 300, R=8,40 ms = 


Hi Idi = 25 em; sezione della trave ad anello: larghezza 40 cm, 

STRU] altezza 60 cm. Calcolare, mediante i coefficienti elastici, 

enna le reazioni al bordo della cupola e al bordo inferiore 

Hi della parete provocate dal peso del fondo e dall’acqua 
Fig. 1557. che riempie il serbatoio. 


Soluzione. Assumendo E = 2 - 105 kg/emq e v =0, per la parete si ha 


a=0,01436, f=22,68; 
= 0,001266, n = Ém = 0,00001818, im = 0,0000005223 ; 
A P: P: 
= + 0,02470 em, = + 0,00004410, 
» Po 


Per il fondo si ha 
a=0,009081, B= 7,086; 
E, = 0,0006408, Pn = Ém = 0,00001164, Pm = 0,0000004227 ; 


per effetto del peso proprio 
N,=-— 28,13 kg/em, —&,=—0,001456 cm, ,=+0,00001050 ; 
per effetto del poso dell’acqua (alta sul vertice H = 4,47 m) 
N,=-— 210,81 kg/em, é,=-—0,02177 em, g,=—0,00007056; 
e complessivamente 
N,=—238,94 kg/em, H,=+206,9 kg/em, é,=—0,02323 cm, P==—0,00006006. 
Per la travo si ha 


E, = 0,0003675, n =0,000001225. 


Separiamo le tre parti e aggiungiamo le reazioni mutue indicate nella fig. 1557 b). 
Le equazioni determinatrici delle quattro incognite si ottengono uguagliando lo 
spostamento È, e la rotazione g, del bordo inferiore della parete e della trave, 
del bordo della cupola e della trave: 


0,02470 + 0,0012664, + 0,00001818M, = — 0,0003675(1, + 4) 

0,00004410 + 0,0000181877, + 0,0000005223.3/, = — 0,000001225(27, + M,) 

— 0,02323 + 0,0006408(H; + 206,9) + 0,000011642, = — 0,0003675(Z, + H,) 
— 0,00006006--0,00001164(77;--206,9)+-0,00000042272I; =—0,000001225(2/,4-M). 
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La soluzione è 
H, =— 13,52 kg/com, M,=+ 1491,6 kgem/em ; 
H, = — 80,87 » M, = — 1962,9 » 
Sostituendo questi valori nelle equazioni, si hanno anche le deformazioni 


del bordo comune: 
E, =+0,0347 em, =, =+0,000577. 


Esercizio 1521. — Idem, usando il metodo delle deformazioni. 
Soluzione. Le reazioni d’incastro perfetto al piede della parete risultano (1300) 


H=_ 36,572 kgfem, 3’ =+ 1188,99 kgem/em. 
Quindi, usando i coefficienti elastici dell’esercizio 1520, le (1370) diventano 
H = 1579,4E,— 54992,6p,— 36,572, IM =— 54992,6£, + 3820568p,+ 1188,99. 


Le reazioni d’incastro perfetto al bordo della cupola, dovute al peso proprio 
e all'acqua, risultano (1353) (es. 1520) 


H=+ 67,3131 kg/om, M = —1711,65 kgem/om. 
Quindi le (1370) diventano (coefficienti e H, dell’esercizio 1520) 
H =83121,28, — 85927,89, — 139,587, M =— 85927,8£,+4 47311879, — 1711,65. 
Per la trave ad anello si ha (1370,) 
H=2721,1éÉ,, M= 8163269, 


Sostituendo le varie espressioni delle H e degli M nelle (1372), si ottengono 
le due equazioni con le incognite È, 0 Pe 


7421,7E,— 140920 9, = + 176,16 
140920£, — 93770819, = — 522,66. 


La soluzione è 
E, = 0,0347 em, , =+0,000577, 


e coincide coi valori trovati nell’esercizio 1520. 
Sostituendo questi valori nelle espressioni delle H e degli M, si ritrovano 
anche gli stessi valori delle reazioni mutuo. 


Esercizio 1522. — Idem, mediante lo rigidezze. 

Soluzione. In questo caso il metodo delle rigidezze non è applicabile, perchè 
il bordo comune alla parete, al fondo e alla trave subisce uno spostamento È, 
tutt'altro che trascurabile. Tuttavia proviamo ugualmente, per vedere l’entità 
degli errori che si commettono. 

Le rigidezze delle tre parti ei momenti d’incastro perfetto valgono (es. 1520, 
1521) 

Wrareta = 3829570, Wiondo = 4731190, Wirave = 816330 3 


Hcrete = + 1188,99, = Myonao =—1711,65, — ViM =+ 522,66. 
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Ripartendo — YM proporzionalmente alle tre rigidezze, si ottiene 
+ 213,45, + 263,71, + 45,50 . 
Quindi i momenti definitivi che interessano le tre parti risultano 


Moorete = + 1188,99 + 213,45 = + 1402,44 kgem/em 
Mono = — 1711,65.+ 263,71 = — 1447,94 » 
Mirave = + 45,50 » 


Come si vede, le differenze rispetto ai valori trovati nell'esercizio 1520 sono 
rilevanti. 


724. I serbatoi del tipo Intze. 


Com'è noto, i serbatoi del tipo Intze sono costituiti essenzialmente 
(fig. 1558 a).da una parete cilindrica, da un controfondo conico e da un 
fondo sferico. La parete cilindrica è solidale col bordo superiore del con- 
trofondo, e il loro bordo comune A è rinforzato di solito da una trave 


B 
Fig. 1558. 


ad anello. Il bordo inferiore del controfondo è solidale col fondo sferico, 
e lungo il loro bordo comune B è posta una robusta trave ad anello. Tal- 
volta il serbatoio ha una cupola di copertura, solidale con la parete ci- 
lindrica (fig. 1558 Db). 

Dopo quanto si è già detto, il procedimento di calcolo è ovvio. 

Se si usano i coefficienti elastici (n. 717 5), si considera ad es. il bordo 
A, e in corrispondenza di esso si tiene conto della solidarietà delle due 
lastre che vi concorrono e della trave ad anello. Si hanno così quattro 
incognite staticamente indeterminate e quattro equazioni di congruenza. 
La stessa cosa si fa per il bordo B, e si ottengono altre quattro equazioni 
con altre quattro incognite. Perciò il calcolo si riduce a scrivere e a ri- 
solvere due sistemi di quattro equazioni lineari con quattro incognite 
ciascuno. I due sistemi di equazioni sono indipendenti l’uno dall’altro, 
perchè sappiamo (n. 710 b) che le reazioni mutue che si hanno in uno 
dei due bordi non influiscono sensibilmente sulle deformazioni dell’altro 
bordo (altrimenti si otterrebbe un sistema di otto equazioni con otto 
incognite) (es. 1524). 
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Se invece si usa il metodo delle deformazioni (n. 721), in corrispon- 
denza di ciascun bordo si hanno soltanto le due incognite £, e g,; per 
cui si devono scrivere e risolvere due sistemi di due equazioni lineari 
con due incognite ciascuno (es. 1525). 

L'impiego delle rigidezze è evidentemente da escludere per lo studio 
del bordo A, perchè esso subisce uno spostamento orizzontale £, in fuori 
tutt'altro che trascurabile. Invece si può impiegare spesso con buoni ri- 
sultati per lo studio del bordo B, perchè le forze H che le due lastre tra- 
smettono al bordo comune, cioè alla trave, sono di versi contrari e di 
solito hanno valori poco diversi tra loro, per cui il bordo subisce uno 
spostamento £, che si può trascurare (es. 1526). 

Questi metodi molto semplici consentono di determinare le reazioni 
mutue tenendo conto della solidarietà delle varie parti, ossia del reale 
comportamento della struttura che è molto complessa, e quindi danno 
risultati perfettamente attendibili, ben diversi da quelli che risultano da 
ipotesi di vincolo arbitrarie. Il tempo richiesto si riduce a poche ore. 

Come esempio, calcoliamo lo stesso serbatoio che studiai molti anni 
or sono ('7°) facendo uso delle soluzioni esatte della lastra sferica e della 
lastra conica, e con sviluppi di calcolo concatenati estremamente lunghi 
ed estenuanti. 

Può convenire di far precedere lo studio statico della struttura da 
uno studio sommario inteso a determinare le dimensioni più opportune 
onde rendere nulla (o piccola) la forza orizzontale trasmessa dai due 
fondi alla trave B (es. 1523). 


Esercizio 1523. — Trovare la condizione che dev'essere soddisfatta affinchè 
le due azioni orizzontali che il fondo sferico e il controfonào conico trasmettono 
alla trave ad anello posta in corrispondenza del bordo B si facciano equilibrio 
tra loro, e quindi la trave non sia nè tesa nè compressa assialmente. 

Soluzione. Indichiamo con gli indici s © c le quantità corrispondenti al fondo 
sferico e a quello conico (fig. 1559 a). 

Siano Q, e Q;i posi interessanti i due fondi (Q, peso del fondo *% 

è È x a). 
sferico e dell’acqua che gli sovrasta; Q. peso del fondo conico, NA 
dell’acqua che gli sovrasta e della parete cilindrica). Le azioni - AD 
verticali V, e V, per unità di lunghezza del bordo comune (di 
raggio r) valgono 

V,= @:/2mr, V.=Q/2mr. 


Le azioni orizzontali, in regime di membrana (componenti di N,, N 
e di N,;), valgono (fig. 1559 b) NA [Ve 
H,=V,/tg0, Hu=V./tg0.. Fig. 1559. 


(1°) O. BELLUZZI: Il calcolo razionale dei serbatoi del tipo Intze. « Annali dei Lavori Pub- 
blici», 1933, fascicoli 7°, 8°, 9°. 
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Le duo H risultano uguali, e si fanno equilibrio tra loro, se 


(a) 


Si deve dunque cercare di soddisfare la relazione (a), ciò che si ottiene modi- 
ficando o gli angoli 0, e 0, 0 i pesi Q, e Q.. Si noti tuttavia che la relazione (a) 
potrà essere soddisfatta per una data altezza di acqua nel serbatoio, ma non per 
tutte le altezze. 

In questo modo si tiene conto soltanto delle azioni H,, © H,; che si hanno 
in regime di membrana, mentre in realtà interessano le azioni totali che i fondi 
trasmettono alla trave e che abbiamo indicate con H, (n. 704 db). Ma queste azioni 
sono note soltanto dopo eseguito l’intero calcolo statico. Se esse risulteranno 
troppo diverse tra loro, si potranno modificare le dimensioni e rifare il calcolo. 
Ma di solito ci si accontenta dell’uguaglianza delle H,, e H,,. 

Nel caso del serbatoio dell’esercizio 1524 si ha H,, = 402,2 kg/cm e H,, = 
= 417,7 kg/cm, che sono poco diverse tra loro. Le azioni orizzontali definitive 
risultano H, = 243,3 kg/cm e H,= 234,8 kg/cm, che differiscono tra loro anche 
meno. 


Esercizio 1524. — Studiare il serbatoio Intze della fig. 1560 mediante i coefli- 
cienti elastici. 
Le dimensioni del serbatoio sono indicate nella figura, cioè sono 


parete cilindrica r=9,00m, %X=8,00m, s =25 cem; 
controfondo conico 7,=9,00 m, =6,00 m, ss =40 cm, 0@=500 ; 
fondo sferico ft = 6,00 m, 8 =30 cm, 0,=40. 


La trave 2d anello lungo il bordo A è costituita 
essenzialmente da un gruppo di 8 ferri di 40 mm di 
diametro posti in corrispondenza dell’incontro delle 
due lastre, e le dimensioni della sua sezione trasversale 
si ritengono trascurabili (7 =0); per cui si considera 
reagente soltanto a trazione, ossia alle forze H, e non 
alla rotazione g. Il raggio del suo asse geometrico è 
naturalmente di 9,00 m, La trave ad anello lungo il 
bordo B ha la sezione rettangolare alta 1,00 m e larga 
0,50 m ed è armata con 16 ferri di 40 mm di diamo- 
tro. Il raggio del suo asse geometrico è di 6,00 m. 

Soluzione. a) Le caratteristiche delle varie parti, 
i loro coefficienti elastici e le deformazioni di mem- 
brana hanno i seguenti valori (si assumo 2 = 2 - 105 
kg/cmq e si suppone y = 0). 

Parete cilindrica: 


a= 0,0087733, f=6,173; 
En = 0,002842, = p, =, =0,00002494, =, =0,0000004375 ; 
É,=0,1296 cm, ©, =0,0001620. 
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Controfondo conico, bordo superiore (R = 1175 cm) (es. 1432): 


a=0,006070, f=5,794; 
E, =0,001230, gn =éÉmn=0,000009743, mn =0,0000001544. 


Per effetto del peso proprio (Ym = 2400 kg/me = 0,0024 kg/eme) 
E,=0,008156 em, gp, =—0,00001521, N=0. 

Per offetto della pressione idrostatica (battente sul bordo A, H = 800 cm) 
E,=0,1057 em, o, =—0,00006500, N,=0. 


Per effetto del peso della parete cilindrica, che si considera alta 8,50 m per tener 
conto del franco, e che pesa Q = 288400 kg, 


£,=0, g,=—0,00000698, V=51,0 kg/em, N, =— 66,58 kg/em. 

In tutto 

E,=0,1139 em, p, =— 0,00008719, N, =— 66,58 kg/cm, H, =+ 42,8 kg/eme 
Controfondo conico, bordo inferiore (R = 783 em): 


a=0,007436, f=13,05; 
E, = 0,0006687, gn = En =0,000006492, —m = 0,0000001260 . 


Per effetto del peso proprio, della pressione idrostatica e del peso della parete 
cilindrica si trova rispettivamente 


E,=0,003625 em, —,=—0,00001781, N,=— 76,62 kg/em; 
E,=0,06800 »,  gp=—0,0001811, Ni=—473,30 » 
E,=0 è y=—0,00001047, N,=— 99,86 » . 

In tutto 


E,=0,07162 em, g,=—0,0002094, N,=—649,78 kgfem, H,=—417,7 kg/om, 
Fondo sferico (R = 933 em): 


a=0,007864, f=6,887; 
E, = 0,0009436, n = n =0,00001154, —m = 0,0000002825. 


Per effetto del peso proprio 
E,=— 0,0013483 cm, —,=0,00001440, N, =— 38,05 kg/m, 
Per effetto della pressione idrostatica 
E, =-— 0,05934 cm, ©, =—0,00009334, N =<— 487,00 kg/em. 
In tutto 
E,=—0,06068 em, g,=—0,00007894, N,=—525,05 kg/em, H,=402,2 kg/em. 
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Anello di cintura lungo il bordo A (area della sezione trasformata in calce. 
struzzo A = 1005,3 cmq): 


Én=0,004029, ,=é,=0, Pm =; 


Trave ad anello lungo il bordo B. La sezione della trave è, in parte, comune 
ai due fondi, e per tener conto in qualche modo di ciò, valutiamo l’area A eil 
momento d’inerzia J trascurando i ferri: A = 5000 cmq, J = 4167000 em'; 


Én = 0,0003600, gn =é,=0, n=0,0000004320. 


H b) Bordo A. Resi indipendenti tra loro la parete cilindrica, 
il controfondo e l’anello di cintura (fig. 1561), le reazioni mutuo da 
mM aggiungere sono le due forze orizzontali H,@ Hyeil solo momento 
H mutuo M = M, = M, fra le due lastre (perchè l’anello non as- 
sorbe alcun momento, essendosi conside- %, 
E_ rato di sezione molto raccolta). Quindi in 
HatHr i " 
questo caso le incognite sono soltanto tre. a 
Le tre equazioni di congruenza si otten- H; pa, Mi > 
“ Ù gono,nella forma più semplice, uguagliando so) -@ Hi 
‘e, gli spostamenti È della parete cilindrica e AtHa M*Ma 
Più. ibet, dell’anello, gli spostamenti É del contro- a. 


fondo e dell’anello, lo rotazioni p della 
parete cilindrica e del controfondo. Mediante gli elementi calcolati in a), le 
equazioni risultano 
( 0,1296 + 0,0028427, + 0,00002494 1 = — 0,004029 (4, + H,) 
| 0,1139 + 0,001230 (27, + 42,8) + 0,000009743.1£ = — 0,004029 (2,+ Ha) 
Î 0,0001620 + 0,0000249477, + 0,0000004375M = 
= — 0,00008719 — 0,000009743 (H+ 42,8) — 0,0000001544M . 


La soluzione è 
H,=+ 2,73 kg/cm, HI, =— 32,45 kg/em, M=— 706,0 kgem/em, 


Sostituendo in una delle prime due equazioni e nella terza, si ottengono an- 
che le deformazioni del bordo: 


E =+ 0,120 em, Pe = —0,000079. 


Quindi nella parete cilindrica e nel controfondo, in prossimità del bordo comune, 
si ha 
2 = 0,120/900 = + 0,9000138 
Or6 = 2105 -0,000133 = 26,6 kg/emq, Cos = 266 kg/cmq. 


©) Bordo B. Rese indipendenti le due lastre e la trave (fig. 1562), le quattro 
equazioni di congruenza si ottengono, nella forma più semplice, uguagliando gli 
spostamenti É del controfondo e della trave, gli spostamenti £ del fondo sferico e 

- della trave, le rotazioni del controfondo 6 della trave, le rotazioni g del fondo 


ii 
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sferico e della trave: 


0,07162+-0,0006687(H7,—417,7)+-0,0000064923,=—0,0003600(1,--7,) 
—0,06068+-0,0009436(7,--402,2)+-0,00001154M,=—0,0003600(7,--H;) 
—0,0002094+-0,000006492(7,—417,7)+0,000000126027,=—0,0000004320(.M,+M,) 
—0,00007894+-0,00001154(77,-+402,2)+0,0000002825.4, =—0,0000004320(21,-+-M;). 


La soluzione è 
H,=+ 234,8 kg/em, Ha=— 243,3 kg/em, 
M,=+ 8281 kgem/em, My =— 7463 kgem/em. 


Sostituendo in una delle prime due e in una delle ultime due equazioni, si 
ottiene anche (171) 


E,=+0,00304 cm, =, =—0,000353. 
Quindi si ha 
€, = 0,00304/600 =+ 0,00000507, 0, =1,01 kg/emg, 0, =10,1 kg/emq. 


Esercizio 1525. — Idem, usando il metodo delle deformazioni. 

Soluzione. a) Utilizzando i vari coefficienti elastici e le deformazioni in regime 
di membrana (es. 1524 a), e impiegando le (1300) e (1353), le reazioni ai bordi 
delle varie lastre, nell’ipotesi che essi siano perfettamente incastrati, risultano 
le seguenti. 

Bordo inferiore della parete cilindrica: 


H=_— 84,69 kg/em, 3 =4+ 4457 kgem/em, 
Bordo superiore del controfondo conico: 
H =— 176,81 kg/em, M#=— 10561 kgem/om, 
Bordo inferiore del controfondo conico: 


H=— 246,37 kg/em, IM =4+ 14354 kgem/em, 


(1°) Non è possibile, purtroppo, confrontare questi risultati, ottenuti mediante calcoli molto 
semplici, con quelli che ottenni nel lavoro citato nella nota 170 mediante calcoli senza confronto 
più lunghi e laboriosi, causa una svista che allora commisi nella parte più facile e banale del pro- 
cedimento. Infatti, nel calcolo delle deformazioni 0;, © 0,p (cioè degli spostamenti &,) provocate 
dalla pressione idrostatica, mediante le formule (46), sbagliai il posto della virgola e scrissi 136075 
@ 211595 invece di 13607,5 e 21159,5 (n. 43 d); ciò che, naturalmente, alterò profondamente tntti 
1 risultati successivi. È corretta invece la parte più laboriosa del procedimento, cioè i lunghi calcoli 
a catena che danno le deformazioni provocate dalle forze agenti ai bordi. Per cui è possibile confron- 
tare tutti i risultati intermedi (divisi per E = 2 - 10* kg/ema, perchè si suppose E = 1) con quelli 
attuali, e riconoscere l’ottima approssimazione sia dei coefficienti elastici, sia delle deformazioni 
di membrana. Tuttavia, in mancanza del confronto dei risultati finali, sussiste il confronto ana- 
logo che si è fatto nell’esercizio 1486, che tranquillizza completamente circa l’approssimazione 
dei presenti metodi semplificati. 

Vale la pena di osservare che, mentre il presente calcolo si effettua in poche ore, il suddetto 
procedimento esatto mi richiese parecchi mesi di lavoro continuo ed estenuante. 
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Bordo del fondo sferico: 
H =+ 121,88 kg/lem, —M=— 4699 kgem/cm, 


6) Bordo A. Sostituendo i valori di a 6 f e dello 7, X, H, nelle (1370), 
si trovano le seguenti espressioni delle H e degli M ai bordi concorrenti in A. 
Bordo inferiore della parete cilindrica: 


H = + 703,646, — 401029, — 84,69 
M =— 401028, + 45711109, + 4457, 


Bordo superiore del controfondo conico: 


H = + 1626,6£, + 1026419, — 219,11 
M = + 1026418, + 129533609, — 10561. 


H=248,22E,, M=0. 


Anello: 


Quindi, sostituendo nelle (1372), si ottengono le seguenti equazioni con le 
incognite È, © ©: 
+ 2578,5£, + 625389, — 303,80 = 0 
+ 62538£, + 175244709, — 6104=0, 
La soluzione è 
É,=+0,120 em, ©, =—0,000079, 

e coincide con quella trovata usando il metodo delle forze. Sostituendo questi 
valori nelle espressioni delle H e degli M, si ottengono anche le reazioni mutuo. 
e) Bordo B. In modo analogo, ai bordi concorrenti in B si trova: 

Bordo inferiore del controfondo conico: 


H =+ 2990,7é, — 1540469, + 171,33 
M = — 154046, + 158694709, + 14354. 


Bordo del fondo sferico: 


H =+ 2119,6£, — 866259, — 280,32 

M = — 86625È, + 70805909, — 4699, 
Trave ad anello: 

H=2777,8E£,, M=2315000%,. 


Quindi si ottengono le due equazioni 
| + 7888,1EÈ, — 2406719, — 108,99 = 0 


— 240671, + 252650609, + 9655 = 0. 


La soluzione è 
E =+0,00304 em, —, =— 0,0003583, 


e coincide con quella già trovata. Sostituendo, si ottengono anche le I7 o gli M. 
Esercizio 1526. — Idem, usando le rigidezze. 


Soluzione. a) Come si è detto nel n. 724, si prevede che il bordo B subisca 
uno spostamento molto modesto, perchè il controfondo conico e il fondo sferico 
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trasmettono alla trave ad anello spinte di versi opposti e pressochè uguali 
(v. anche l’ultimo capoverso dell’es. 1523). Perciò dev'essere abbastanza atten- 
dibile il procedimento di calcolo mediante le rigidezze. 

Le rigidezze dei vari bordi risultano 


bordo inferiore del controfondo conico W = f/2a? = 15869500, 
bordo del fondo sferico W = f/2a8 = 7080600, 
trave ad anello W = EJh® = 2314800. 


Inoltre abbiamo trovato (es. 1525) 
H,=+14354 kgem/em, M,=—4699 kgem/em, e quindi —LZM=—9655 kgem/em, 
Ripartendo —ZM proporzionalmente alla rigidezza, si ottiene 


6065, 2706, 885. 


Quindi i momenti al bordo delle due lastre risultano 


M,= + 14354 — 6065 = + 8289 kgem/em 
M,=— 4699 —2706 = — 7405 » . 


Questi valori differiscono da quelli già trovati rispettivamente di 1,0 e di 7,8 
per mille. 
La rotazione del bordo B risulta 


Qe=— ZM:EW =— 0,0003882, 


b) Invece il bordo A non si può studiare mediante le rigidozze, perchè il 
suo spostamento £ è rilevante. Infatti, ripetendo il calcolo come si è fatto per il 
bordo B, si trova 


M,=+ 6049 kgem/em, M,=— 6049 kgem/em, 


mentre i valori già trovati sono M, = — 706 kgem/em, M, = + 706 kgem/em; 
per cui i risultati che si ottengono mediante le rigidezze sono in questo caso so- 
stanzialmente errati. 


Esercizio 1527. — Intorno a un camino di cemento ar- 
mato, che serve da sostegno, è costruito un serbatoio anu- 
lare (fig. 1563), costituito da un controfondo conico solidale 
col camino, da una parete cilindrica sostenuta dal contro- 
fondo, e da una copertura che può avere la forma conica 
o sferica. 

Soluzione. Lo studio del bordo A (fig. 1558 a) non diffe- 
risce da quello svolto nell’esercizio 1524 b). 

Lo studio del bordo B è molto più semplice di quello svolto 
nell’esercizio 1524 c), perchè basta tener conto della solida- 
rietà del controfondo e del camino (lastra cilindrica), e si hanno soltanto due 
incognite H, ed M,. Se poi il camino ha un forte spessore, il controfondo si 
può considerare perfettamente incastrato. 


Fig. 1563. 
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CAPITOLO XXIX. 


LE VOLTE SOTTILI 


726. Generalità. 


La tecnica delle coperture per grandi vani ha compiuto negli ultimi 
decenni un passo importante con la creazione delle volte sottili di cemento 
armato (Dischinger-Bauersfeld, 1923). Le volte sottili (nonchè le cupole) 
costituiscono un nuovo elemento portante che si aggiunge a quelli già usati 
(pilastri, travi, archi, lastre piane, strutture reticolari), cioò la superficie 
portante. Esse consentono, ad es., di coprire vani di 20 = 50 m con volte 
aventi lo spessore di soli 5 0 6 centimetri; e di realizzare strutture di 
vari tipi, ammirevoli per grandiosità e arditezza, nonchò per l’eleganza del 
loro aspetto. Col loro impiego si conseguono inoltre economie rilevanti, sia 
per la quantità molto ridotta dei materiali impiegati, sia per la leggerezza 
delle impalcature necessarie per la costruzione, Sono anche eliminati le 
nervature e i tiranti, ed è ridotto al minimo il numero dei pilastri o i 
muri di sostegno, essendo di solito queste volte sostenute soltanto nei 
quattro angoli (fig. 1566), a guisa di trave appoggiata alle estremità. Per 
contro esse richiedono notevole intuito, grandi cure e molta perizia nell’ese- 
cuzione, per evitare che si manifestino lesioni, specialmente in prossimità 
dei bordi o in corrispondenza di certi punti o di certe linee singolari. 

Le volte sottili possono avere diverse forme. Tralasciando le lastre 
di rivoluzione che studiammo nel Cap. XXVIII, le più usate sono le 
volte cilindriche o a botte (volte Zeiss-Dywidag), che studieremo in modo 
dettagliato; tuttavia si usano anche coperture a facce piane (n. 747), 
lastre a doppia curvatura (n.7 48), coperture costituite da parti di volta 
a botte (n. 749) e lastre di diversi altri tipi (n. 750). 

Il calcolo delle volte sottili si effettua in due tempi. Da prima 
si considerano come membrane prive di rigidezza a flessione (e perciò 
non soggette a momenti flettenti), e si determinano gli sforzi di 
membrana capaci da soli di fare equilibrio ai carichi; sforzi che in 
ogni punto agiscono nel piano tangente alla volta e che nell’insieme 
costituiscono un sistema spaziale. Questo calcolo è molto semplice, e le 
tensioni che si ottengono hanno di solito valori modesti. Nel secondo 
tempo, nel quale si considerano come lastre resistenti alla flessione, si 
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tiene conto dell’influenza dei bordi che le limitano, e si determinano le 
reazioni imponendo il rispetto delle condizioni ai bordi; quindi si calco- 
lano le sollecitazioni indotte nella volta. Questo secondo studio è molto 
complesso e assai laborioso, per cui dovremo limitarci a darne soltanto 
un rapido cenno (n. 744). Le sollecitazioni che ne risultano modificano 
profondamente gli sforzi di membrana, non soltanto in prossimità dei 
bordi, dove si manifestano degli ingorghi di tensioni che possono essere 
pericolosi (e che richiedono considerevoli armature metalliche, disposte 
con particolari accorgimenti), ma anche lontano da essi (!). Fortunata- 
mente in pratica i valori teorici di queste tensioni risultano attenuati 
dall’intervento delle deformazioni plastiche (Cap. XXX). 


727. Le volte a hotte. Equazioni generali. 


a) Consideriamo una volta a botte (fig. 1564 a), avente come di- 
rettrice una curva piana di equazione 2 = z(y) (l’asse 2 è verticale e ri- 
volto verso il basso, l’asse y è la tan- 
gente a una delle direttrici nel suo 
punto più alto e l’asse « è la genera- 
trice di colmo). 

La volta è soggetta in ogni punto 4 
alla forza esterna, che per unità di area 
della volta stessa ha le componenti X 
secondo la generatrice, Y secondo la 
tangente t in A alla direttrice e Z se- 
condo la normale esterna n in A alla 
volta (fig. 1564 b). 

Considerando per ora la volta come 
una membrana estesa indefinitamente S.-d$,, 
ai lati (°), gli sforzi interni (di mem- 
brana) giacciono nel piano tangente 
alla volta, e sono (fig. 1564 b) lo sforzo normale $, nella direzione #, lo 


Ra; 


TytdÈ, Ty*dTua 


Fig. 1564, 


(1) A differenza da ciò che accade nelle lastre di rivoluzione (Cap. XXVIII), nelic quali 1 
disturbi dovuti ai bordi sono locali in virtù dell’effetto smorzante esercitato dalle strisce secondo 
i paralleli. e perciò a una certa distanza il regime è poco diverso da quello di membrana, qui 
invece i bordi lo alterano, di solito, sostanzialmente (es. 1556 a, fig. 1591) anche a forti distanze 
(v. l’ultimo capoverso del n. 744%). Tuttavia si deve studiare anzitutto il regime di membrana, 
perchè è necessario conoscerlo per poter procedere alla seconda parte dello studio, e perchè costi- 
tuisce una delle due parti del regime definitivo. 

(3) Si considera estesa indefinitamente ai lati, mentre alle estremità frontali si pensa vincolata 
in modo da conservare gli stessi sforzi 713 che ivi risultano dalla soluzione di membrana. Infatti 
non si può pensare estesa indefinitamente anche per il lungo, perchè ogni sezione normale alle 
generatrici sarebbe un piano di simmetria (ossia si comporterebbe come tutte le altre, se il carico 
non varia con x), e perciò în essa (o quindi in tutte) dovrebbe escere l'1 = 0. 

Lo sforzo 7’ nasce dalla tendenza dei vari anelli a deformarsi diversamente l’uno dall’altro. 


476 CAPITOLO VENTINOVESIMO 


Sforzo normale $s nella direzione dell’arco @ (ossia della tangente t) 
(positivi se di trazione), e lo sforzo tangenziale Tia=Tm= T; essendo 
81, Sa, Ti valori agenti sull’unità di lunghezza della sezione normale 
2 , 0 della sezione normale alla direttrice, e sull’intero Spessore s (come 
nel Cap. XXVII). Da essi si deducono le tensioni unitarie (uniformi nello 
Spessore) o, = 81/85, c, = Sof8,t=t8=TA= 1'/s 

Per effetto delle forze esterne agenti sulla superficie della volta illi- 
mitata lateralmente, le tensioni di flessione 0{ e 0;, e quindi anche i mo- 
menti flettenti M, ed M, 2, Sono insignificanti, perchè le variazioni di 
curvatura sono piccole e perchè è piccolo lo spessore (come nel n. 656 b). 
Infatti, l’incurvamento delle generatrici è piccolo per il grande valore 
del momento d’inerzia J dell’intera sezione retta della volta, che rende 


delle direttrici è piccola perchè i timpani che irrigidiscono trasversalmente 
la volta (n. 728 5) non sono molto distanti tra loro, e perchè i momenti 
fiettenti non sono necessari per equilibrare le forze esterne (n. 727 A). 

b) La determinazione di 81, Sa, T dipende da un sistema di tre 
equazioni alle derivate parziali, che esprimono l’equilibrio di un elemento 
qualsiasi della volta. Isoliamo tale elemento (fig. 1564 b), limitato da duo 
sezioni vicinissime normali alle generatrici e da due sezioni vicinissime 
normali alle direttrici. La sua area è de - da =dx + Rd0, essendo R il 
raggio di curvatura della direttrice nel punto considerato (*) e 0 l’angolo 
di # con l’orizzontale o di n con la verticale. 

Equilibrio in direzione n. Interessano la forza esterna Zaada e le 
componenti secondo n degli sforzi Bodo ed (8+ dS,)do, dove dS, = 
= (d8,/da)da, che si ottengono (nota 13 del Cap. XXVII) moltiplicando 
gli sforzi per sen d0/2 = a0/2. Per cui si ha 


do dS; do 
— Syda ‘$-(8, + 3°. da) da ‘3 + Zdeda= 0; 


ossia, trascurando l’infinitesimo del secondo ordine, 

(a) —S,doxd0 + Zdrda =0 ; o anche — Sade d0 + Zdo RAÎ = 0. 
Equilibrio în direzione #. Interessano la forza esterna Ydrda, la diffe 

renza degli sforzi ($, + d$,)dx ed S,da e quella degli sforzi (Tia + dT2)da 

e T,yda. Per cui si ha 


38, > 
®) (51+ 2: a0)ar— s,ae + (7+ Do de)da — Tda+ Ydeda = 0; 


(*) Ricordiamo che data l'equazione 2 = #(v) della direttrice, il raggio di curvatura R in 
un punto qualunque di essa è dato da 
d+29% 
R= ea 
a”. 
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Equilibrio in direzione x. Interessano la forza esterna Xdrda, la diffe- 
renza degli sforzi (8,4 d$,)da ed S,da e quella degli sforzi (71 + d7u)de 
© Td. Per cui si ha 


(o) (8, » e, do) da — 8da + (r +3I da)ar— Tao +Xdeda = 0. 
/ 
Dividendo le (a), (0), (c) per de d0 0 per dwda, si ottengono le tre equa- 


zioni cercate (*) 


(1373) S=ZR, dî 42I Le 


da + 3a I 9% + 450. 


c) L'integrazione delle (1373) è immediata. La prima dà diretta» 
mente S,. Integrando la seconda e la terza rispetto a «, si ottiene 


@ © = fado [r42+-910), s=-fT an /xdw+-90), 


dove 9(0) ed y(0) sono due funzioni di 9 che si determinano mediante 
le condizioni ai limiti. Noto $, dalla prima delle (1373), si sostituisce 
dS,/da ossia d8,/R30 nella prima delle (d) e si ottiene 7, poi si sostituisce 
è7/R30 nella seconda e si ottiene S,. 

Di solito X, Y, Z sono funzioni soltanto di 0 e non di @, cioè non 
variano lungo le generatrici. In tale caso lo sforzo S, non dipende da a. 
Inoltre dalle (4) risulta 


T=_s( + I) +90) =—2L+ 900) (1 = 78 + 3) 


a dK dp(0 
8=-7 > Tap + 0). 


(1374) 


d) Nel caso di una volta ugualmente 
vincolata alle due estremità frontali AB e 
CD (fig. 1565), nel piano medio EY dev’es- 
sere, per simmetria, Z,3 = 0, ossia T=0. 
Perciò se si assume l’origine O degli assi a 
metà della lunghezza, per x =0 dev'essere 
T=0, e quindi dalla prima delle (1374) 
risulta (0) = 0. Inoltre i timpani (n. 728 8) di solito non sono capaci 
di reagire allo sforzo $,, per cui per x = +/ dev'essere S, = 0. Quindi 
dalla seconda delle (1374), se X = 0 come nella maggior parte dei casi, 
si ricava w(0) = — (2*/2)dK/Rd0. 


Fig. 1565. 


(*) Come si disse nella nota 15 del Cap. XXVII, la prima delle (1373) è l'equivalente, per un 
caso molto più generale (cioè per Z e per R variabili), della (91) che trovammo nel caso parti- 
colare del tubo a direttrice circolare, soggetto alla pressione p uniforme. 
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Pertanto le (1374) diventano in tale caso 


d8, Ba dk 
(1375) S.=ZR, T=-a(08 4 2) ak, st di 


e) Se la volta è vincolata in altri modi alle estremità, si vedano 
gli esercizi 1537, 1538. 

7) Come si è già osservato, se Z non varia con ©, lo sforzo S, è 
indipendente da %, per cui varia soltanto lungo le direttrici, dipendente- 
mente da Z e da R, ossia nello stesso modo lungo ogni direttrice. Inoltre, 
non risultando 8, da un’equazione differenziale, è indipendente dalle con- 
dizioni di vincolo della volta (5). 

La spinta orizzontale H della volta, per unità di lunghezza del bordo 
laterale (ossia longitudinale), è anch'essa indipendente da 2, ed è data da 


(1376) H=- S,cos®. 


Se la direttrice termina con tangenti verticali (0:= 90°), ai bordi si ha 
H:=>/0 

Gli sforzi ' ed $, variano generalmente con 0; inoltre 7 varia linear- 
mente ed $, con legge parabolica lungo le generatrici (come lo sforzo 
di taglio e il momento flettente in una trave soggetta a carico uniforme). 

9) Questi risultati sono validi purchè la volta si comporti dovun- 
que come una membrana, cioè sia non solo molto sottile, ma anche estesa 
indefinitamente ai lati. Essi non tengono conto dell’influenza dei vincoli 
ai bordi laterali, che reagiscono diversamente da quello che farebbe il 
prolungamento della membrana (n. 744). 

h) L’equilibrio dell’elemento considerato in ») è possibile (nota 26) 
coi soli sforzi S,, S., 7 di membrana (agenti nel piano tangente), 
ossia senza l’intervento di momenti M,, M, flettenti ed Ms torcente, 
in virtù dello sforzo 7 (mentre nelle lastre di rivoluzione era reso pos- 
sibile dallo sforzo $, di parallelo, n. 658 5). Quando 7 è nullo (ad es. nel 


(*) Se Sa sî deducesse da un’equazione differenziale, questa determinerebbe soltanto la legge 
di variazione di Ss: per cui gli effettivi valori dipenderebbero dal valore all’inizio, ad: es. a 
un bordo laterale, Risultando invece da un'equazione finita, S, dipende soltanto dai valori 
locali di Z e di RR, ed è completamente determinato in ogni punto (finchè ei considera il regime 
di membrana, ossia finchè gli sforzi di taglio 71 e T sono nulli: altrimenti S2 dipende anche da 
dT,e da dT:, come sl disse nella nota 15 del Cap. XXVII, e come appare dalla terza delle (1408) © 
dalla nota 33). Ne segue che se le condizioni ai bordi laterali impongono a Ss valori differenti da 
quelli suddetti (come accade quasi sempre), non è possibile soddisfare tali condizioni col solo 
regime di membrana, e perciò nascono inevitabilmente delle sollecitazioni supplementari di flessione, 

Invece gli sforzi 7 ed S1, che si deducono da equazioni differenziali e che si ottengono (d) 
mediante integrazione rispetto a x, risultano determinati a meno di una costante rispetto a x e 
completamente determinati rispetto a 0. Ne segue che alle estremità frontali essi possono senz'altro 
assumere i valori compatibili con le condizioni di vincolo (mediante il termine (2) 0 +(0)), mentre 
di solito ai bordi laterali possono soddisfare le condizioni di vincolo soltanto se intervengono 
sollecitazioni supplementari di flessione. 
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caso di un tubo appoggiato in modo continuo sul terreno, note 2 e 81, 
e nel caso di una volta appoggiata in modo continuo su due muri lon- 
gitudinali, n. 744 a), si hanno inevitabilmente dei momenti /,. 


728. Le travi di bordo e i timpani. 


a) Le volte sono necessariamente limitate, sia trasversalmente che 
longitudinalmente; per cui viene a mancare una delle condizioni occor- 
renti perchè si abbia il regime di membrana. Le travi di bordo è 
(fig. 1566) dovrebbero avere lo scopo di sostituire le parti di volta che 
si pensa d’aver soppresso; ossia dovreb- 
bero esercitare sulla volta rimasta le 
stesse reazioni che le trasmetterebbero 
ai bordi laterali le parti mancanti; nel 
qual caso il regime statico resterebbe 
quello di membrana, che è il meno gra- 
voso possibile. In realtà però questo non 
si consegue che in parte, perchè occorre- 
rebbe che le travi di bordo si deformas- 
sero nello stesso modo in cui si deformava 
il proseguimento laterale della volta illimitata; senza di che muta anche 
la deformazione della volta rimasta, e quindi il suo regime statico. 

In pratica si cerca di limitare i disturbi che per tale motivo nascono 
ai bordi laterali, proporzionando con criterio le dimensioni delle travi 
rispetto a quelle della volta. 

Giova avvertire che le sollecitazioni che calcoleremo in un primo 
tempo nelle travi di bordo (lo sforzo normale N, il momento flettente M 
e lo sforzo di taglio 7) sono quelle che la volta provocherebbe se in 
questa si avesse il solo regime di membrana, ossia se le travi sostituissero 
esattamente i prolungamenti della volta che si pensano soppressi; per 
cui di solito sono ben lontane da quelle definitive. E che le verifiche 
degli esercizi 1535, 1536 riguardano soltanto la soluzione di membrana, 
Verifiche analoghe si possono però eseguire con fine più utile e pratico 
dopo che si è determinato il regime statico definitivo (es. 1556). 

b) Le travi di bordo b sono utili quando non esistono due muri 
in corrispondenza delle due generatrici di bordo, ossia quando la volta 
è sostenuta soltanto alle estremità « = +/, cioè in corrispondenza dei 
timpani f. Esse sono destinate a reagire agli sforzi S, e T,,= 7 trasmessi 
dalla volta, ossia a rendere possibile la loro esistenza fino ai bordi la- 
terali (perchè se invece un bordo è libero, essi devono annullarsi al 
bordo, dove non c’è nulla che reagisca). 

Gli sforzi S, costituiscono un carico uniformemente ripartito (se si 
prescinde dall’infiuenza dei bordi) sulla trave di bordo, che risulta per- 


Fig. 1566. 
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ciò soggetta a momento flettente e a sforzo di taglio. E poichè 8, agisce 
secondo la tangente alla direttrice, talvolta la trave si dispone con la 
sua maggiore dimensione 4 nel piano di 
sollecitazione, ossia nel piano tangente 
alla volta. Tale dimensione è sempre ver- 
ticale se la direttrice ha le tangenti estre- 
me verticali (nonchè nel caso di più volte 
affiancate, n. 742). 

Gli sforzi 7; provocano nelle tra- 
vi di bordo uno sforzo normale NM. 
Se Ta =—xK, è il valore di Ts, ai bordi della volta, in una sezione 
generica della trave, di ascissa (fig. 1567), si ha (supposto che 7 con- 
servi il valore del regime di membrana, n. 728 a) 


Ta 


Fig. 1567. 


1 1 
a a 
(1377) V=_[Tudo= +, /odo=-x,=®, 
E4 x 


Lo sforzo N varia con legge parabolica, come gli sforzi S,, e nel mezzo 
si ha maxN= K.l?/2. Se la direttrice è ellittica o circolare, X è posi- 
tivo e T è negativo (nn. 731, 782), per cui N risulta di trazione; se è 
parabolica, per effetto del peso proprio accade il contrario (n. 735 a). 
In una sezione generica della volta i due sforzi normali N nelle travi di 
bordo fanno equilibrio in direzione # alla somma degli sforzi 8, nell’in- 
tera sezione della volta (5) (2). 

Se la direttrice ha le tangenti estreme verticali (0. = 90°), per effetto 
del peso proprio si ha (n. 729 a) K,= 29 (tuttavia se è una cicloide, si 
ha K,=83g, nota 19). Quindi risulta N= gE—- 0), max N= gl. Si noti 
che N dipende soltanto da 9g e dalla mezza lunghezza 7 della volta, e non 
dalla larghezza 4 di questa. Per effetto del peso della neve si ha (n. 729 b) 
K.=0, e quindi N=0. 

Se le travi di bordo sono poco rigide, il loro peso è sopportato per la maggior 
parte dalla volta, poichè questa si inflette molto meno di quanto s’infletterebbero 
le travi se fossero libere. Perciò tale peso costituisce una forza al contorno non 
trascurabile, che fa diventare 8, di trazione al bordo della volta. Se invece 
sono molto rigide, possono sopportare non solo il loro peso, ma anche parte 
del peso della volta; ossia consentono a $S, di essere di compressione fino al 
bordo, se pure attenuato rispetto al valore di membrana (si veda il n. 744 a). 


(*) Come vedremo nella nota 17 e nel n. 736 ©), in ogni sezione retta il momento interno Mi 
dei due sforzi normali N nelle travi © degli sforzi S, nella volta non fa equilibrio al momento 
esterno M provocato dal carico, bensì a quello provocato dalla differenza del carico e della com- 
ponente verticale degli sforzi — Sa trasmessi dalle travi alla volta. Il momento provocato dalla 
componente verticale di S, è sopportato dalle travi. 

(°) Gli sforzi 71 agiscono lungo il lembo superiore della trave di bordo, ossia in modo eccen» 
trico, per cui provocano un ulteriore momento flettente nella trave (negativo se 7a, è negativo), 
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b) I timpani t (fig. 1566), che possono essere costituiti da una pa- 
rete piena, o reticolare, o anche da un arco (fig. 1568), sono destinati 
a reagire agli sforzi 7,2 trasmessi dalla volta. 


a) b) | | | c) 
Fig. 1568. 


Se i timpani sono pieni, il loro calcolo statico è arduo (Cap. XXV) 
oltre che superfluo. Se sono reticolari, si concentrano nei nodi superiori 
le forze d + To mes, essendo d la distanza fra le mezzarie dei nodi, e si 
calcolano gli sforzi nelle aste mediante un cremoniano o tracciando delle 
sezioni di Ritter. Inoltre, se le tangenti estreme alla direttrice non sono 
verticali, il tirante inferiore del timpano deve sopportare anche la spinta 
HI trasmessa dalle travi di bordo. Infine, se i timpani sono degli archi, il 
loro calcolo si riduce a quello di un arco soggetto agli sforzi 7,2. 

I timpani hanno sopra tutto il compito di irrigidire la volta e di far sì che 
le direttrici conservino la loro forma, nonostante la loro scarsa rigidezza 
alle azioni flettenti che esistono nel regime definitivo. Ma affinchè questa 
funzione di irrigidimento risulti efficace, è necessario che la distanza dei 
timpani non sia molto grande, ossia che la lunghezza 27 della volta non 
sia grande rispetto alla larghezza 4. Altrimenti la forma delle curve diret- 
trici può cambiare sensibilmente nel tratto centrale lontano dai timpani 
(cfr. la nota 31 (*)). Perciò se la volta è molto lunga, è opportuno 
aggiungere dei timpani intermedi (che possono ridursi a delle nervature 
disposte secondo le direttrici), anche se in corrispondenza di questi la 
volta non è appoggiata. 


729. Le volte a hotte soggette a carichi verticali. 


Se i carichi sono verticali (peso proprio, neve), di valore V per unità 
di area, si ha 


Z V così= Li Li 


a Pa Y= Fimî= gp: 


X=0. 


a) Nel caso del peso proprio, se lo spessore s della volta è costante, 
si ha V=yns =g costante. Quindi la prima delle (1375) dà S, = — gE cos 0, 


(*) Se le direttrici cambiassero la loro forma in modo notevole, si avrebbero delle tensioni 
di flessione 03° dovute al cambiamento di curvatura delle direttrici stesse. Però le ca’ non possono 
essere elevate, per la piccolezza dello spessore. Inoltre gli sforzi Si, S:, 7 cambierebbero (nel 
regime di membrana), perchè dipendono in modo sostanziale (n. 736 a) dalla forma della direttrice. 
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per cui risulta PA s wu 
(a) E=Y+ fap = 950n0+ 7 (gRsen0—g cos 04) _ 


gceos0 dR 
= 2g send — R da * 


Calcolata l’espressione I , che dipende da dR/40, nel caso della volta 
appoggiata alle estremità gli sforzi sono dati da (1375) 


B_a dK 

(1378) S.=—gERcos0, T=-«EK, Si=-37 Wa 

b) Nel caso di un carico p, uniformemente ripartito sull’orizzontale 
(neve), si ha per unità di area della volta V=p, cos, Z=—p, cos? 0, 
Y=p,sen0 così, X=0. Quindi la prima delle (1375) dà 
(1379) Sa=— po così, 
per cui risulta iv dl 
(5) K = 3p, sen 0 coso — PE "0 * 


Calcolato K, gli sforzi 7 ed S, sono dati dalle (1375). 

c) Se la direttrice termina con tangenti verticali (9, = 90°), nel 
caso di carichi verticali la componente Z si annulla ai bordi; per cui ivi 
non si ha soltanto H = 0 (1376), ma anche Sa= 0. 


730. Lo forme più frequenti della direttrice. 


a) La direttrice di una volta a botte è spesso una semiellisse di- 
sposta con l’asse maggiore orizzontale. Di questo 
caso ci occuperemo nel n. 731. 

b) Si usano anche l’arco di circolo, la cicloide, 
la catenaria, e talvolta la parabola. Queste curve 
hanno equazioni semplici e poco diverse tra loro, se 
si esprime il raggio di curvatura in funzione del- 
l’angolo 0 (fig. 1569). Infatti si ha 


(1380) E=R,c08°0, 
essendo ®, il raggio di curvatura in chiave. Per n = O si ha il circolo, 
per n = 1 si ha la cicloide, per n =—2 si ha la catenaria, per n = — 3 


si ha la parabola. Per abbreviare lo studio di questi vari casi, è oppor- 
tuno ricavare le espressioni di S3, T', 8, lasciando indeterminato il va- 
lore di » nella (1380). 

Nel caso del peso proprio g, essendo Z =—g così, Y=gsen0, ri- 
sulta (1373) Sh=—yg, cos*10. Si ha poi dR/d0 = —nR, cost-10 sen 8, 


E = =====—=— 
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per cui (n. 729 a) 
= (n+ 2)gsen0, 
Quindi si ottiene (1378) 


dK (n + 2)g 
Rao — I 0085-19 


S, = — gh cost: 0 
(1381) T=_— (n+2)grsen0 
v= _Mt g®_2). 
ad 2, cos” 0 


Nel caso del peso p, della neve, si ottiene in modo analogo 


8, = — Doo c08"4? 0 
(1382) T=—(n+3)p,® sen 0 così 
8 (n + 3)p.(@— 2°) cos 0 — sen? 9 
di 2Rc dogng "è 


c) Nel n. 736 esamineremo il diverso modo di comportarsi (in re- 
gime di membrana) della volta dipendentemente dalla forma della diret» 
trice, e ne dedurremo la forma più conveniente nei vari casì. 


731. Direttrice semiellittica, 


La direttrice della volta sia una semiellisse, avente l’asse maggiore 
orizzontale e il semiasse minore verticale (fig. 1570 a). Sappiamo dalla 
Geometria differenziale che il raggio di curvatura in un punto generico, 
nel quale ia tangente sia inclinata di 0, 
è dato da 

ab? 
Re (a? sen? 0 + D* cos? 0) * 


a) Peso proprio. La prima delle 
(1378) dà senz’altro Ss. Poi si calcola 


dE/d0 e si sostituisce nella (a) del n. 729; d) Sì 
quindi la seconda delle (1378) dà 7. pe al (je 
Infine si calcola dK/40 e si ha S,. Risul- 


tano così le espressioni Fig. 1570. 
da ab? cos 0 
Sa = 79 (a? sen? 0 + dè cos? 9) 
2a3 + (at — b°) cos? 0 


(1383) | D' = — ga 


a? sen? 0 + b? cos? 0 sen 9 


P—a? 34° ab sen? 0(1---2 sen?0)— a' sen? 9(4 — cos? 0) — b' cost 
2 a?b3(a? sen? 0 + db? cos? 9)! 


Ss=—-g così. 
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Per alcuni valori del rapporto b/a lo sforzo $; è di compressione in tutta 
la sezione retta della volta, mentre per altri valori è di compressione in 
alto e di trazione in basso. Gli sforzi Ss ed S, si annullano ai bordi 0= 
= 90°). Le variazioni di 83, T, 8, nella sezione sono rappresentate nella 
(fig. 1570 b) per il caso di a = 25. 

0) Peso della neve. Procedendo nello stesso modo si ottiene (?) 


es ab? cos? Q 
== — Pe (as sent 0 + BP cost 
‘1384 rm a? sen 0 così 
( ) T= 8P»% sent 0 + DI così 
Ugo —a? sen? 0 +- 5? cos? @ 
2 b'(a*sen?0 + dè cost g)ma* 


8; 


S1=— 3p, 


Lo sforzo S, è di compressione in alto e di trazione in basso per qua- 
lunque valore di %, e non si annulla ai bordi (9 = 900). 
c) Le (1383) e le (1384) si possono scrivere brevemente 


(1383,) Sa = 94-82, T=go-1, S1=9I 
; B_a , 
(1384,) Sa= Da 83, T=po-t, S1= Do da Si 


dove i coefficienti s,, t, s, cd st, ©, sr hanno le espressioni 


2 Vent fi 2 
si=— Ti coso, tie EI 080 sen 9, 
(a): 2a 
DA = -i È + sen? 0(1 + 2 sen? 0) —%? cost old = eo 0) cos 0; 
È kr 3 5 3 sen? @ 
(0) Sa=— 00880, U=— Gsen0così, si=— (cono SO), 


essendo 
k=b/a, a= (sen? 0 + 7? cos), 


L’ordinata y misurata dalla corda è legata all’angolo 0 dalla relazione 
y=b/V1+tg°0:k2. 


I valori dei coefficienti 83, t, 8, ed sj, {, si dipendono soltanto da % o da 0; 
per cui conviene calcolare delle tabelle che ne diano i valori per diversi valori 
di £ e di 0 (*). Riportiamo qui una parte di tali tabelle, limitatamente a Z = 0,5 
e k= 1 (semicircolo): 


(*) L. F. DONATO: Sul calcolo del guscio cilindrico a base semiellittica, « Atti e rassegna tecnica 
della Soc. d. ingegneri e d. architetti in Torino », 1948, n. 3-4. 

Alcune opere contengono formule errate (riportate e tabellate anche in memorie italiano) 
per il caso della direttrice ellittica; per cui si deve essere circospetti nel farne uso. 
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d) Travi di bordo. Ai bordi (9 = 90°), per il peso proprio si ha 7 = 
= — 2gx, K = 2g. Perciò (1377) lo sforzo di trazione in ciascuna trave 
di bordo risulta (per il solo regime di membrana, n. 728 a) 


N=g(—-), e quindi max N=gf. 


Esso è indipendente dalla larghezza della volta e dal rapporto b/a. Se le 
travi di bordo non ci sono, al bordo è necessariamente T's, = 0, e quindi 
nasce una perturbazione nel regime statico della volta (n. 744). 

Per il peso della neve si ha invece ai bordi 7 = 0, e quindi N = 0; 
per cui il peso della neve non affatica le travi di bordo. Ne segue che il 
momento flettente esterno M in una sezione generica della volta è tutto 
equilibrato dagli sforzi $, (n. 736 a). A conferma di ciò si ha che l’integrale 
di $, calcolato fra 0=0 e 09= 90° è nullo (come si verifica facilmente), 
per cui l’insieme degli $; nella sezione della volta costituisce una coppia. 


Esercizio 1528. — Volta di cemento armato (fig. 1570 a) con direttrice semi. 
ellittica, avente a= 8 m, b=4 m, 21= 24m, s=6 cm, soggetta al peso proprio. 
Calcolare i valori massimi degli sforzi 82, 7, S1. 

Soluzione. Si ha g = 1- 1» 0,06- 2500 = 150 kg/mq. 

Si cercano nella prima tabella, per 4 = 0,5, i valori massimi dei coefficienti 
83, É, 815 quindi si ottiene (1383,) 


per 0= 0° e per ogni x min S,=150-8-(— 2,000) = — 2400 kg/m 
per 0 = 30° e pera=1 min 7 = 150- 12- (— 2,929) =— 5272 » 
per 0= 0° e pera=0 min S,=150(12°/2- 8)-(— 5,500) = — 7425» 
per 0 = 60° e pera=0 max S,= 150(12°/2- 8)- (+ 3,545) = + 4786», 
Le tensioni più gravose sono ming, = — 7425/100- 6 = — 12,4 kg/cmq, 


max g1 = + 8,0 kg/cmq. 
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Esercizio 1529. — Idem, soggetta al peso della neve, con p, = 100 kg/mq. 
Soluzione. Procedendo come nell'esercizio 1528 si Ottiene 


per @= 0° e per ogni x min Sa = 100- 8- (— 2,000) = — 1600 kg/m 
per 0 = 30° e per x=1 min 7 = 100- 12- (— 2,969) =— 3563» 
per = 0° 0 perz=0 min 8, = 100(122- 8). (— 6,000) =— 5400  » 


per 0 = 90° e pere=0 mar S1 = 100 (122/2- 8)- (+12,000) = +10800  » . 


732. Direttrice ad arco circolare. 
a) Peso proprio. Ponendo n =0 nelle (1381), si ottiene (19) 
(1385) S2=— gE così s T=—2gxsen0, 8&=— (9/R)(1 — 22) cos 0. 


Gli sforzi S, ed S, sono dovunque di compressione e variano propor- 
zionalmente alla distanza dal diametro orizzontale (che è proporzionale 
a cos 0). Se la direttrice è semicircolare, essi 
si annullano ai bordi. Lo sforzo T varia 
proporzionalmente alla lunghezza delle corde 
orizzontali (che è proporzionale a sen 0) 
(fig. 1571 Db). 

Nelle travi di bordo (9 = 0.) si ha (1377) 


5) 7, N=g(2— 22) sen 0; e se la direttrice è semi- 
[CX] A \| circolare, V= 9(@—@?), come nel caso della 
Sì semiellisse, 
Fig. 1571. È facile verificare che gli sforzi (1385) in- 
sieme con gli N soddisfano non soltanto le 
condizioni di equilibrio (1373) di un elemento di volta, ma anche quelle 
di equilibrio nell’intera sezione (generica) della volta (es. 1535, 1536). 


b) Peso della neve. Ponendo n = 0 nelle (1382), si ottiene (19) 


(1386) Sa=— E c0s°0, T=—1,5p,0 sen 20, 
S, = — 1,5(po/R)( — 2°) cos 20. 


Lo sforzo S, è dovunque di compressione. Lo sforzo $, è di compres- 
sione per 0 < 45° e diventa di trazione per 0 > 450. Se la direttrice è 
semicircolare, 7 si annulla ai bordi, e perciò nelle travi si ha N= 0. 

e) Se consideriamo un anello di volta di lunghezza Ax = l, ein 
esso due punti simmetrici, il peso della parte di anello che è al disopra di 
tali punti è g - 29. Invece la somma delle componenti verticali degli sforzi 
$, in tali punti è (1385) —28; sen 0 =29R cos 0 sen Ò, che è minore del 
peso suddetto. L'equilibrio dell’anello in direzione verticale è reso possibile 


(‘*) Le formule (1385), (1386) si possono anche dedurre da quelle della volta semiellittica 
D. 731 a, d) per a = è = R, ossia per & = b/a = 1. Si può usare la tabella del caso X = 1, 
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dal fatto che gli sforzi 7, + dTs (fig. 1572) inclinati verso l’alto (perchè 
negativi, e quindi contrari a quelli della fig. 1564 3), che esso riceve 
dall’anello vicino che è dalla parte del timpano più prossimo (ossia dalla 
parte delle x crescenti), sono maggiori (perchè cresco- 
no con «) di quelli 7,, inclinati verso il basso, che 
esso riceve dall’anello vicino che è dall’altra parte. 
Perciò ogni anello non trasmette man mano tutto 
il suo peso alla parte di sè stesso che è più in basso, 
come farebbe se fosse un arco isolato dal resto della 
volta, ma ne trasmette una parte all’anello vicino 
situato dalla parte del timpano più prossimo (1), 
e ciò mediante gli sforzi 7,, esistenti fra i due anelli. Si conclude che 
una parte del peso di ciascun anello si scarica sulle travi di bordo mediante 
gli sforzi S,, che sollecitano queste a flessione e a taglio, e una parte viene 
trasmessa da anello ad anello, fino a scaricarsi sui timpani. E ciò è in 
armonia col fatto che 7 cresce dal mezzo della volta verso i timpani. 

Tale comportamento si verifica non solo nella volta circolare, ma 
anche per altre forme della direttrice. Non si verifica invece per la cate- 
naria (n. 734) e si verifica invertito per la parabola (n. 735). 

Se la direttrice è semicircolare, oppure di altra forma ma con le tan- 
genti estreme verticali, S, è nullo ai bordi. Quindi nessuna parte del peso 
degli anelli si scarica sulle travi di bordo, e perciò viene tutto trasmesso 
ai timpani (!*). In tal caso le travi di bordo funzionano soltanto come 
tiranti. 

d) Gli effetti provocati dalla pressione normale e dal vento saranno 
esaminati nei nn. 737 e 739. 


Fig. 1572. 


Esercizio 1530. — Volta di cemento armato a direttrice 
semicircolare (fig. 1573), appoggiata alle estremità e avente 
R=8 m, 22= 36 m, s=6 cm. 


Le (1385) diventano Fig. 1573. 
Sg=—1200 così, T=—3000sen0, S,=—(6075—18,752°)cos0. 


(1) Più esattamente, l’anello trasmette all’anello vicino non solo una parte del proprio peso, 
ma anche quelle parti che riceve dagli anelli più centrali. 

() Tale comportamento ricorda quello di una trave comune caricata uniformemente, nella 
quale, mediante il taglio, ogni tronco scarica sul tronco vicino che è dalla parte dell’appoggio 
più prossimo tutto il suo peso e i pesi che riceve dai tronchi più centrali. Perciò le volte appog- 
giate soltanto in corrispondenza dei timpani si chiamano volte-travi (fanno eccezione i casi della 
direttrice a catenaria e parabolica, nn. 734, 735). 

Tuttavia, a differenza dalle travi comuni, gli sforzi S; variano linearmente nella sezione retta 
soltanto in alcuni casi particolari (direttrice circolare). Inoltre se la direttrice ha le tangenti estreme 
inclinate, concorcono anche le travi di bordo a sopportare lo sforzo di taglio e il momento flet- 
tente esterni (nota 17). 
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Lo sforzo $, ha gli stessi valori in tutte le sezioni rette. 

Calcoliamo S, per x= 0 e per diversi valori di 0. Poi deduciamo i valori di 
8; (che varia con legge parabolica) per x = 4,5-9,0-13,5 m moltiplicando i 
valori trovati per 15/16 - 12/16 - 7/16. 

Calcoliamo 7 per x=1= 18 me per diversi valori di 0. Poi deduciamo i 
valori di 7 (che varia linearmente) per x = 4,5-9,0-13,5 m moltiplicando i 
valori trovati per 0,25 - 0,50 - 0,75. 

Si ottengono i valori, in kg/m, raccolti nella seguente tabella (senza i segni 
— per ragioni di spazio): 


900 
&|-7|-S 
0 0 0 | 0 
4,5] 1200 O |5695{|1039| 675|4932]| 600 | 1169] 2847 0 1350 0 
9,0 | 1200 0 |4556|1039|1350]|3946]| 600 | 2338 | 2278 0 2700 0 
13,5/1200| 0 |2658[1039]| 2025 I 2302 | 600 | 3507 | 1329} 0 4050. 0 
18,0] 1200] 0 0] 1039 | 2700 | 0 600 | 4677 0| 0 5400| 0 


La massima tensione unitaria si ha nel punto 2 = 0, 0 = 0° e risulta 0) = 
= — 6075/100 - 6= — 10,1 kg/emq. 
Lo sforzo di trazione nelle travi di bordo risulta (n. 732 a) 


N = 48600 — 15023, max N = 48600 kg. 


Esercizio 1581. — Volta di cemento armato con direttrice ad arco circolare 
avente ai bordi 0,= 60° (fig. 1571 a), appoggiata alle estremità e di dimensioni 
R=6m, 22= 24m, s=5 cm. 

Soluzione. Si ha g= 1-1-0,05 - 2500 = 125 kg/mq. 

Le (1385) diventano 


Sa = — 750 così, T=— 250xsen0, S,= — (3000 — 20,83x?) cos 0. 

Gli sforzi massimi risultano S, = — 750 kg/m per 0 = 0° e per @ qualsiasi, 
T=— 2598 kg/m pera =7= 12meper0 = 60°, S, = — 3000 kg/m per a = 0 
e 0= 0°. La tensione normale massima è 0, = — 3000/100 - 5 = — 6 kg/emq. 


Ai bordi si ha S, = — 375 kg/m. Quindi le travi di bordo sono soggette a 
momento flettente e a sforzo di taglio nel piano tangente alla volta, i cui valori 


massimi sono 
375-242 
8 


= 27000 kgm, 375-12 = 4500 kg. 


Inoltre esse sono soggette a sforzo di trazione, il cui valore massimo è N = 2598 » 
- 12/2 = 15588 kg. 


Esercizio 1582. — La volta dell'esercizio 1531 è soggetta al peso della neve 
Po = 100 kg/mq. 
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Soluzione. Le (1386) diventano 


Sg= — 600 cos? 0, T=—150xsen 20, S,= — (3600 — 252?) cos 20. 
Gli sforzi massimi risultano Ss = — 600 kg/m per 0 = 0 e per x qualsiasi; 
T = 1800 kg/m per 2=1=12 m e per @= 45°; S1=—3600 kg/m per 
x=060=0°. 
Ai bordi si ha Sy = — 150 kg/m. Quindi lo travi di bordo sono soggette a 


momento flettente e a sforzo di taglio nel piano tangente alla volta, i cui valori 
massimi sono 
150 - 243 
8 


Ai bordi e per ® = 12 m si ha 7 = — 1159 kg. Quindi le travi di bordo sono sog- 
gette a sforzo di trazione, il cui valore massimo è N = 1159 - 12/2 = 6954 kg. 


= 10800 kgm, 150 - 12 = 1800 kg. 


Esercizio 1538. — Confrontare gli sforzi trovati n .ll’esercizio 1531 con quelli 
che si avrebbero se la volta si comportasse come una trave ordinaria. 

Soluzione. Lo sviluppo della volta è (277/3)6 = 12,57 m, per cui il peso per 
unità di lunghezza vale q = 125 + 12,57 = 1571 kg/m. Quindi il momento flet- 
tente in mezzaria risulta M = g(27)?/8 = 113100 kgm. 

Il momento d’inerzia della sezione retta rispetto all’asse orizzontale bari- 
centrico si ottiene dalla (540) moltiplicando per lo spessore s. Quindi si ha 

ag (T_,V3.1 (V 3/2)? 
T=($+ 0 3-2 

La distanza del baricentro dal centro del circolo è (16) OG = (3 V 3/27) = 
= 0,827 -6= 4,962 m; per cui le distanze del vertice e dei bordi della sezione 
dall'asse neutro risultano 1,038 m e 1,962 m. 

Pertanto, nel vertice e ai bordi della sezione si avrebbe (121) 


) = 6? - 0,05 - 0,0478 = 0,516 m'. 


ne _ 118100 + 1,038 _ , _ 113100 + 1,962 _ , 
ot=— sie — = 7 227500 kg/lma, ci= "516 = + 48000 kg/mq; 
ossia S{" = — 11375 kg/m, Si = + 21500 kg/m (18). 


Esercizio 1534. — Tubo a direttrice circolare, soggetto al peso proprio e ap- 
poggiato alle estremità (fig. 1574) (34). 


(3) In questo caso Sf risulterebbe quasi quadruplo del valore trovato nell’esercizio 1531, 
mentre Si risulterebbe 14 volte maggiore e di segno cambiato. 

Però se invece la direttrice fosse semicircolare, considerando la volta come una trave risulte- 
rebbe soltanto S{ = —5750 kg/m, mentre considerandola come una volta sottile S; non cambia. 
Infine, nel caso del tubo completo lo sforzo .S1 =— S che si ottiene considerandolo come una 
trave coincide con quello trovato nell’esercizio 1531, in armonia con la nota 15. 

Il miglior comportamento della volta rispetto a quello della trave è dovuto agli sforzi S1 © 
Ta che la volta riceve dalle parti che ne costituiscono la continuazione (e che in regime di mem- 
brana si pensano esistenti), o dalle travi di bordo se queste fossero equivalenti a tali parti. Nel 
caso del tubo il comportamento è uguale sia se si pensa che funzioni come volta o che funzioni 
come trave, perchè esso è la membrana completa. 

(*) Si suppone che il tubo abbia due timpani o due fondi, o che sia vincolato alle estremità 
a due pareti girevoli, capaci di assorbire gli sforzi 7: che esso trasmette, ma non di sopportare 
gli sforzi S1, che perciò si annullano alle estremità stesse (n. 727 d). 


490 CAPITOLO VENTINOVESIMO 


Soluzione. Valgono le (1385) per l’intero contorno del tubo. Perciò S, ed Si 
variano linearmente con la distanza verticale dal diametro oriz- 


zontale, si annullano nei punti di questo, e sono di compressione 
al disopra e di trazione al disotto. Lo sforzo 7 è nullo nel punto 
A più alto e in quello più basso, ed è massimo a metà altezza. 
Pertanto, per ciò che riguarda $ e 7, il tubo si comporta 
2 
==) 


esattamente come una trave ordinaria (1). Si hanno anche gli 
sforzi S, dovuti al peso degli anelli, che nello studio delle travi 
Fig. 1574. si trascurano (19). 


Esercizio 1535. — Nel caso della direttrice semicircolare e del peso proprio, 
verificare l’equilibrio in una sezione generica della volta, di ascissa x. 

Soluzione. a) Anzitutto è soddisfatto l’equilibrio in direzione x, poichè lo 
sforzo totale di compressione nell’intera sezione della volta vale 


a/2 n/2 PA 23 2/2 
N= 2 | sda= 2 f81-R40-9"F® R2 | 008040 = 2-2), 
0 0 0 


ed è uguale alla somma 2N delle trazioni nelle travi di bordo (n. 732 a). 
è) La somma delle componenti verticali degli sforzi 7, nell'intera sezione 


vale 
2/2 2/2 2/2 


2 Feo Oda= 2 | Taon0 +00 = opet2 | ont 040 = gute. 


Ma il peso di un anello di volta di lunghezza Ax =1èg=g-1aR= gaR; per 
cui lo sforzo di taglio nella sezione distante x dalla mezzaria è (es. 170) qg = 
= gaRx. Quindi la somma trovata dianzi fa equilibrio allo sforzo di taglio nella 
sezione (17). 


(15) Il peso del tubo per unità di lunghezza è 9 = g+2xR. È facile verificare che le tensioni 
0, = S1/8 © t = 7’/s coincidono con quelle provocate da M = qllf— 2°). 2e da 7 = ax (si ha 
(48) W = xR"s). Si veda anche il n. 736 a). 

(!*) La presenza degli sforzi .S, non costituisce una differenza rispetto alle travi, poichè an- 
che nelle travi soggette al peso proprio si hanno delle 0, dirette verticalmente, dovute al peso 
proprio, di compressione al disopra dell’asse geometrico e di trazione al disotto, che tuttavia sono 
trascurabili rispetto alle c, (n. 203 a). 

(**) Se la direttrice è minore di una semicirconferenza e se l’angolo ai bordi è 0,, l’integrale 
che dà N, va esteso da 0 a 8, e risulta N, = 29(* — 2°) sen 0,, che è ancora uguale a 2N (n. 732 a). 

Invece la somma delle componenti verticali degli sforzi 7,3 nell'intera sezione è minore dello 
sforzo di taglio nella sezione; e il momento della coppia interna degli sforzi S, ed N è minore del 
momento flettente nella sezione. Ciò è dovuto al fatto che le travi di bordo, gravate dagli sforzi 
Sa trasmessi dalla volta, sopportano anch’esse una parte dello sforzo di taglio e del momento 
flettente esterni (se si suppone che esse sostituiscano esattamente le parti di volta che si pen- 
sano soppresse). 

Nel caso della volta semicircolare, essendo S. = 0 ai bordi, le travi di bordo non sono sog 
gette nè a taglio nè a momento flettente, bensì soltanto a N. Quindi il taglio e il momento sono 
sopportati dalla sola volta. 

L’equilibrio che si riscontra in 5) e in c) si verifica non solo se la direttrice è semicircolare, 
ma anche per ogni curva avente le tangenti estreme verticali, perchè in questo caso S1 è nullo 
ai bordi. Invece non si verifica quando la direttrice ha le tangenti estreme oblique. 
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c) Infine, la compressione N, nella volta e la trazione 2N nelle travi di 
bordo costituiscono una coppia interna, il cui momento si può ottenere sommando 
i momenti degli sforzi S,da rispetto alla corda della volta: 

2/2 2/2 


2 _ 3 
2 f Siaa 8 cos0= 9° n R22 | cos' 040 — ge—a)t. 
DI ò 


Ma il momento flettente provocato da q = gr nella sezione distante x dalla 
mezzaria è q(2—x?):2= gaR0®—a*):2. Quindi il momento interno fa equi- 
librio al momento esterno (1°). 


Esercizio 1586. — Nella volta dell'esercizio 1531 verificare l'equilibrio comples- 
sivo al momento flettente e allo sforzo di taglio esterni. 

Soluzione. Il peso per unità di lunghezza della volta è (es. 1533) g = 1571 
kg/m. Quindi, considerando la volta come una trave appoggiata alle estremità, 
il momento flettente nella sezione in mezzaria e lo sforzo di taglio nelle sezioni 
di estremità risultano M = 113100 kgm, 7 = 1571: 12 = 18850 kg. 

Nella sezione in mezzaria, il momento interno della coppia costituita dagli 
sforzi S, e dalle duo trazioni N è (es. 1535 c) (5, = — 3000 cos 0) 

90/3 x/3 
2f5,-240 cos @— R/2) = 3000 - 6-2 f (cos*9—0,5 cos 0)40 = 66334 gm. 
0 0 


La componente verticale del momento flettente in una trave di bordo è (es. 1531) 
27000 sen 60° = 23383 kem. Quindi il momento interno totale risulta 


66334 + 2 - 23383 = 113100 kgm. 


In una sezione di estremità, la somma delle componenti verticali degli sforzi 71; è 
a/3 2/3 
a eee 3000 + 6-2 | sen? 040 — 11056 kg. 
o 


La componente verticale dello sforzo di taglio in una trave di bordo è (es. 1531) 
4500 sen 60° = 3897 kg. Quindi lo sforzo di taglio interno totale risulta 


11056 + 2 - 3897 = 18850 kg. 


Pertanto, nel caso della volta di sezione non semicircolare concorrono anche 
le travi di bordo a equilibrare M e 7 esterni (17). 


Esercizio 1587. — Volta di cemento armato con direttrice ad arco circolare 
avente ai bordi 0, = 60°, sporgente a sbalzo da un edificio 
(fig. 1575), e di dimensioni R= 6 m, {= 8 m, s= 5 em. 

Soluzione. Per x = 0 dev'essere T=0, S1= 0; per cui 
nelle (1374) si ha 9(0)=0, y(09)= 0. Quindi le espressioni 
degli sforzi, nel caso del carico verticale e della direttrice 
circolare, risultano Fig. 1575. 


Sy= —gRcos0, T=_—2gxsen0, S, = (9*/R) cos 0. 
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Coi nostri dati si ha dunque 
Sa=— 750 cos@, T=_— 250xsen0, 8,= 20,832? così. 


Nella sezione d’incastro (e = 8 m) risultano gli sforzi 


0= 0  #8=—750 T= 0 S,= + 1333 kg/m 
300 — 650 — 1000 + 1154 >» 
600 — 375 — 1732 + 667», 


La tensione normale massima è og =+ 1333/100 -5= +2,7 kg/emq. 

Nelle travi di bordo il momento flettente, lo sforzo di taglio e lo sforzo nor- 
male (di compressione) sono massimi nella sezione d’incastro e valgono rispetti- 
vamente (in regime di membrana) — 12000 kgm, — 3000 kg, — 6928 kg. 


Esercizio 1538. — Volta appoggiata in AB e CD, cioè in corrispondenza dei 
due timpani, e avente due tratti sporgenti a sbalzo (fig. 1576 a). 

Soluzione. Le parti a sbalzo si studiano come la volta dell’esercizio 1537. 
In corrispondenza dei timpani gli sforzi 7° vengono as- 
sorbiti dai timpani stessi e gli sforzi S, si trasmettono 
alla parte di volta compresa fra i timpani. 

Per la parte centrale valgono le (1374), nelle quali 
le funzioni P(0), v(0) si possono determinare imponendo 
h —__+; 

a che alle estremità gli sforzi S, siano uguali a quelli 
A NIUZA è trasmessi dalle parti a sbalzo. Procedendo in tal modo, 

LD) si riconosce che gli sforzi S, si annullano nelle sezioni 
Tette nelle quali si annulla il momento M nella trave 
con due sbalzi e caricata uniformemente (fig. 1576 b). Perciò, più semplicemente, 
Si possono usare le (1375), e le altre formule che ne derivano nei vari casi parti. 
colari, purchè si usi la lunghezza 21* del tratto compreso fra i due punti di mo. 
mento nullo e si misuri # dal punto di mezzo di questo tratto (18). Nelle altre | 
sezioni gli sforzi 8, sono proporzionali a M. 


Fig. 1576. 


733. Direttrice cicloidale. 


Se r è il raggio del circolo che genera la cicloide (fig. 1577), il raggio 
di curvatura nel vertice di questa, cioò per 0 = 0, è È,=4r. Il raggio 
di curvatura in un punto definito dall’angolo 9 è 


dato da E = R, così. Ai bordi è E=0. La lar- 

ghezza della cicloide, ossia della volta, è = 2a, FI 

e il rapporto f/A è fisso e uguale a 1/x = 0,318. Ì Ì 
@) Peso proprio. Ponendo n=1 nelle (1381), "—TA=2r—+i 


si ottiene Fig. 1577. 


(1387) S = —gP, cost 0 , T=— 3gesen0@ » Si=— 1,5(9/E)(2— L). 


(15) Se i due tratti a e d sono uguali e se Z è la lunghezza compresa fra gli appoggi, risulta 


N =VI°=1a 
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Lo sforzo di compressione $, è costante in tutti i punti di una sezione 
retta. Ai bordi si ha S$=0, T =— 39%. Lo sforzo di trazione nelle 
travi di bo-do risulta N = 1,5g(2— 2°) (19) (29). 

b) Peso della neve. Ponendo n = 1 nelle (1382), si ottiene 


(1388) Sa=— pollo cos 0, T=_—2pxsen20, 
8, = — 2(po/Ro)(1 — 2°) cos 20/cos 0 . 


Ai bordi si ha S,= 0, T=0. Quindi il peso della neve non sollecita le 
travi di bordo. Inoltre si ha S,= 00. 


734. Direttrice a catenaria. 


Se R è il raggio di curvatura nel vertice (fig. 1578) (*), in un punto 
definito dall’angolo 0 si ha R = Rcos0. 
a) Peso proprio. Ponendo n = —2 nelle (1381), si ottiene 


(1389) 8S,=—gRecos0, T=0,  $=0. 


Essendo nulli 8, e 7, il comportamento della volta come trave (n. 732 d) 
viene a mancare totalmente. Ogni anello della volta scarica tutto il suo 
peso ai bordi, ciò che è in armonia col fatto che l’anello ha la forma 
di una catenaria, che è la funicolare del peso proprio. Perciò è neces- 
sario disporre due appoggi continui, oppure due 
travi di bordo capaci di sopportare l’intero peso, Ta 
che per un anello di lunghezza 4e = 1 vale (112) 
gIL = 2g, senh 4/2R, (*). 

b) Peso della neve. Ponendo n=—2 nelle (1382), 


si ottiene fg 
(1390) S=— po,  T=—0,5p0sen20, 4/2 
8, = — 0;5(po/Ro)(1 — 2°) cos 20 cos? 0. Fig. 1578. 


(**) Tenendo conto della prima delle (1387) e di P = gsen, si ottiene (n. 727 c) K = 
= dS:/Rd) +7 = 3gsen0, e ai bordi X, = 39 (n. 728). Questo valore non è in contraddi- 
zione con la (a) del n. 729, che dà K =2y, perchè per 8 = 90° nel secondo termine si annulla 
non solo il numeratore cos 0 ma anche il denominatore R; e ricordando che R = R.cos?, il 
secondo termine diventa appunto + g sen 0. 

(*) Lo sviluppo della cicloide è 8r = 2, per cui lo sforzo totale di compressione nell’in- 
tera sezione della volta risulta .S, - 2, = 39(2* — 2°). Quindi esso fa equilibrio allo sforzo di tra- 
zione 2N nelle due travi. Lo sviluppo è anche uguale a 1,273. 

(*!) Il raggio A. nel vertice si può ricavare nel modo seguente. Se d è la distanza del vertice 
dalla base della catenaria (fig. 1578), l’equazione di questa è (109) 2 = d cosh y/d; quindi calco» 
lando 2’ e 2” si trova che R, = d. D'altra parte si ha (110) / = d(cosh /24—1); quindi, posto 
2/24 = a ed flì. = f, si ha anche f/} = f = (1/2) (cosha—1), da cui cosha = 20, + 1. Que- 
sta equazione trascendente si risolve facilmente per tentativi, e si trova che per f = 0,5-0,4-0,3- 
0,2-0,1 è soddisfatta per a = 1,616-1,371-1,088-0,762-0,395. Infine, si ha Ri=d= 4/20, ossia 

B= il = 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 
Rs = 0,309 0,365 0,460 0,656 1,266 04, 
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‘735. Direttrice parabolica. 


Se Ie, è il raggio di curvatura nel vertice (fig. 1579 a) (®), in un punto 
definito dall’angolo 0 si ha R = RP, cos-*0. 


a) Peso proprio. Ponendo n = — 3 nelle (1381), si ottiene 
(1391) Sa =—gRy/cost 0, T=-grsen0, 
Sa = + 0,5(9/R.)(— 2°) cost 0. 
Lo sforzo $, è di trazione in tutta la sezione della volta. Lo sforzo 7 è 
positivo; perciò le travi di bordo (fig. 1579 b) risultano compresse da 
N=— (9/2)(®— 22) sen 0. 
b) Può sembrare molto strano che nella sezione retta si abbia trazione nella 
volta, cioè in alto, e compressione nelle travi di bordo, cioè in basso; mentre, se 
la volta è appoggiata alle estremità, il momento flet- 
a) tente dovuto al peso è positivo. Questo apparente pa- 
radosso si spiega osservando che la somma delle com. 
ponenti verticali dei due sforzi Sa ai bordi, cioè (28) 


29R,tg0, _ _gà 


— 28, sen 0, = don0 .Sosìì 9 = 


g(mo, +0), 


è maggiore del peso dell’anello unitario della volta, che 
è g(mo + on) (fig. 1579 c) (*). Perciò la volta sopporta 


dd la differenza fra queste componenti verticali e il pro- 
ta CA b prio peso, ossia delle forze rivolte verso l’alto (25). 
gi ©) Quindi è naturale che sia soggetta a un momento flet» 
tente M, negativo, che è sopportato dagli sforzi $, 
% f) ‘e di trazione nella sua sezione retta e dagli sforzi 7 ai 
Fie. 1579. bordi, ossia dagli sforzi N di compressione nelle travi. 


Sopportando anche gli sforzi S, (oltre al peso proprio), 
queste travi sono soggette a loro volta a momenti flettenti obliqui, la cui somma 
21, delle componenti verticali è maggiore del momento M provocato dal peso 
della volta; e si ha M = 2M,—M,. 

Si conclude che questo tipo di volta non è conveniente quando sia appoggiata 
soltanto in corrispondenza dei timpani, perchè le travi di bordo sono soggette 
a momenti eccessivi, mentre è considerevole anche S, nella volta. 

Quanto si è detto vale naturalmente nell’ipotesi che le travi di bordo non 
alterino il regime di membrana nella volta. 


(*#) Ricavando 2’ e 2” dall’equazione (104) della parabola 2 = (47/38)(}v —v°) (fig. 1579 a), 
si trova che AR = 28/8f. 

(#*) Si ha (nota 22) R, = 21/8}, tg0, = 4fl}. 

(*) Ciò risulta anche dal fatto che, essendo la parabola la funicolare di un carico unifor- 
memente ripartito sull’orizzontale, gli sforzi S1 ai bordi farebbero equilibrio al carico rappresen- 
tato dal rettangolo aa'8’b, dove da’ è il peso per unità di lunghezza orizzontale ai bordi; mentre 
il peso della volta è soltanto quello rappresentato dal diagramma aa’cb’d (fig. 1579 c). 

(*) Lo sforzo 7. positivo fa sì che i vari anelli scarichino parte del loro peso non sugli 
anelli più vicini ai timpani (n. 732 c), bensì sugli anelli più centrali. 
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c) Peso della neve. Ponendo n = —3 nelle (1382), si ottiene 
(1392) Sa = — PoBo/c0s 8, T=0, S,=0, 


ciò che è naturale, perchè la parabola è la funicolare del carico. 


Esercizio 1539. — Studiare la volta a direttrice parabolica soggetta al peso 
proprio, usando le coordinate cartesiane. 

Soluzione. L'equazione della parabola riferita agli assi per il vertice è 2 = cy’, 
da cui 2’ = 2cy, 2” = 2c 

Il raggio E e le componenti Z, Y sono dati da 


v2)8/2 n 
eri) , Z=—gc080 1 


R 
Ro ara Tosi 


Quindi si ottiene (1375) 


on E 14 4088 
(a) S,=ZR= x” g De . 
Si ha poi T = — ®K, dove K = dSy/da + Y. Il primo termine vale 


dS, _ dSy dy _ _ n dy a, 40Y 
da = ay da 9 Garay A+ 


Quindi si ottiene 


hei 4cY 2cy Da 2exwy 
® lat a) 


Infine si ha S, = — (dE/da)(2— a?) :2, dove 


dè edili 
da © dy da I (14 49 (14 degya I (14 det 


Quindi si ottiene 
O) s=+9707 5 


Esercizio 1540. -— A scopo di confronto, calcolare gli 
sforzi provocati dal peso proprio nella volta e nelle travi 
di bordo di volte appoggiate in corrispondenza dei tim. 
pani, aventi la direttrice di diverse forme, e le dimen- 
sioni 22 = 20m, 7= 18m, s= 6cm (fig. 1580). 

Soluzione. a) Semiellisse. Supposto db =f= 4,50 m, si ha k=b/a= 0,5. 
Quindi (n. 731 c) gli sforzi massimi nella volta risultano (9 = 150 kg/mq) 


Fig. 1580. 


S,=-— 2700 kg/m, - T=— 4393 kg/m, = S1=— 4583 kg/m. 


Nelle travi di bordo lo sforzo massimo di trazione risulta max N = 15000 kg, 
mentre il momento fiettente è nullo, perchè, essendo le tangenti estreme verti- 
cali, ai bordi si ha Sg = 0. 
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3) Semicircolo. Essendo R= 9 m, gli sforzi massimi risultano (1385) 
Sa= — 1350 kg/m, T=— 3000 kg/m, S1= — 1667 kg/m. 


Nelle travi di bordo si ha max N = 15000 kg, M=0. 
©) Cicloide. Il raggio del circolo generatore è r = 18/2r = 2,865 m; quindi 
si ha f= 5,73 m, R= 11,46 m. 
Gli sforzi massimi risultano (1387) 


Sa = — 1719 kglm, —T=— 4500 kg/m, S8,=— 1963 kg/m. 


Nelle travi di bordo si ha max N = 22500 kg, M=0. 
d) Catenaria. Assumiamo la monta f= 4,50 m come nel caso a). 
Per 8=j{/A= 0,25 si trova (nota 21) a = 0,931, R, = 9,67 m. Inoltre si 
ha (nota 21) tg 0, = senh 7/22, = 1,0714; per cui cos 0, = 0,682, sen 0, = 0,731. 
Quindi gli sforzi massimi risultano (1389) 


S=— 2127 kg/m, T=0, S$,=0. 


Nelle travi di bordo si ha N = 0, e un momento flettente nel piano tangente 
alla volta che vale M = 106350 kgm. La componente verticale di esso è Mya 
= Msen0,= 77740 kgm. 

Lo sviluppo della volta è (112) Z= 27, senh 2/2R,= 20,72 m; quindi il 
peso per unità di lunghezza vale 9 = 150 - 20,72 = 3108 kg/m. Perciò il mo- 
mento flettente massimo nella sezione retta della volta risulta di 155400 kgm, 
che è uguale a 2I,. 

e) Parabola. Assumiamo ancora f = 4,50 m. 

Nel vertico si ha (nota 22) R, = 4°/8j = 9,00 m. Ai bordi si ha tg0,= 
= 4f/A=1, 0,= 45°, sen 0, = cos 0,= 0,707. Quindi gli sforzi massimi risul- 
tano (1391) 


Sa = — 2700 kg/m, T = + 1060 kg/m, S1= + 833 kg/m. 


Nelle travi di bordo si ha max N = — 5300 kg (compressione), e un mo- 
mento flettente nel piano tangente alla volta che vale M = 135000 kgm. La 
componente verticale di esso è M, = M sen 0, = 95445 kgm. 

Lo sviluppo della volta è L = 20,66 m; quindi il peso per unità di lunghezza 
vale q = 3099 kg/m. Perciò il momento flettente massimo nella sezione retta 
risulta di 154950 kgm, che è minore di 2M, = 190890 kgm. La coppia negativa 
costituita dagli sforzi S, e dalle trazioni N è dunque 154950 — 190890 = — 35940 
kgm, come risulta anche direttamente procedendo come nell’esercizio 1535 DA 


736. Osservazioni. 


Dallo studio delle volte sottili considerate come membrane estese in- 
definitamente, e quindi non soggette all’influenza dei bordi, scaturiscono 
le seguenti osservazioni. 

4) Come si è visto, il comportamento (in regime di membrana) di 
una volta sottile a botte varia profondamente cambiando la curva di- 
rettrice o cambiando la distribuzione del carico. 
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Nel caso del peso proprio, la volta ad arco circolare con 0, < 90° 
scarica sulle travi di bordo una parte del proprio peso tanto minore quanto 
maggiore è 0,, perchè Ss diminuisce (1385) al crescere di 0. Il peso dei 
vari anelli è sostenuto da $S, e da 7,3; quindi esso si scarica parzialmente 
(totalmente se 0, = 90°) sugli anelli man mano più prossimi ai timpani, 
i quali lo trasmettono ai timpani stessi. Le travi di bordo sopportano 
dunque soltanto una parte del peso della volta, che genera in esse un 
momento flettente e uno sforzo di taglio; mentre non sopportano nessun 
peso se 0,= 90°, qualunque sia la forma della direttrice. Inoltre le travi 
di bordo assorbono anche gli sforzi T,, trasmessi dalla volta, che pro- 
vocano in esse uno sforzo normale N, generalmente di trazione. 

Se la direttrice è una catenaria, il peso proprio viene trasmesso total- 
mente alle travi di bordo, che sopportano perciò l’intero momento flet- 
tente M dovuto al peso. Se invece è una parabola, gli anelli della volta 
trasmettono alle travi di bordo degli sforzi S, aventi la componente ver- 
ticale maggiore del peso della volta; per cui tali travi sopportano un 
momento maggiore di quello relativo al peso stesso (n. 735 d). Gli anelli 
trasmettono invece l’intero peso alle travi di bordo nel caso del peso 
della neve. 

b) Le volte sottili a botte, appoggiate in corrispondenza dei tim- 
pani, funzionano dunque, in generale, in parte come un arco e in parte 
come una trave. Funzionano soltanto come una trave se 0, = 90°. Fun- 
zionano soltanto come un insieme di archi indipendenti tra loro se la 
direttrice è una funicolare del carico. In altri termini, il momento flet- 
tente esterno M dovuto ai carichi e agente nella volta considerata come 
una trave appoggiata alle estremità è sopportato dalla coppia costituita 
dagli sforzi S, e dagli sforzi N nelle travi di bordo, nonchè dalle compo- 
nenti verticali M, dei momenti flettenti nelle travi di bordo; o soltanto 
dalla coppia suddetta se il momento flettente nelle travi di bordo è nullo 
(9,.= 90°); o soltanto dalle componenti M, delle travi di bordo (quando 
la direttrice è una funicolare del carico); e talvolta dai soli sforzi $, che 
costituiscono una coppia (n. 731 d, neve); infine, nel caso della generatrice 
parabolica la somma delle due componenti M, è maggiore del momento 
esterno I, e il momento degli $, e degli N è negativo. 

Gli sforzi $S, relativi al funzionamento come trave non variano di so- 
lito linearmente nell’altezza della volta, come nel caso di una trave or- 
dinaria (salvo il caso della direttrice circolare, n. 732 a). Ciò è dovuto 
alla presenza del carico ripartito, che provoca un effetto analogo a quello 
che vedemmo nel n. 203 a), ma molto più accentuato. La legge di varia- 
zione di S, dipende dalla forma della direttrice e dalla distribuzione del 
carico. Lo stesso dicasi dello sforzo T. 

Gli sforzi S, non sono molto elevati, perchè la volta funzionante come 
trave ha la sezione retta di grande momento d’inerzia. 
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Anche lo sforzo 8, varia lungo le direttrici dipendentemente dalla 
forma di queste e dalla distribuzione del carico. Però è uguale in tutti 
gli anelli, se il carico è indipendente da «. Inoltre è indipendente dalle 
condizioni di vincolo della volta (n. 727 f). 

Nella fig. 1581 sono rappresentate (per metà) le direttrici semiellittica (1), a 
cicloide (2), a catenaria (3) e a parabola (4), aventi la stessa larghezza 4 e la stessa 
monta f=A/x (n. 733). La volta funziona tanto più come trave (e quindi lo sforzo 
T è tanto più importante) quanto più la direttrice è al disopra della catenaria 

(che è la funicolare del carico nel caso del peso 
proprio). Per quest’ultima funziona soltanto come 
arco. Invece funziona come trave caricata verso 
l’alto (n. 735 5) se la direttrice è al disotto. 

c) Quali si siano la forma della diret- 

p trice e la distribuzione del carico, l'equilibrio 
di ogni elemento di una volta sottile (con- 
siderata come membrana illimitata) è sem- 
pre assicurato dai soli sforzi S,, Sy, 7 (29), 
senza che sia necessario l’intervento di momenti. Ciò significa che in ogni 
punto la volta è sollecitata nel piano tangente alla superficie media; 
ossia che la superficie delle tensioni (o delle pressioni) coincide con la 
superficie media della volta, come accade nelle membrane curve (le volte 
Sottili si considerano, per ora, appunto come delle membrane, poichè si 
trascura la rigidezza a flessione). 

Negli archi la curva delle pressioni può coincidere con la fibra media 
soltanto per quelle distribuzioni del carico per le quali la fibra media 
è una funicolare. Se il carico non è tale, si ha anche un momento 
flettente. Invece nelle volte sottili illimitate la superficie delle tensioni 
coincide sempre con la superficie media. Se le direttrici sono funicolari 
del carico, si ha soltanto lo sforzo $,; mentre se non lo sono, si hanno an- 
che gli sforzi $, e 7, ai quali è dovuta la coincidenza suddetta (??). 

Tale caratteristica, che rappresenta evidentemente un vantaggio so- 
stanziale, è dovuta al fatto che gli sforzi Sn Sa, T costituiseono un 
Sistema spaziale, assai più atto di un sistema piano a equilibrare i carichi, 

d) Scegliendo opportunamente la forma della direttrice dipenden- 
temente dalla distribuzione del carico, si riesce a modificare gli sforzi 
Ss, T, 8, (di membrana), in modo da ottenere caso per caso quel re- 
gime che si ritiene meno gravoso. Ad es., si possono ridurre o annullare 
gli sforzi S, di trazione, ossia ottenere dovunque sforzi di compressione. 

e) Purchè la direttrice appartenga a una curva simmetrica rispetto a un 


Fig. 1581. 


(*) Gli sforzi incogniti sono tre e le equazioni (1373) di equilibrio alla traslazione sono pure 
tre. Le equazioni di equilibrio alla rotazione sono identicamente soddisfatte (v. anche il n. 674 a) 

(#) Invece nelle membrane di rivoluzione e nelle cupole sottili la superficie delle tensioni 
coincide con la superficie media in virtù degli sforzi S; di anello (n. 658 DA 
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asse verticale, il comportamento della volta non cambia se la direttrice è estesa 
diversamente dalle due parti (ad es., direttrice ad arco circolare, estesa fino a 
0,= a da una parte e a 0,= f dall’altra). 

Soltanto le due travi di bordo si comportano in modo diverso, essendo diversi 
S, e T ai due bordi della volta. 

f) I risultati finora ottenuti rispecchierebbero il comportamento 
reale della volta se fossero dovunque soddisfatte le condizioni per la va- 
lidità delle equazioni generali (1373), ossia se la volta fosse illimitata 
lateralmente. In realtà la volta è invece limitata, e ai bordi si hanno 
delle condizioni che sono in contrasto coi risultati suddetti, e special- 
mente con gli sforzi S, e Par. 

Ad es., se i bordi laterali sono liberi ivi dev'essere S,=0 e Ta =0, 
mentre invece i valori trovati non sono nulli (è nullo S, solo nel caso di 
,=90°). Per soddisfare in questo caso le condizioni al contorno, è ne- 
cessario applicare ai due bordi degli sforzi uguali e contrari agli S, e Tai 
trovati (onde annullarli), e determinare gli ulteriori effetti che essi pro- 
vocano nella volta; effetti che poi si sommano agli sforzi di membrana. 

Inoltre, nel caso in cui esistano le travi di bordo, di solito lo sforzo 
8, è di compressione in tutta la volta, e quindi anche ai bordi, mentre 
nelle travi di bordo lo sforzo N è di trazione. Quindi nel passaggio dalla 
volta alle travi di bordo la tensione 0, dovrebbe cambiare bruscamente 
di segno (2). Ma questa discontinuità non è possibile. Perciò fra la volta 
e le travi di bordo esistono certamente, oltre agli sforzi T,,, altre azioni 
mutue, capaci di ristabilire la necessaria continuità delle tensioni. 

Da questi esempi risulta la necessità di un’ulteriore indagine, intesa 
a tener conto delle condizioni imposte dai bordi e @ valutare la loro in- 
fluenza sull’effettivo regime statico della volta (?°). 

Questo studio costituisce la parte più laboriosa (e nel caso generale 
la più ardua) del problema delle volte sottili (n. 744). 


737. Le volte a botte soggette a pressione normale. 


a) Quando la forza esterna è in ogni punto normale alla superficie 
della volta, ossia è una pressione normale p = p(0) (positiva se rivolta 
in fuori), si ha Z= p(0), Y=0, X=0. Quindi risulta (1373) Sh = pR 
e (n. 727 c) 

K dp, p.dR dK 1 [dp 1 dp dE p (fr) 4 p,PR), 
do ER d° Rd E|doe'R do 0 RE d) 'R db 


(8) Nel caso della direttrice semiellittica, per certi valori di % = d/a lo sforzo Si ai bordi 
è di trazione. Tuttavia si avrebbe ugualmente una discontinuità fra il valore di c, nella volta e 
quello nelle travi. Nel caso della direttrice parabolica, c, sarebbe di trazione nella volta e di com- 
pressione nelle travi (n. 735 a, d). 

(®) Un'altra forza al contorno, non trascurabile, è costituita dal peso delle travi di bordo, 
di cui si è fatto cenno nel n. 728 d). 
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Perciò (prescindendo per ora dall’influenza dei fondi, n. 737 e) le 
(1375) danno 

n ip AP da 
8S=pR, T= tit), 
1 [dp IRA È P.WR Pa 
E|do0' R d0 d0 E 20) E da) 2° 


b) Se p è costante, le (1393) diventano 


(1393) 
S=- 


(1394) S,=pR, T-=-2.QR 8S=2 


pig, Hico Li Po 


E° |E\d} de| 2 
c) Se R è costante (volta circolare), le (1393) diventano 
se ___ dp __1,04p P_ar 
(1395) S.=pR, =-7® 8,= Rd 3 
d) Infine, se p ed R sono costanti si ritrova (es. 66) S,=pPR, 
T=0, S=0. 


e) Allo sforzo 8, dato dalla (1393),... (1395) si deve aggiungere 
quello 4,8, provocato dalla pressione agente contro i fondi (es, 1541 d, 
1542 d, 1546 b) (3). 


Esercizio 1541. — Tubo ellittico di lamiera d’acciaio, appoggiato alle estremità 
chiuse, avente a = 1 m, d= 0,50m, 2=4 m, s=lem, soggetto a pressione 
uniforme p = 1,5 kg/cmq. 

Soluzione. a) Dall’espressione di R del n. 731 si deduce 


dl sen 20 


29 = 15 0a — BP) (& son 9 + B? cost jp 
PR _ abe (ar — pa) Ae son? 0 cos 9 + a? sent 0 — 45? sen? @) cos? 9 — 8? cost 
FI ia eni (a? sen? 0 + 0 cos? Q)7A 3 


Sostituendo nelle (1394) si ottiene 


s si alb 
a=? (a? sen? ) + 3? cos? Q)?/? 
È a_ sen29__ 
(1396) T= 16 pla Be dEi 
Bri a— 6° a*sen0—b°c0os80 Rs? 
lina % 


ab? (afsen9+ 6° costgia 3 * 
b) Agli estremi dell'asse minore (9 = 0) risulta 
@-V Po 


ar 
S=p7.; T=0, S=+80 #0) 


(*) La possibilità di questo sforzo supplettivo AS1, indipendente da 7 e che può variare con 8, 
è prevista dal termine w(2) della (1374). 
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Agli estremi dell'asse maggiore (0 = 90°) risulta 


o e- Ps 
S=P7: T=0, Si=-3p ea * 


Per 0 = 45° risulta 


_ A; a2b8 _ ed (a bE_E_a8 
8,= 2V2P (a + b*)9/2 Te8pia Fwe°: Si >»: abla+ WIR 20° 


c) Por 0=06x=0 si ha S,= 200p = 300 kg/em = 02, Sj=+900p= 
= 1350 kg/em = gi. 
Per 0 = 90° 6 x=0 si ha Sy= 25p = 37,5 kg/em = 02, S1=— 1800p= 
= — 2700 kg/em = 01. 
Per 0 = 45° 6 a =1= 200 om si ha T= 360p = 540 kg/em = 7 I). 
d) La pressione p agente contro i fondi, di area A, genera nella lamiera, 
di contorno 0, un ulteriore sforzo 48;, che in questo caso è uniforme e che vale 


ASP pi Ip, 


dove y dipende dal rapporto b/a (**). Nel nostro caso si ha y= 4,844 © quindi 
48, = (71/4,844) p 50 = 32,4p = 48,6 kg/cm. 


138. Serbatoi ad asso orizzontale per liquidi. 


Sono abbastanza frequenti i serbatoi costituiti da un tubo (se a con- 
torno chiuso) o da una volta rovescia (se aperto) ad asse orizzontale, 
chiusi alle estremità e ivi vincolati (ad es. appoggiati). Gli sforzi dovuti 
alla pressione del liquido si ottengono mediante le (1393), o le (1395) se 
la direttrice è circolare, esprimendo la pressione idrostatica p(0) in fun- 
zione di 0 e calcolando dp/d0 e d*p/d9*. Gli sforzi ottenuti si aggiungono 
poi a quelli dovuti al peso proprio e all’eventuale A48, (n. 737 6, 
es. 1542 db, 1546 d). 

È facile studiare anche il caso di lunghe condotte appoggiate in più 
di due punti (es. 1544, 1545). 


Esercizio 1542. — Tubo a direttrice circolare chiuso e appoggiato alle estre- 
mità (fig. 1574). Calcolare gli sforzi dovuti al liquido che riempie il tubo (con 
pressione nulla nel vertice). 


(2) Se Il tubo fosse di lunghezza illimitata (cioè se i fondi irrigidenti fossero molto distanti tra 
loro), tenderebbe a diventare circolare e si avrebbero dei momenti flettenti 11, secondo le direttrici 
(n. 423). Inoltre mancherebbero gli sforzi 7 ed S, (nota 2). La presenza dei fondi (o timpani) 
abbastanza prossimi tra loro ostacola tale deformazione e rende possibile l’esistenza degli sforzi Tu, 
e quindi degli S:, che mantengono l’equilibrio anche in assenza dei momenti. 

(*) Il contorno dell’ellisse di semiassi a e dè (a>d) vale C = ya, dove Il coefficiente y è 

bla= 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 10 
= 4,202 4,386 4,602 4,844 5,104 5,382 5,672 5,974 2x. 
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Soluzione. a) In un punto generico definito dall’angolo ? la pressione idro- 
statica è p=y,E(1— così), da cui dp/d0 = y;Esen0, dp/d8° = y;E così. 
Quindi le (1395) danno (8) 


Sg= yR1— così), T=—y;Esen0-x, Si=—y;cos0-(—28):2. 


Anche in questo caso $, (indipendente da E) varia linearmente con la distanza 
dal diametro orizzontale, come nel caso del peso proprio (es. 1534, nota 15). 
b) La spinta totale dell’acqua contro ciascun fondo vale y,t- 7E° = ny, R?, 
e il valore medio di AS, è xy,F*/2xR=y;E*/2. La pressione è proporzionale 
alla profondità sotto il vertice, per cui il centro X di pressione è sul contorno 
del nocciolo d’inerzia, cioò a R/4 sotto il centro. L’asse neutro, antipolare di X 
rispetto all’ellisse d’inerzia del contorno (0 = R/v2, es. 545), è in alto e distante 
2R dal centro. Quindi con una proporzione (n. 262 d) si trova che i valori mi- 
nimo e massimo di AS, sono 1/2 e 3/2 del valore medio, ossia y,E?/4 e 3yB9/4. 


Esercizio 1548. — Idem, nel caso in cui il liquido sia in pressione, essendo wo 
la pressione nel centro della sezione. 

Soluzione. In questo caso si ha p = p — y:E cos 0, per cui risulta S,= poR — 
— y:E? cos 0, mentre 7 ed Sy rimangono invariati (salvo 48, che subisce l'aumento 
costante polè/2s). Com'è naturale (n. 737 d), 7 ed S, non dipendono da ». Inol- 
tre S, non dipende da R. 


Esercizio 1544. — Idem, nel caso in cui il tubo sia appoggiato in molti punti 
equidistanti (21 distanza tra gli appoggi), e ivi sia rinforzato da nervature che 
ne impediscono l’ovalizzazione. 

Soluzione. Per quanto si è detto nell’esercizio 1538, i tratti centrali delle varie 
campate lunghi 21* = 2- 0,577 l (n. 232 c) si comportano come un tubo appog- 
giato, per cui valgono i risultati dell’esercizio 1542, con 1* al posto di l nell’espres- 
sione di $,. 

Nelle altre sezioni gli sforzi S, sono proporzionali al momento flettente M 
della trave continua. Nelle sezioni sugli appoggi gli S, sono uguali a quelli in 
mezzaria moltiplicati per 2 e cambiati di segno (3, = — 22/3). L'espressione 
di 7 vale fino agli appoggi, essendo x misurata dal centro della campata. 


Esercizio 1545. — Idem, nel caso del tubo su tre appoggi equidistanti, chiuso 
alle estremità e rinforzato da una nervatura sull'appoggio centrale (27 lunghezza 
di ciascuna campata). 

Soluzione. In questo caso i due tratti estremi lunghi 22*=(3/4)21 (n. 230 e) si 
comportano come fossero appoggiati, e # si misura dal loro punto di mezzo. 
Sull’appoggio centrale gli sforzi S, sono proporzionali a M, = — g(21)? : 8. 


(®*) Lo sforzo S. è nullo nel vertice (9 = 0), ciò che può sembrare strano se si pensa che le 
due metà del tubo sono soggette alla pressione del liquido che tende a separarlo, e se si dimen- 
tica la presenza dello sforzo 7: che si oppone a tale tendenza. 

Se invece il tubo è appoggiato con continuità sul terreno, si ha 7,3 = 0 (perchè ogni sezione 
è di simmetria): quindi in questo caso dev'essere S: + 0 nel vertice. Ma ivi è p = 0, per cui l’esi- 
stenza di S: sembrerebbe in contrasto con la relazione S. = pR: però in questo caso gli anelli 
sono soggetti a momento flettente M:, e a una distanza anche piccola dal vertice a uno sforzo di 
%3glio 7a, e questo concorre a equilibrare la 7 e fa sì che non sia S: = pR. 
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Esercizio 1546. — Serbatoio a direttrice semicircolare, chiuso e appoggiato 
alle estremità e pieno di liquido (fig. 1582 a). 

Soluzione. a) In questo caso si ha p= y;E così (fig. 1582 a). Quindi si 
ottiene (1395) 


S,= yi? così, T=yEsen0-w, Si=y1c0os0- (@— 22) :2. 


Nel punto più basso della sezione centrale si ha max $, = y,l?/2. 

Ai bordi è T,, = y Re, per cui nelle travi di bordo si ha N= — y,R- (— 2°) 12, 
max N=— y,El?/2. In esse si ha M=0, perchè 0,= 90° (se si trascura il mo- 
mento dovuto a T,,, nota 7). 

5) Lo sforzo /1S, si ottiene come nell’esercizio 1542 b), determinando il 
centro di pressione X come antipolo del diametro orizzontale rispetto all’ellisse 
d’inerzia del semicircolo, e l’asse neutro come antipolare di X rispetto all’ellisse 
d’inerzia della semicirconferenza. 


Esercizio 1547. — Idem, nel caso della direttrice parabolica (fig. 1582 b). 
Soluzione. L'equazione della parabola è 


=, i E_go=® 
= da cui a, = 80= pr 


Quindi si ha (PR, = 4?/8f, nota 22) 


4g? Vi) 
p= nf) = ni(1 A 3) “ ni(1 Top 18° 0) , 
dp sen 0 dp 1+ 2 sen? 0 
dos) de ViRo cost) 
Dalla relazione R = Ry/cos* 0 (n. 735) si deduce mik 1582. 
dR sen 0 AR 1+ 3 sen? 0 
do 30 così 0” db 3Po così 


Sostituendo queste espressioni nelle (1393), si ottengono gli sforzi. 


739. Le volte a botte soggette all’azione del vento. 


Se v è la pressione del vento sopra una superficie piana di area 1 
disposta normalmente alla direzione del vento, l’azione sopra una su- 
perficie di area 1 inclinata di 0 rispetto a tale direzione (fig. 1583) è co- 
stituita da una pressione normale p, il cui valore è assunto da alcuni 
uguale a vsen 0, da altri uguale a v sen? @ (34) (si ammette che la com- 


ponente tangenziale non abbia presa sulla superficie della volta). 


(&) Sia 4B la superficie piana di area 1 inclinata dell'angolo 9 rispetto 
alla direzione del vento supposta orizzontale (fig. 1583). 

Se si ammette che su di essa il vento agisca con la stessa forza / con 
la quale agirebbe se l'area 48 fosse normale al vento, si ba f = v-1; Fig. 1583. 
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a) Il vento spirante orizzontalmente in direzione normale all’asse 
della volta provoca una pressione sulla falda esposta al vento e una de- 
pressione sulla falda sottovento (n. 672 d). Se ammettiamo per ora che la 
pressione e la depressione varino nello stesso modo (fig. 1584 a) lungo le 

due metà della direttrice (carico antisimmetrico, 
v con pressione nulla nel vertice), e accettiamo la 
a) legge p=v sen 0, le forze agenti sono 


(a) Z=_—vsen0, LE = 


A Di Se la volta è vincolata come nel n. 727 d), 
db) sostituendo nella prima delle (1375), e calcolando 
poi X = d$,/RaA0 e dK/Rd0, si ottengono facil- 
Fig. 1584. mente le seguenti espressioni degli sforzi: 
Sa =—vEsen0, T = vo(coso + *R°. 05) 
(1397) 


e_ “| così dR sen o(de) sen 0 Cal L 


2 |_S09+ od Ri \d0 Rd 


b) Se invece accettiamo la legge p = vsen?0, essa presenta l’in- 
conveniente di non cambiare segno per 0 negativo, e quindi di non rap- 
presentare un carico antisimmetrico (*). Conviene perciò sostituire a 
sen? 0 l’espressione approssimata 0,4 sen 0 4- 0,6 sen? 0, che non presenta 
tale inconveniente (*). Si ha così 


(6) Z=-—ovsen9==— 0(0,45en0+ 0,65en°0), XI=Y=0, 


8=% 


Procedendo come si è detto in a), si ottiene 
8, = — 0R(0,4 sen 0 + 0,6 sen? 0) 


T=wvx [0,4 cos 0 + 1,8 sen? 0 cos 0) + 4 È (0,4 sen 0 +- 0,6 sen? o] 


(1398) | pos 
S,=?® Sri (- 0,4 sen 0 +- 3,6 sen 0 cos? 9 — 1,8 sen? 0) + 
0,4 cos 0 + 1,8 sen? 0 cos 0 .GR __0,4sen0+ 0,6 sen? 0 [ x (de) ShÌ 
ua E di — n E\do] — dl 


per cui la componente » di f normale alla superficie (pressione) risulta p = /sen0 = vsen0, 
Se invece si ammette che il vento agisca su 48 come agirebbe sulla proiezione 4:82 = 1 sen® 
della superficie 4B normalmente al vento, si ha f = v -1sen0, p = vsen'0; 
Nell’incertezza, spesso si adotta la prima espressione, perchè più gravosa della seconda. 
(*) Se si tentasse di eliminare tale inconveniente convenendo di scrivere — sen? 8 quando 
9 è negativo, si otterrebbe per S. un’espressione che presenta l'anomalia di essere discontinua 
per 0=0. 
(*) Questa espressione, già usata da Dischinger in un problema analogo, è esatta per 0 = 0 
© per 8 = 90°, mentre per 0 = 30°-45°-60° dà 0,275-0,495-0,737 invece di 0,250-0,500-0,750. 
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c) Le esperienze su modelli mediante il tunnel aerodinamico pro- 
vano che in realtà la pressione e la depressione non sono distribuite in 
modo antisimmetrico sulla volta, bensì che la depressione agisce sopra 
una zona più estesa di mezza volta e che è più intensa della pressione 
(fig. 1584 b) (*’). Tale distribuzione si può ottenere con discreta appros- 
simazione sovrapponendo alla distribuzione della fig. 1584 a) una depres- 
sione uniforme p, di valore opportuno. Perciò, se si accetta l’espres= 
sione (a) oppure l’espressione (b), si ha rispettivamente 


(0) Z=p,—vsen0, X=Y= 
(4) Z=Ps—v(0,48en0 + 0,6 sen? 0), IT=Y= 


Proporzionando opportunamente i valori po € v, si può sempre trovare 
un'espressione che si avvicini in modo soddisfacente alla reale distribu- 
zione che l’esperienza dà caso per caso (9°). 

Per ottenere gli sforzi, basta sommare le espressioni (1394) per p = Pa 
alle (1397) o alle (1398). Ad es., assumendo la legge (c) si ottiene 


S1= (Po—vs8en0)R, si 
calti t 0 ,qR 0 
Aa cos vsend— d:R 
Sap (ose 0 pg R 2: (7 n) teli 


d) Il vento agente nella direzione dell’asse della volta provoca delle depres- 
sioni variabili con x. Per cui le equazioni generali (1373) sono veramente alle 
derivate parziali (anzichè ordinarie), e la loro integrazione presenta difficoltà 
assai maggiori, 


Esercizio 1548. — Studiare la volta a direttrice semicircolare dell’esercizio 
1540 5) (22= 20 m, R=9 m), soggetta all’azione del vento. Si assume py = 
= 40 kg/mq, v= 120 kg/mq e si accetta la legge p = vsen0 (nota 34). 

Soluzione. Essendo dR/d0 = 0, le (1399) diventano 


S,= (Po — v sen 0)R = 360— 1080 sen @ 
T = vxcos@ = 120r così? 
S1= — (0/2R) — 22) sen 0 = — 6,07(1.— 2°) sen 0. 


() La legge di variazione dipende dalla forma della volta, dall’altezza della parete sotto- 
stante alla volta e dagli edifici circostanti, 

Per tali motivi è pressochè impossibile valutare in modo esatto e generale l’azione del vento 
gu costruzioni di qualunque tipo. Si possono ricavare indicazioni attendibili soltanto caso per 
caso, sperimentando nel tunnel aerodinamico su un modello della costruzione che si vuole rea- 
lizzare e cercando di riprodurre in esso l’intero ambiente circostante. 

Pertanto, è ozioso cercare di affinare eccessivamente l’espressione teorica della pressione p. 
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Per x= 0-5-10 me per diversi valori di 0 si ottiene 


740. Gli sforzi principali e le linee isostatiche. 


Noti gli sforzi S,, S,, 7 in molti punti della volta, è facile determi- 
nare in tali punti i valori e le direzioni degli sforzi principali Sg, S,. 
Quindi si possono tracciare sulla volta le linee isostatiche, ossia (n. 187 c) 
due famiglie di linee ortogonali tra loro, che sono tangenti in ogni punto 
alle direzioni di S o di S,. 

a) Gli sforzi principali sono dati da una formula analoga alla 
(208) (°): 


(1400) "9; -g (SS) + 41. 


Se St + Sa 
Sn 
Le tensioni principali 0: = 8:/s, 0, = S,/8 caratterizzano la solleci- 
tazione del materiale in ogni punto della volta. 
b) Le direzioni principali sono definite dall’angolo a che lo sforzo 
principale S: fa con la direzione @, ossia con $,. Esso è dato da una 
formula analoga alla (205): 


21 
(1401) tg2a=37- 


Le direzioni principali si ottengono anche mediante il circolo di Mohr, 
in modo analogo a quello indicato nella fig. 240 (es. 1549). 


(@) Mentre in un serbatolo sospeso a membrana di rivoluzione (n. 661) gli sforzi S; ed S,, 
sono spesso entrambi di trazione, ciò accade di rado nelle volte sottili, perchè di solito S, è di 
compressione (salvo il caso dell’azione del vento). In questo caso S, (minimo) è îl massimo sforzo 
di compressione, ed Sy (massimo) è il minimo sforzo di compressione, oppure è di trazione. 
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Note le direzioni principali in molti punti della volta, si sviluppa 
questa sopra un piano, si tracciano per i vari punti le direzioni trovate, 
e si disegnano senz’altro le linee isostatiche (). 

La fig. 1585 rappresenta sommariamente l’andamento delle isostatiche (rela- 
tive al solo regime di membrana) nella volta a di- 
rettrice semicircolare dell’esercizio 1530. In questo 
caso, essendo ai bordi laterali S = S$=0 e T#+0, 
le linee incontrano i bordi a 45° (n. 161 a). In cor- 
rispondenza dei bordi frontali, ossia dei timpani, 
si ha S,=0, mentre la compressione $, è nulla 
per 0=0,= 90° e cresce al diminuire di 0; per 
cui le linee incontrano lo sviluppo dei timpani con 
un angolo di 45° per 0 = 90°, di circa 48° per 
0= 60°, di circa 50° per 0 = 30° e ad angolo retto 
per 9=0. Le linee 1 sono dovunque di com- 
pressione; le linee 2 sono di trazione in pros» 
simità dei bordi laterali e diventano di com- 
pressione verso la sommità della volta (perchè 
la compressione S, aumenta); le linee 3 sono 
tutte di trazione (19). 

c) Gli sforzi principali e le isostati- 
che si possono considerare sia nel regime 
di membrana, sia nel regime definitivo; 
ma evidentemente hanno importanza pra- 
tica soltanto nel secondo caso. La disposi- 
zione più razionale dei ferri dell'armatura 
(n. 751) è quella secondo le isostatiche. 


BORDO LATERALE 


BORDO FRONTALE 
BORDO FRONTALE 


BORDO LATERALE 


Fig. 1585. 


Esercizio 1549. — Determinare gli sforzi e le 
direzioni principali nel punto 2= 6 m, 0 = 30° 
(fig. 1586 a) della volta dell’esercizio 1531. 

Soluzione. In tale punto si ha Sa =— 650 kg/m, T7T=— 750 kg/m, Sj= 
= — 1949 kg/m, e quindi gli sforzi hanno i versi della fig. 1586 b). 


Fig. 1586. 


(®*) Si può tracciare mediamente un’isostatica per ogni striscia di volta di larghezza uno (alla 
quale larghezza si riferiscono appunto S, ed S). Oppure le linee si possono tracciare fitte dove 
gli sforzi sono intensi e rade dove sono deboli, come si usa fare nella rappresentazione dei campi 
di forza. In questo caso ogni linea rappresenta un certo numero di chilogrammi; e se si decide 
di disporre i ferri dell'armatura secondo le isostatiche (n, 751), ogni linea può rappresentare lo 
sforzo che viene affidato a ciascun ferro, e quindi ognuna di esse indica un ferro. 

(**) Il comportamento statico della volta si può interpretare nel modo seguente (ofr. A. AR- 
caNGELI: Nozioni sulle volte sottili, Firenze, 1949). I carichi agenti sulle zone a (fig. 1585) sono 
sopportati dalle strisce 1 che funzionano come degli archi (a doppia curvatura) impostati alcuni 
sulle travi di bordo e alcuni sui timpani, e dalle strisce 2 che si scaricano man mano sulle strisce 1 
(nonchè sulle travi di bordo se 8, < 90°). I carichi agenti sulle zone d sono sopportati dalle strisce 
1 come si è già detto, e dalle strisce 3 che si scaricano per trazione sui timpani. 

Questa interpretazione fa vedere, sotto un altro aspetto, che gli sforzi costituiscono un 
sistema spaziale. 
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Gli sforzi principali risultano (1400) 
Se) _ —2599 
Si 2 
Quindi le tensioni principali valgono 0; = — 307/100 -5=—0,6 kg/cmq, o, = 
= — 2291/100 - 5 = — 4,6 kg/emq. 
L’angolo a (fig. 1586 c) è definito da (1401) (41) 
2750 — 
— 1949 + 650 


Se invece si usa il circolo di Mohr, esso risulta come nella fig. 1586 d). 


T= 1299} + 42 790) = {_307 kg/m 
+3Vv1 1299) + 4(— 750) =} _ 9991 


» 


ig2a= — 1,1547, da cui ?2a=-—49%6, a=— 24933, 


741. Le deformazioni elastiche (‘?). 


Per lo studio dell’influenza dei bordi (n. 744) è necessario in certi casi (cioè 
quando le condizioni di vincolo riguardano gli spostamenti anzichè gli sforzi) 
conoscere le espressioni degli spostamenti elastici relativi al solo regime di mem. 
brana. Inoltre la conoscenza degli spostamenti totali (quelli del regime di mem- 
brana più quelli dovuti all’influenza dei bordi) è utile per confrontare i valori 
che si misurano all’atto del collaudo coi valori calcolati. 

a) Indichiamo con u, v, w le componenti dello spostamento di un punto 
nelle direzioni dell’asse ® e nel verso di x crescente, della tangente # alla diret= 
trice e nel verso di 0 crescente, della normale » alla superficie e verso l’esterno. 
Con £1, €2, y indichiamo le tre deformazioni nell’intorno del punto. 

Gli spostamenti sono legati alle deformazioni dalle relazioni (897), (693) (o 
la (a) del n. 668, con v in luogo di w), (898), ossia 

du dv du DI 
do 39T Rd * da” 
Le deformazioni sono legate alle tensioni 01, 02, T, © quindi agli sforzi S,, Ss, 
T, dalle (114), (146), ossia (189) 

Si vSa SS 21+)T 

© n, an. v-&- Es ° 

Quindi le relazioni differenziali generali che legano gli spostamenti agli sforzi 
risultano 
du _ SS, dv Lx ri — 8 A xè 214 7)T 
va a_i a te I. 

Per ottenere «, v, w per le varie forme della volta e per i diversi carichi, basta 
introdurre nelle (1402) le espressioni corrispondenti di S,, Sa, 7 ed eseguire l’in- 
tegrazione, tenendo conto delle condizioni di vincolo. 


w= Re, 


(1402) 


(*1) In questa formula e nella fig. 1586 d) si considera 7° positivo, perchè (fig. 1586 c) ha il 
verso che si assunse positivo nella fig. 232 b) e nelle formule successive. 

(43) C. F. JoDI: Frecce di deformazione nelle volte Zeiss-Dywidag, « Ricerche d’Ingegneria », 
1938, n. 6. 

Nelle (1403) non risulta 5=0, n=0 per z= +, perchè si è usata la prima delle (1385), cicè 
S,= — 9E così, supponendola valida fino ai timpani, dove invece è S1= 0. L'errore è soltanto locale. 
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b) Direttrice circolare. Limitiamoci a considerare il caso della volta appog- 
giata alle estremità (£°). Il carico sia il peso proprio, oppure un sovraccarico pure 
uniformemente distribuito sulla superficie della volta (*). Introducendo le (1385) 
nelle (1402), integrando queste e tenendo conto delle condizioni u = 0 per x = 0, 
v= 0 per x= +Î, si ottengono facilmente le espressioni di «, v, w. Riportiamo 
invece le espressioni delle componenti orizzontale È (in fuori) e verticale 7) (verso 
il basso) dello spostamento, che si deducono da v e w mediante le (e) del n. 668 
e che risuliano (*°) 


E=—2-[R2—y(— 22)]sen 20, 


3 {50 + 6(44 3v)R2— 


sl. 9g 
(1403) = 13ERS 
— 22 [61° — 22 + 6(4+ 3v)R?] + 12R° [R? — v(1° — 22)] cos? @ fa 


In particolare, la freccia elastica nel punto 2 = 0, 0 = 0° è data da 


(1404) fi a [518 + 12R4+ 6(4+ )R?P], 


ed è indipendente dall’angolo 0, ai bordi. 
Se la direttrice è semicircolare, il punto di mezzo delle travi di bordo si ab- 
bassa di 


(1405) h= psi O + 0(4+ 30)B7]. 


Se la volta è incastrata alle estremità, oppure continua con molte altre cam- 
pate uguali, si ha invece 


(1406) j= Dia [+ 1224+ 4(6+ 50)R22]. 


0) Direttrice semiellittica. Riportiamo le espressioni degli abbassamenti in 
mezzaria (e = 0) nel punto 0 = 0° (freccia f nel vertice) o nel punto 0 = 90° 
(freccia f, nel punto di mezzo delle travi di bordo): 


= | ESE (al 
I=Emi tao z\e_ 3) + RA 


(1407) o o 
h= L:-m@e-). 

In esse a e d sono i semiassi dell’ellisse, X = b/a, e* = 1—k?; c = 502/12 se la volta 
è appoggiata alle estremità, c = 72/12 se è incastrata, oppure continua con molte 
altre campate uguali. Si è supposto v = 0. 

Le travi di bordo non subiscono spostamenti orizzontali. 

Pera=b= R,k=1,g=0si ritrovano le (1404), (1405), (1406) per p = 0. 

d) Le frecce elastiche sono notevolmente diverse da quelle che si otterreb- 

bero considerando la volta come una trave inflessa ordinaria, cioè avente l’asse 
neutro passante per il baricentro della sezione retta (v. l’es. 1551 e la nota 44). 


(4) Nella memoria citata nella nota 42 sono considerati anche il caso della volta incastrata 
alle estremità (oppure continua longitudinalmente con parecchie altre campate), e quello del ca- 
rico p, uniforme sull’orizzontale. 
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e) I risultati su riportati valgono per la volta considerata come membrana 
illimitata, cioè non tengono conto dell'influenza dei bordi (nn. 736 f, 744). 


Esercizio 1550. — Calcolare la freccia elastica della volta dell’esercizio 1531 
provocata dal peso proprio all’atto del disarmo. 

Soluzione. Si ha g = 125 kg/mq = 0,0125 kg/cmq. Assunto v= 0,1, risulta 
(1404) 
f= ir 0,0128 —- (5 - 12004 + 12 - 6004 +- 24,6 - 600? - 1200?) = 0,0714 cm 

12-2-10* - 600? - 5 i; 3 ip l 

Se la direttrice fosse semicircolare, il punto di mezzo della trave di bordo 

si abbasserebbe di (1405) 


1 0,0125 
> 12-2-10° - 600° - 5 


L’abbassamento ai bordi è poco minore di quello al vertice; ma non si può dire 
lo stesso quando R è maggiore e paragonabile a L. 


(5 - 12004 -;- 25,8 - 600? - 1200?) = 0,0687 cm. 


Esercizio 1551, — Confrontare la freccia trovata nell’esercizio 1550 con quella 
che si avrebbe se la volta si comportasse come una trave ordinaria. 

Soluzione. Come si è trovato nell’esercizio 1533, si ha g = 1571 kg/m J= 
= 0,516 m*. Quindi, considerando la volta come una trave, si otterrebbe (E = 
= 2-10* kg/mg) (244) (4) 

5 1571 - 244 


1= 3342710. 0,516 © 000997 m= 0,657 cm, 


Esercizio 1552. — Calcolare le frecce elastiche della volta ellittica dell’oser- 
cizio 1528 provocate dal peso proprio all’atto del disarmo. 

Soluzione. Si ha kK = 0,5, &° = 0,75, c = 50°/12. Perciò si ottiene (1407) 
0,0150 - 1200* È jar3 55 er -0,68 6 _3- Lio) 800? 
Usa 2108-60 0,5° 2-12 800? 400? 400° 0,5* - 1200? 
0,0150 - 1200? 2_ 5 - 1200? 
h 2-108-6 12 - 0,5° - 4 
Quindi le travi di bordo si sollevano. 


] = 0,500 cm, 


0 (28° 0,59) =-— 0,301 cm, 


(*) In questo caso Y risulterebbe dunque quasi decupla di quella trovata nell’esercizio 1550. 
E sarebbe ancora maggiore se l’angolo 0, ai bordi fosse più piccolo, perchè il momento d’inerzia 
J diminuisce più rapidamente del peso g. Se invece la direttrice fosse semicircolare, considerando 
la volta come una trave risulterebbe f = 0,158 cm, cioè circa doppia di quella che si ha consi- 
derandola come una volta, che è sempre f = 0,0714 cm. Nel comportamento di volta sottile la 
deformazione è minore, in virtù della trasmissione di parte del peso verso i timpani, effettuata 
dagli sforzi 7a (n. 732 c). 

Nel caso del tubo circolare, pur ottenendosi gli stessi sforzi Si e 7° sia considerandolo come 
una membrana o volta sottile, sia considerandolo come una trave (es. 1534), tuttavia la freccia 
che si ottiene studiandolo come trave è soltanto f = 0,03 em (cioè minore di quella effettiva che 
è sempre f= 0,0714 cm), perchè si tiene conto della sola deformazione di flessione e si trascurano 
quella dovuta al taglio e quella degli anelli dovuta a .S:, che in questo caso sono considerevoli. 

Nel caso della direttrice semiellittica, la freccia f che si otterrebbe considerando la volta come 
una trave può risultare minore della freccia della volta sottile (v. la memoria citata nella nota 42). 
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742. Le volte affiancate trasversalmente. 


Spesso la volta non è isolata, ma è affiancata ad altre, di solito uguali, 
alle quali è collegata lungo le travi di bordo, che sono comuni a due 
volte contigue (fig. 1587 a). 

Le singole volte, considerate come membrane, si comportano eviden- 
temente come se fossero isolate. 

Ogni trave di bordo comune a due volte è soggetta alla risultante R 
degli sforzi S, trasmessi dalle due volte. Se queste sono uguali, le compo- 
nenti orizzontali o spinte H si eliminano, e la R risulta verticale. Quindi 
in questo caso la trave è soggetta a momento flettente e a sforzo di taglio 


Fig. 1587. 


nel piano verticale. Inoltre è soggetta a sforzo normale N, che è la somma 
di quelli provocati dagli sforzi 7, trasmessi da ciascuna delle due volte. 
Se le direttrici delle due volte contigue (anche diverse tra loro) hanno le 
tangenti estreme verticali, ai loro bordi si ha S,= 0 e perciò la trave 
comune è soggetta soltanto allo sforzo normale N. 

Invece le travi di bordo esterne delle volte di estremità sono nelle 
stesse condizioni come se queste volte fossero isolate. 

I timpani sono soggetti alle stesse forze come se la volta rispettiva 
fosse isolata. In particolare, il lembo inferiore (o tirante se il timpano 
è reticolare) è soggetto allo stesso sforzo di trazione generato dalla volta 
corrispondente (nullo se questa termina con tangenti verticali). Ad es., 
nel caso della fig. 1587 b), se la spinta delle volte A, B, 0 su ognuno dei 
due timpani è rispettivamente di 15 t, 20 t, 8 t, nelle sezioni a, d, c dei 
tiranti lo sforzo di trazione è evidentemente di 15 t, 20 t, 8 t, come se 
le volte fossero isolate. 


Esercizio 1553. — Copertura costituita da un certo numero di volte affian- 
cate, uguali a quella dell’esercizio 1531. 

Soluzione. Ogni volta si comporta come se fosse isolata. 

Le travi di bordo laterali sono soggette a momento flettente, sforzo di taglio 
e sforzo normale uguali a quelli trovati nell’esercizio 1531. 

Gli sforzi Sy ai bordi valgono S, = — 375 kg/m. Ai bordi di due volte conti- 
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gue essi hanno la risultante verticale E = 283 sen 60° = 650 kg/m. Quindi le 
travi di bordo intermedie sono soggette (per effetto del solo regime di mem- 
brana) a momento flettente e a sforzo di taglio nel piano verticale, i cui massimi 
sono 46800 kgm e 7800 kg. Inoltre sono soggette a sforzo di trazione il cui mas- 
simo è 2- 15588 = 31176 kg. 


743. Le volte continue longitudinalmente. 


Spesso la volta non è semplicemente appoggiata alle estremità, ma 
è continua longitudinalmente con altre volte uguali (fig. 1588 a), analo- 
gamente a una trave continua. In tal caso la volta è irrigidita da tim- 
pani di estremità e da timpani intermedi comuni a due volte contigue; 
e si hanno appoggi alle estremità 
e appoggi intermedi. 
a) Il procedimento usuale 
di calcolo consiste nel tracciare il 
diagramma M della trave conti- 
nua corrispondente (fig. 1588 Db), 
e nel calcolare gli sforzi in cia- 
q scuna volta mediante le formule 


FIITITMIIMI TIE TTT IT... (1378), nelle quali però al posto 
Pa/\rli—/\ di 2 si sostituisce (es. 1538) la lun- 
qTZIEZA TIE ‘ghezza l* compresa fra il punto 


Fig. 1588. a di momento nullo e quello 0 di 

momento massimo (fig. 1588 b). 

In tal modo gli sforzi 7 variano ancora linearmente dal punto 0 alle 

estremità di ciascuna volta. Gli sforzi S, variano con legge parabolica, 

sono massimi in corrispondenza del punto 0, si annullano in corrispon- 
denza dei punti a e d e cambiano di segno al di là di questi punti. 

b) Il procedimento suddetto è approssimato. Risultati più attendibili si otten. 
gono soltanto se si tiene conto della condizione cui devono soddisfare gli sposta- 
menti « in corrispondenza dei timpani intermedi. Nel caso particolare di due 
volte uguali, ciascuna delle quali si comporta come fosse appoggiata a un’estre- 
mità e incastrata all’altra, gli spostamenti « devono annullarsi in corrispondenza 
del timpano intermedio. Ponendo questa condizione, se la volta ha la direttrice 
circolare ed è soggetta al peso proprio, si trova (*) che la distanza del punto O 
dal timpano intermedio è 


_20P° + 6(4+ 3v)R® 
+ 6(1+ v)R? * 

Quindi la lunghezza ridotta 7* risulta (## = 22—d) 

3114 0,5(4+ 57) E° 


pi = 


£ 0 1+ 1,5(1-+ v)R8 * 


1 
d=+ 


(4) W. FLicoz: Stati und Dynamik der Schalen, Berlino, Springer, 1934, pag. 79. 
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La correzione è tanto più sensibile quanto maggiore è R/I. Supposto v = 0, 
per R/1= 0-0,25-0,5-1,0-2,0-c0 si ottiene 1* = 1,00-1,03-1,09-1,20-1,29-1,33 + 31/4. 

Questo risultato appare strano nella volta circolare, se si pensa che gli sforzi 
$; variano linearmente nella sezione retta (n. 732 a), come nelle travi ordinarie. 
Esso si spiega ricordando che nelle travi si trova (n. 230 e) 1* = 3(22):8 = 31/4 
perchè si trascura la deformazione dovuta al taglio, che fa aumentare la reazione 
A staticamente indeterminata (es. 419), mentre nelle volte sottili è tutt'altro 
che trascurabile (*°). 

c) Gli sforzi Ss uniformi (in regime di membrana), sopportati dalle 
travi di bordo continue sugli appoggi, fanno sì che queste sono sog- 
gette a momento flettente e a sforzo di taglio variabili come nelle travi 
continue. Gli sforzi 71, che variano linearmente dalle due parti del punto 0, 
provocano nelle travi di bordo uno sforzo di trazione nel tratto ab =27*, 
massimo nel punto 0, e uno sforzo di compressione nei tratti compren- 
denti gli appoggi intermedi, massimo in corrispondenza degli appoggi. 

d) Lo studio dell’influenza dei bordi diventa incerto per ciò che 
riguarda l’influenza dei timpani, perchè questi non consentono il libero 
spostamento v e l’annullarsi di e, alle estremità frontali. Tuttavia, se 21 
è grande rispetto a Z, i disturbi sono pressochè locali (n. 744 4). 


Esercizio 1554. — Studiare l'insieme di due volte continue longitudinalmente, 
ciascuna delle quali è uguale a quella dell’esercizio 1531. 

Soluzione. Gli sforzi nelle volte sono dati dalle (1385), ponendo (n. 230 e) 
= 3(21):8 = 37/4= 9 m. Per cui, misurando x dai punti O distanti 9 m dagli 
appoggi di estremità, si ha 


Sg= — 750 così, T=_— 250xsen?, S,= — (1688 — 20,83 2?) cos 0. 


Gli sforzi massimi risultano Ss = — 750 kg/m per 0 = 0° e per ® qualsiasi; 
T=-— 3248 kg/m per x = 15 m e per @ = 60°; S,=— 1688 kg/m per e=0 
e 0=0°; S,=+ 3000 kg/m per # = 15 m (cioè in corrispondenza del timpano 
intermedio) e per 0 = 0° (4°). 

Ai bordi si ha S, = — 375 kg/m. Quindi le travi di bordo sono soggette (307), 
(306) ai momenti flettenti + 1519 kgm nel punto O e — 3000 kgm sull’appoggio 
intermedio; e allo sforzo di taglio di 5625 kg sull’appoggio intermedio. 

Lo sforzo normale nelle travi di bordo è dato dalla (1377), dove K,= 29 sen 0. = 
= 216,5 kg/mq. Quindi nel punto O e sull’appoggio intermedio risulta rispetti. 
vamente 


2 ?_ 15 
N = 216,5 È edo, 


7 =+8768 kg, N=2165 = 


= — 15588 kg. 


(‘) Una delle conseguenze dell’aumento di /* è che gli sforzi S, aumentano in corrispon- 
denza del punto O, ma diminuiscono in corrispondenza dei timpani, cioè dove essi hanno i valori 
‘maggiori. Lo stesso dicasi dello sforzo N nelle travi di bordo. Perciò se si trascura questa corre- 
zione si opera a favore della resistenza. 

(‘’) Se si tiene conto della correzione indicata nel n. 743 b), si ha 1/*= 1,09,9 = 9,81 m. 
Quindi si ottiene S, = — (2005 — 20,832*) cos 9, e i valori massimi di S, risultano — 2005 kg/m 
© + 2189 kg/m. 
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744. Lo studio dell’influenza dei bordi (‘9). 


a) Come si è già detto, e come accade anche nelle lastre di rivolu- 
zione (Cap. XXVIII, B, €), il regime di membrana finora considerato 
corrisponde alla volta pensata illimitata lateralmente (nota 2). In realtà 
essa è limitata ai lati da due bordi rettilinei (secondo due genera- 
trici, bordi laterali o longitudinali), lungo i quali di solito si dispon- 
gono le travi di bordo (in qualche caso si lasciano liberi), e alle estre- 
mità da due bordi curvilinei (secondo due direttrici, bordi frontali), resi 
pressochè rigidi da timpani pieni, o reticolari, o da robuste nervature. 
Perciò in corrispondenza dei bordi laterali il comportamento non è quello 
che si avrebbe nella volta illimitata (‘°) (9°); quindi nascono lungo questi 
bordi delle nuove forze capaci di rendere soddisfatte le condizioni imposte 
dalla reale situazione (5). E pertanto al regime di membrana si sovrap- 
pongono dei diturbi provocati da tali forze, ossia un secondo regime di 
sollecitazioni che spesso sono tali da modificare profondamente quello di 
membrana. 

Se i bordi laterali sono liberi, cioè privi delle travi di bordo, in corri. 
spondenza di essi gli sforzi Ss, e 7 devono risultare nulli; per cui ai bordi ven- 
gono a mancare gli sforzi S, e 7 che si hanno in regime di membrana. Ciò equi. 
vale ad aggiungere lungo tali bordi delle forze esterne — Ss e — 7° uguali e con- 
trario agli sforzi S, e 7 di membrana; e queste forze possono modificare total- 
mente il regime statico della volta. 

Un altro caso è quello in cui un bordo non è libero, ma è vincolato al bordo 
di un’altra volta (caso delle volte affiancate trasversalmente, n. 742), con l’ag- 
giunta o meno di una trave lungo il bordo comune. Se la trave non c’è, lo studio 
di questo caso è poco diverso da quello del bordo libero (n. 744 g). 


(4) Questo studio è un esempio molto significativo di ciò che le serie di Fourier consentono 
di fare, poichè la risoluzione di un problema di questa natura sarebbe assai ardua senza il loro 
ausilio, Altri esempi sono quelli dei nn. 215, 290 a, 592c,d, 627, 628, 673 c). 

(‘*) Veramente le travi di ‘bordo dovrebbero avere lo scopo di sostituire le parti di volta 
che si pensano soppresse e di ripristinare un regime circa uguale a quello che si avrebbe nella volta 
illimitata (scopo che verò difficilmente si raggiunge); ossia di trasmettere ai bordi circa gli stessi 
sforzi che a essi trasmetterebbero le parti di volta mancanti. 

Si può tuttavia ottenere che le travi di bordo alterino poco il regime di membrana, me- 
diante un’opportuna precompressione delle travi stesse, studiata in modo da rendere quasi nulla 
la loro deformazione, ossia l'abbassamento dei bordi laterali. 

(*) Nelle volte soggette a carichi verticali e aventi 9, = 90° (ad es. semicircolari o semi- 
ellittiche) gli sforzi Sa sono nulli ai bordi, per cui nei loro riguardi le travi di bordo non sa- 
rebbero necessarie; però occorrono anche in questo caso, se si vuole che esistano gli sforzi 7. Se 
si considera il carico della neve (cioè p, uniforme sull’orizzontale), ai bordi è nullo anche 7’; per 
cui se agisse soltanto questo carico, le volte suddette avrebbero esattamente il regime di mem- 
brana anche in assenza delle travi di bordo. 

Nei tubi vincolati soltanto alle estremità, e ivi chiusi da fondi o timpani, si ha soltanto il 
regime di membrana (es. 1534, 1542 a, nota 15). 

(5) Il solo regime di membrana non può soddisfare le otto condizioni imposte dal compor- 
tamento dei bordi laterali, perchè la soluzione di tale regime contiene due sole funzioni indeter- 
minate 9(0) e (0), che sono determinate dalle condizioni alle estremità frontali (n. 727 d, e). 
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In qualche caso la volta non è appoggiata soltanto alle estremità, ma i suoi 
bordi laterali sono invece articolati o incastrati in modo continuo su muri. 
Questi forniscono la reazione che rende possibile l’esistenza di S, fino ai bordi; 
però manca quasi completamente nella volta lo sforzo 7 (v. il secondo capoverso 
della nota 2), che in questo caso non è necessario, non dovendo servire a ripor- 
tare il carico verso i timpani (la modificazione è resa possibile dal fatto che i muri 
impediscono gli spostamenti «, v, w nei punti dei bordi). Il regime complessivo 
che risulta è profondamente diverso da quello di membrana, mancando lo sforzo 
T, che ne è la caratteristica. Infatti, ogni anello di volta tende a comportarsi 
come un vero arco, e quindi è soggetto a momenti flettenti 1, circa uguali a quelli 
dell'arco; e se non si comporta esattamente come tale, è perchè l’ivrigidimento 
provocato dai timpani ostacola, almeno in prossimità di essi, quelle deforma- 
zioni che sono proprie del regime dell’arco. Mancando lo sforzo 7, manca na- 
turalmente anche lo sforzo S, (oppure è costante lungo x). 

Il caso più complesso è quello in cui esistono le travi di bordo. Inoltre il com- 
portamento è sostanzialmente diverso secondo che queste sono poco o molto 
rigide. Se sono poco rigide, non sono in grado di sostenere il loro peso, perchè 
ciò richiederebbe nelle travi una forte inflessione, molto maggiore di quella dei 
bordi della volta libera; quindi è la volta che sostiene una parte del peso delle 
travi, e a questo corrispondono degli sforzi S, di trazione anzichè di compres- 
sione; ciò che può alterare il regime di membrana ancor più che nel caso dei 
bordi liberi. Se invece sono molto rigide, possono contribuire a sostenere la 
volta, il cui comportamento può accostarsi a quello che si ha quando l’appog- 
gio è su muri. Nei casi intermedi lo studio diventa molto complesso (n. 744 g). 

Anche i timpani possono produrre disturbi considerevoli, ma che in gene- 
rale non si sanno determinare (eccettuato il caso in cui i timpani siano tali da 
non opporsi agli spostamenti « secondo l’asse x, nel qual caso la soluzione che 
soddisfa le condizioni ai bordi longitudinali soddisfa anche quelle ai timpani; 
n. 744 h). Se la volta è lunga rispetto alla corda della direttrice, sono più 
importanti i disturbi dovuti ai bordi laterali; se è corta, sono più importanti 
quelli dovuti ai timpani (n. 744 h). 


Le perturbazioni provocate nella volta dalle forze che le condizioni di 
vincolo inducono lungo i bordi sono molto più importanti di quelle che si 
hanno nelle lastre di rivoluzione. Infatti, esse non godono della proprietà 
di smorzarsi in modo altrettanto rapido, e perciò non sono locali, ma si 
fanno invece sentire in misura notevole anche a distanza dai bordi. 

Lo studio di tali perturbazioni è tutt’altro che semplice, e in certi 
casi diventa veramente arduo (n. 744 g). Tuttavia, per ciò che si è detto 
dianzi, questo studio è essenziale nello studio di un progetto, perchè le 
sole sollecitazioni di membrana spesso non rappresentano affatto il com- 
portamento reale della volta. 

b) Per lo studio dell’influenza dei bordi è necessario considerare le 
volte come lastre cilindriche, soggette (e capaci di resistere) anche ai 
momenti flettenti M, (agente sulle strisce secondo le generatrici) ed M, 
(agente sulle strisce secondo le direttrici), ai momenti torcenti M,, ed 
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M,,; e agli sforzi di taglio 7, e 7, che accompagnano M ed M, (fig. 1589), 
oltre agli sforzi N,, Na, Tia € Tn (analoghi a quelli di membrana, 
fi. 1564 Db), che nella figura non sono rappresentati. 

Tuttavia il momento M; è molto piccolo, perchè a un momento note- 
vole corrisponderebbe un’inflessione delle strisce longitudinali molto mag- 
giore di quella consentita dalla piccola inflessione longitudinale della 
volta. In termini più precisi, il momente 
M, è molto minore del momento M., per- 
chè le strisce longitudinali possono inflet- 
tersi molto meno di quanto lo possano le 
strisce secondo le direttrici (non troppo 
vicine ai timpani rigidi). Perciò il momento 
M, si trascura, insieme con lo sforzo di 
taglio 7,. Inoltre sono trascurabili anche 
i momenti torcenti M,, ed M,;, perchè, 
mancando M,, il momento M, diventa 
un momento principale (n. 623 db) (9) (89). 

In base a queste semplificazioni, si tratta di studiare la volta, che si 
suppone a direttrice circolare (*), soggetta soltanto a forze e coppie distri- 
buite lungo i bordi (cioè nel caso che siano nulle le forze agenti sulla 
superficie della volta, i cui effetti si aggiungono poi ai primi). 

Le sei equazioni generali di equilibrio di un elemento della volta (5) 
si riducono alle quattro seguenti, di cui le prime tre esprimono l’equilibrio 


Fig. 1589. 


(&) È interessante soffermare l’attenzione sulla notevole semplificazione che si realizza nelle 
equazioni generali ammettendo che si abbia M,= 0, 7, = 0, M,1= 0; ciò che rende semplice un 
problema che altrimenti non lo sarebbe. E giova osservare che tale ammissione è del tutto lecita, 
ed è di natura squisitamente ingegneristica, cioè consona alla mentalità dell'ingegnere, che sa 
rinunciare al rigore matematico quando riconosca che questo è superfiuo e che renderebbe molto 
più complessa o impossibile la risoluzione di un problema. 

(8) Si veda tuttavia la memoria di A. Axs JAKOBSEN: Ueber das Randstòrungsproblem an 
Ereiszylinderschalen, « Der Bauingenieur», 1939, pagg. 394-405, nella quale si esamina l’attendi- 
bilità di questa ipotesi semplificativa, e si riconosce che essa conduce a risultati notevolmente 
errati nel caso delle volte di lunghezza 27 piccola rispetto alla larghezza %. 

Lo studio dell’influenza dei bordi senza introdurre tale ipotesi, ossia tenendo conto anche 
di M,, T1, M 3, è svolto nella memoria di F. DISCAINGER: Die strenge Theorie der Kreiseylinderschale 
in ihrer Anwendung auj die Zeiss-Dywidag-Schalen, « Beton und Eisen», 1935, pagg. 257, 283. 

(5) Se R non è costante, il problema presenta difficoltà matematiche pressochè insormon= 
tabili. 

(5) Per la deduzione delle equazioni generali delle lastre cilindriche resistenti alla flessione 
si vedano ad es. i volumi di W. FLiccE: Statik und Dynamik der Schalen, Berlino, Springer, 1934, 
Cap. VI; S. TIMOSHENKO: Z'heory of plates and shells, New York, McGraw-Hill, 1940, nn. 88-91. 

L'applicazione alla teoria delle volte sottili, in base alle semplificazioni suddette, è svolta nella 
memoria di U. FINSTERWALDER: Die querversteiften zylindrischen Schalengewòlbe mit kreissegment- 
fòrmigem Querschnitt, « Ingenieur Archiv », 1933, pag. 43. Un riassunto si trova nei volumi sud- 
detti, rispettivamente nel Cap. VI, $ 5, e nel n. 91. 

Un esempio pratico (molto complesso, ma completo e dettagliato) è studiato nel volume di 
E. TorRoJA MIRET: Comprobacion y comportamiento de una estructura laminar, « Academia de 
Ciencias », Madrid, 1942, Cap. IL 
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alla traslazione (fig. 1589) e la quarta l’equilibrio alla rotazione intorno a 
una generatrice (le altre due equazioni di equilibrio alla rotazione sono 
identicamente soddisfatte dopo le semplificazioni ammesse): 


daN, da IN, _dTa D 
(1408) Raua "io Ta nn La 0a 
dT, dM a 
Nitro =0, Sg Pa=0. 


L’angolo w è misurato a partire da un bordo ed è @= 0,—9 (come nelle 
cupole, n. 698 bd). 

Dalla quarta equazione si ricava 7, in funzione di M,; dalla terza 
si ricava N, in funzione di 7, e quindi di 1/,; analogamente, dalla se- 
conda e dalla prima si ricavano 7a ed N, ancora in funzione di Mi. Si 
ottiene così 


e 1.25: N dT, _ 19M 
3° R dò’ * dw R do’ 

(1408,) da 10M, ©®M} IN, 1 (d*M, dla) 
da = + a) da = Bo dat) * 


Si esprimono poi le derivate degli spostamenti du/de, d*0/da%, d*/da? 
in funzione degli sforzi N,, Na, Tia e delle loro derivate, facendo uso 
delle (1402). Quindi si sostituiscono le loro espressioni nella relazione (è 
la prima delle (1321); qui x1-> %, x1= 0, 4+ 0, do= — 40) 


a 


RM,=— B(® Do) 2A-») 


do + da (8 x 
dopo averla derivata due volte rispetto a 2, e si tiene conto delle ultime 
tre relazioni (1408,). Si ottiene così l'equazione alle derivate parziali del- 
l'ottavo ordine, contenente soltanto M,: 


UA 9 Ma Ma SM 
(a) e ito) _ #2 =; *hi(LA 20) n A 


vM dIM d..M. dM, 
+22 + E a + at +1P' daga + UO + NE dora + 


n° dMa 


d'M 
+e +e oa +1201-» aa = 


c) Questa equazione è soddisfatta dalla seguente espressione di M»: 


To) M, = Ce cos TE dn ( % mar) 


o = Cer cos R 


(dove n è un numero intero dispari arbitrario), che soddisfa anche la 
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condizione che M, si annulli per x = +7, imposta dalla presenza dei 
timpani rigidi che impediscono alle direttrici di inflettersi (°). 
Sostituendo la (6) nella (a), eliminando il fattor comune costituito 
dal prodotto dell’esponenziale per il coseno, e ordinando per le potenze 
decrescenti di %, si ottiene l’equazione caratteristica che determina % 


(1409) #9 + [2— (2 + 0)A2] 1° + [1 — 2(2 + 0)45 + (1 + 20)A7]E + 
+[— (@+ 0A + (1+ 9% 247348 + 12(1— #9) Sa =0 


Se si assume v= 0, si ha più semplicemente 


(14091) #9 + 2(1— 42)k9 4 (1— 445 + 25)E' + 
+ (— 248 + 40)%® + 12R%40/S° = 0. 


Il termine noto è positivo come il termine %* ed è molto grande ri- 
spetto ai coefficienti delle altre potenze di %, per cui l'equazione non 
ammette radici reali. Quindi le otto radici sono complesse coniugate due 
a due; e per la mancanza delle potenze dispari di %, le radici sono inoltre 
due a due uguali e di segno contrario. Pertanto esse sono del tipo 


a tif, cib; — a_i, tif; 
ar + iP2; an— is, — a if, — aa + ir. 


I valori di @1) 81) &2, Bs Si ottengono coi noti metodi dell’Algebra (*), 
oppure si calcolano in modo approssimato ("). 


(0) 


(®) Si ricordi che le forze agenti sulla superficie della volta sono uniformi lungo le genera» 
trici, ciò che rende gli effetti M., Ta, Na, Ni, v, w massimi in mezzaria. 

Perciò si ha cos nxx/27 con n dispari, e non sen nxz/27, perchè x si misura dal mezzo, e non 
da un estremo, e il coseno diventa massimo per e = 0 e nullo per 7 = + l. Quando invece si con- 
siderano quantità come 73 e , che sono nulle per 2 = 0 e massime per z = + I, invece del co- 
seno figura il seno (come vedremo in e). 

(*) Si può impiegare ad es. il metodo dei quadrati di Graeffe. Si vedano in proposito, fra 
1 vari lavori, le memorie di L. CESARI: Sul calcolo approssimato delle radici delle equazioni alge- 
briche, «La ricerca scientifica », 1936, n. 1-2; G. EVANGELISTI: Sulla soluzione approssimata delle 
equazioni algebriche, « Acc. d. Scienze », Bologna, 1945-46. Si veda anche il volume di T. KAr- 
MÀN - M. A. BroT: Mathematical methods in engineering, New York, McGraw-Hill, 1940, pag. 194. 

(8) Si evita il lungo e noioso calcolo delle radici, usando le seguenti espressioni approssi- 
mate proposte nella memoria di E. TORROJA MIRET citata nella nota 55, pagg. 41-42. 

Se l'equazione è 
(14093) P+ alt + ak'+al'+a = 0, 
si ha 
a, = 0,92388 (0 — @2/80) + 0,0478 (508/16 — au) :0* 
Ba = 0,38268 (0 + a:/80) — 0,1155 (508/16 — a) :<* 
ag = 0,38268 (0 — 43/80) — 0,1155 (508/16 — a): 
Ba = 0,92388 (0 + 22/80) + 0,0478 (508/16 — au) :e*, 


(1410) 


8° 
dove 0 è il valore reale e positivo di Va. Questa soluzione è tanto meglio approssimata quanto 
diù coefficienti G2, c:, @ sono piccoli rispetto ad a, 
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d) L’integrale generale della (a) si ottiene combinando gli otto îin- 
tegrali particolari (corrispondenti alle otto radici (c)). Passando dai nu- 
meri complessi a quelli reali, la somma degli integrali corrispondenti 
alie radici + a, + i8, e + a— #f, risulta espressa da (5) 


(CA) et°x(An 08 f,0 + Bx sen B,0) cos A,0/R; 


e analogamente per le radici + a, + i83 e + az — ifa 

I termini con l’esponente di e negativo sono funzioni periodiche 
decrescenti al crescere di @, ossia della distanza dal bordo @ che si 
considera; quelli con l’esponente positivo sono funzioni periodiche cre- 
scenti, ossia decrescenti a partire dal bordo opposto d. Se Ze condizioni 
dei due bordi non sono molto diverse, i termini del secondo tipo devono 
partire da @« con valori assai piccoli, perchè partono da d con valori poco 
diversi da quelli coi quali i termini del primo tipo partono da « (°°). Ne 
segue che per studiare gli effetti a partire dal bordo a, è lecito tener conto 
solo dei termini del primo tipo, ossia con l’esponente a negativo (°); per 
cui gli otto termini che compongono l’integrale generale si riducono a 
quattro, e l’espressione di questo è 


(1411) M,= [e_*(A, cos f,0 + B, sen f,0) + 
+ 67% (C, cos {0 + D, sen P20)] cos Axo/R. 


Essendo n arbitrario, la soluzione generale è data da una somma- 
toria di termini del tipo (1411), ossia da una serie di Fourier di cos A,w/P, 
i cui coefficienti (tra parentesi quadra) sono funzioni di ©, e nella quale 
n ha tutti i valori interi dispari. Il primo termine della serie ha quattro 
costanti indeterminate 43, B1, C,, D, e i valori di a,,... fx che si otten- 
gono risolvendo la (1409,) nella quale si è posto Z,= 17/21; il secondo 
termine ha quattro costanti 43; Bs; C3, Da e i valori di a,,... f2 che si 
ottengono ponendo nella (1409) Z3 = 37/21; e così di seguito. Il ter- 
mine generico ha le costanti An Bn; Cn Da 2 i valori di a1,... Ba corri- 


(*) Infatti, tralasciando il fattor comune cos 2,z/R, la somma dei due integrali del tipo (b) 
corrispondenti alle radici X = a + i8 e X = « — if è, per la formula di Eulero, 


c'eletif)o af cuelaTiB)a pes sagra + cre 84) Pa 
= e°° [C"(cos fo + i sen fo) + 0//(cos fo — i sen fo)]= 
= e°° [(C" + 0") cos Bò + 4(C" — C”) sen fo] = e°“(4 cos fo + B sen fo). 


I due coefficienti indeterminati C” e 0 sono naturalmente due numeri complessi coniugati, per- 
chè soltanto così la loro somma C° + 0°’ è un numero 4 reale, e la loro differenza C' — C” è un 
numero immaginario che moltiplicato per i dà un numero 2 pure reale. 

Lo stesso dicasi per le due radici che hanno a negativo. 

(*°) In altre parole, se i termini del secondo tipo partissero da @ con valori considerevoli, 
giungerebbero in V con valori grandi, ossia maggiori dei valori che i termini del primo tipo 
hanno in a. 

(*) Si suppone che l’apertura angolare 29, non sia molto piccola. Inoltre lo smorzamente 
è tanto più rapido quanto maggiore è il rapporto R/s. 
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spondenti a 4, = na.R/21. Praticamente basta tener conto dei primi due 
o tre termini della serie. 

Quando si calcolano gli effetti in un punto abbastanza distante dal 
bordo a, ma avente @ < 0, (cioè situato prima del vertice), il termine 
che decresce a partire dal bordo b ha un valore non ancora trascurabile; 
per cui bisogna aggiungerlo (sottrarlo se si tratta di 7,) al termine che 
decresce a partire da a, che è dato dalla (1411). Se la volta è simmetrica 
e simmetricamente caricata, tale secondo termine è dato dalla stessa 
(1411) per ©, = 20,— @. Se poi il punto è nel vertice della volta, basta 
raddoppiare il valore dato dalla (1411). 

e) Anche le sollecitazioni Ts, N, 71: Ni (che dipendono da M, 
espresso in serie di Fourier) sono espresse da serie di Fourier, il cui ter- 
mine per n generico si deduce dal termine generico (1411) di 17, med'ante 
le relazioni (1408,). Si deve quindi anzitutto derivare una o più volte la 
(1411) rispetto a @. 

La prima derivata risulta (le costanti A,,... D, saranno A1,... Di 0 
Az,» Ds ecc. secondo che si considera il termine della serie corris) on- 
dente a n=10an=83 ecc.) 


(d) i = fes[(- a A4n+ f:Bn) c0s B,0 + (— BiAn- Ba) sen B,0] + 


+e [0,0 + BD.) 008 Bca + (— B,0,— a.D.) sen fxa]} cos n°, 
che si può scrivere brevemente 


3a? = [een (409 c0s fi + BI) sen fw) + 


+ e-2:(00) cos B,0 + DI sen B,0)] cos de ? 


(da) 


Come f coefficienti 4%... della derivata prima si sono dedotti da quelli 
An... della funzione, così i coefficienti AM... della derivata 7" si dedu- 
cono da quelli Al... della derivata r—1"*, mediante le formule ricor- 
renti 

(e) AO =— a A + BBY, BH =— pAY — a BE, 


e analoghe per CM e DIA, con as e {z in posto di a, e f,. 

In tal modo, e tenendo conto delle relazioni (1408,), si ottengono le 
seguenti espressioni del termine generico delle sommatorie che danno le 
varie sollecitazioni: 


(1412) T, = (1/R)[e-s(A4 cos f,0 + B!) sen fx) + 
+ e-s:(02 cos B2,0 + DI sen B,0)] cos A,0/R 


(1413) Na =— (1/R)[e-*="(4 cos f,0 + Bî sen 20) + 
+ e7*(C® cos f,0 + DE) sen B,0)] cos A,9/R 
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(1414) Tia — (1/RA») {e [(AM +49) cos f,0 + (BN 4+-B9) sen 8,0] + 
+ e72° [(C + CH) cos 80 + (DI + DIM) sen 8,0] } sen 7,0/R 
(1415) N; = (1/22) {e-si[(A + 40) cos f,0 + (B? + BW) sen f.0] + 
+ e: [(00+ CL) cos B,0 + (DA+ DA) sen 8,0] } cos A,9/R. 


Nei casi in cui le condizioni di vincolo riguardano le deformazioni, 
occorrono anche le espressioni degli spostamenti u, o meglio della deri- 
vata du/de = £1, 0, w, calcolate nei punti del bordo © = 0, le quali (as- 
sumendo v = 0) risultano (°) (al posto dei tre punti occorrono altret- 
tanti termini uguali, con C, invece di A4,) 


(1416) e. = du/do = (1/RESK)(AO + 409 +...) cos A,0/R (= N;/Es) 
(1417) v=— (1/2542)[2A0 + 249 — (49 + 49) 23 + ...] cos 4,0/R 
(1418) vw = (1/2572)[(2— A) A + (2— 1/22)A0— 40 :2+...] cos A,0/R. 


Se si trascura v rispetto a dw/dw (cfr. la (1320)), la rotazione g della 
tangente alla direttrice in un punto del bordo e nel piano della diret- 
trice è data da — (1/R)dw/do, dove l’espressione di dw/d0 si deduce da 
quella di w aumentando di 1 l’indice in alto dei coefficienti 40) e CM. 

f) Dopo quanto si è detto, il procedimento è il seguente. La situa- 
zione nella quale si trova un bordo longitudinale, qualunque essa sia, 
impone quattro condizioni di vincolo (*°), come vedremo in g); condi- 
zioni che riguardano i valori di quattro delle sollecitazioni M,, T,, Na; 
Ta 0 delle deformazioni du/dr, v, w, 9 (indicheremo genericamente con 
X una qualunque di queste quantità). Ossia quattro delle quantità Xx 
devono, al bordo, essere nulle oppure uguali a valori noti. 

Ricordando che il regime statico complessivo delle volte risulta dalla 
sovrapposizione di quello di membrana (%) e di quello dovuto alle forze 
agenti lungo i bordi, le quantità X suddette si ottengono sommando la 
soluzione di membrana X, e la soluzione X, della lastra sollecitata sol- 
tanto ai bordi. E poichò la soluzione X, è espressa da una serie di Fou- 


(‘*) Si veda il volume di W. FLicaE già citato (nota 45), pag. 141. 

(®) Le condizioni complessive di vincolo sono otto, cioè quattro per ciascun bordo; e i coef- 
ficienti indeterminati sarebbero otto se nella (1411) si tenesse conto anche dei quattro termini 
con e positivo. Non tenendone conto, si hanno quattro soli coefficienti neHa (1411) che studia 
{l regime a partire da un bordo, e altri quattro nell’espressione analoga che studia il regime a 
partire dall’altro bordo; ciò che consente di avere due sisterri di quattro equazioni con quattro 
incognite ciascuno, invece di un sistema di otto equazioni con otto incognite. Se la volta è sim- 
metrica e se i bordi sono nelle stesse condizioni, basta risolvere uno solo dei due sistemi. 

(*) A rigore, per ottenere la soluzione complessiva si dovrebbero scrivere le equazioni gene- 
rali (di equilibrio e di elasticità) delle lastre cilindriche nella forma non omogenea, cioè conte- 
nenti anche i carichi agenti sulla superficio della volta; ricavare un integrale particolare X, che 
tiene conto di questi carichi e sommarlo con l’integralo X, delle equazioni rese omogenee. Ma 
anche qui, como per le lastre di rivoluzione (n. 697), accade che l’integrale particolare X, diffe» 
risce pochissimo dalla soluzione di membrana (cioè si ha Ni= = Si: Na = > S3); per cui è le- 
cito, e più semplice, sostituirlo con quest'ultima. 
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rier di coseni (di seni la 7,3) del tipo (1411), per poter tradurre in equa- 
zioni le condizioni di vincolo è necessario sviluppare in una serie analoga 
anche la soluzione X, di membrana (°); dopo di che la soluzione comples- 
siva Xo+-X, risulta espressa da una serie i cui coefficienti (funzioni di w) 
sono le somme dei coefficienti di ugual posto delle due serie. Pertanto, 
la condizione di vincolo che riguarda una quantità X dev'essere soddi- 
sfatta per ciascun termine (°°) della serie X, + X,. Così se la X dev’es- 
sere nulla lungo un bordo, si devono uguagliare a zero tutti i coefficienti 
della serie X, + X, calcolati per @ = 0; se invece la X lungo il bordo 
dev'essere uguale a una data funzione f(@), si sviluppa in serie anche 
questa e si uguagliano i coefficienti della serie X, + X, ai coefficienti 
di ugual posto della serie f(x). Ma poichè le quattro condizioni di vin- 
colo riguardano quattro delle quantità X, si ottengono per un dato ter- 
mine x delle quattro serie X, + X, quattro equazioni che contengono e 
determinano le quattro costanti A,, Bs, Cn, Dn (*) del termine n che si 
sta considerando. La stessa cosa si deve ripetere per ciascun valore di 
n (in pratica, per i primi due o tre termini delle serie). Ottenute le quaterne 
dei coefficienti 4,,... D, per ciascun termine della serie, si possono cal- 
colare tutte le quantità X, (cioè M., Ta, Na, Tiay Ni; , v, w) in ogni 
punto della volta, che poi si sovrappongono ai valori corrispondenti X, 
della soluzione di membrana. 


(6) Ricordiamo che si fa la stessa cosa quando si studiano le travi mediante le serle di Fou- 
rier (es. 201, 202 e nota 22 del Cap. X) e quando si studiano le lastre piane mediante le serie 
doppie o le serie semplici di Fourier (nn. 627 D, 628 c). 

(*) Ad es., se al bordo dev'essere X = X,+ X, = 0, dev'essere nullo (per © = 0) ciascun 
coefficiente della serio, perchè la condizione dev'essere soddisfatta in tutti i punti del bordo, 
ossia per qualunque valore di x. 

(‘) Veramento i coefficienti primitivi 4n,.. D, (ossia 4%,... D)) figurano direttamente 
soltanto nell’espressione del momento M:, mentre in quelle delle altre quantità Ta, Ns,... figu- 
rano i coefficienti derivati 4l,... Dl) gati dalle (e). Ma per la ricorrenza dello (e) è possibile la- 
sciare in evidenza in questi "ultimi Î" coefficienti primitivi 4n,... Dn; così che essi, e soltanto essi, 
figurano in tutte le quantità 72, Na,.... (Del resto finchè i coefficienti primitivi sono incogniti, 
quelli derivati li contengono necessariamente in evidenza come simboli letterali; e questi ultimi 
si potranno calcolare come valori numerici solo quando quelli primitivi saranno noti.) 

A tal fine, basta sostituire nelle espressioni delle quantità 73, Na,... i coefficienti 40 e BO 
con le seguenti espressioni (equivalenti alle (e)), che contengono 4, e B, in evidenza:” 


ce) 40 si 04, dp: o BO) - 804, — 0lB, 
(e analogamente per Cl" è DI), con al! o I in luogo di cl") e 80), dove 
(N al) = ca rallD 4 pi. pl, pl) palla. plrd), 
(Le (ei) e le (e3) hanno la stessa forma delle (e).) In particolare risulta 

ol) = a BO) = 

ol = — a8 + fp? 8) = — 208 

09) = 08 — 346? B0) = 3023 — p® 


ol8) = — af + 6033? — pi BA) = — 4083 + 4ag3, 
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Per sviluppare in serie di coseni le X, di membrana, ricordiamo come 
si sviluppa una quantità come $, che è costante lungo il bordo ("*). 
È nota la relazione 


4 4 4 
1=+098Y- 3509880 4 Ba 098 dv 0005 


valida per ogni 4 compreso fra.— 7/2 e + x/2. Se si pone y = ru/21, si ha 


1 na 4 sa) Sax, 4 bra 
= +78 38 +8 


valida per ogni 2 compreso fra —! e + 7. Dovendo sviluppare una co- 
stante c+1, basta moltiplicare per c i vari coefficienti, e si ottiene 
To 


3; 
(1419) o=-|1,2732 0 c0s 37 — 0,4244 c cos F + 0,2546 c cos 


bro 
21 pr 


2I . 


È facile sviluppare in serie anche le altre quantità X, non costanti (**), 
come ad es. 7, che varia linearmente lungo il bordo; ma per questa 
non è necessario, perchè si può considerare invece dT1/dx che è costante, 
purchè naturalmente si associ con la stessa quantità della soluzione Xe, 
che è espressa dal secondo membro della terza delle (1408,); ossia 


(1420) dTy/de=—(1/R2){e-<[(A9-+4) cos fx0+(B +5) sen A,0] + 
+ eu” [(08 + 08) cos Fao + (DI + DA) sen F20]} cos A,0/R. 


Riassumendo, anzitutto si sviluppano in serie le X, di membrana. 
Poi si scrive l’equazione (1409;) di ottavo grado per n = 1, per n= 3 
e, se si vuole, per n= 5; e si risolve, ottenendo a,,... fa per n= 1, 3, 
5,.... Quindi si calcolano (nota 67) i fattori a... BO fino a r=4 (0 
6-7 se interessano 0, w, 9), pure per n = 1, 3, 5,.... Si scrivono poi le 
equazioni di vincolo per n= 1, per n= 3,... e si risolvono, ottenendo 
i coefficienti A1y..1 Dij Agy Daj Ass Dis. Si calcolano i coefficienti 
A49,... DIA mediante le (e). Infine, noti questi, si calcolano le varie quan- 
tità X, in qualunque punto, mediante le (1411), ... (1418), e si sommano 
con le X,. 


(*) La via che di solito viene suggerita per ottenere gli sforzi di membrana S:, 7 e le defor 
mazioni u, v, w, 9 espressi mediante serie di Fourier consiste nello sviluppare in serie le forze 
esterne X, Y, Z e nello studiare la volta soggetta a queste forze. Questo procedimento è neces- 
sario se le forze X, Y, Z sono funzioni anche di x, ossia se sono variabili lungo le generatrici; 
ma quando sono indipendenti da z è molto più semplice partire dalle quantità Sa, T,u,.. otte- 
nute come nei nn. precedenti, e sviluppare queste in serie di Fourier. 

(**) Basta utilizzare le seguenti relazioni (e analoghe per potenze di x maggiori): 

Els nr 81 3rr 3273 me 320 are 
Pai en +. D_z= cos_- 7087 +. 

n 2 3% 2 
307,22 ne 307,28 35 


cos C085 > +. 
n 21 355 21 


(1419) 
962° nr 96 


senz — sen 
ni 2 34 


B-rt= 
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9) Esaminiamo ora le più frequenti condizioni di vincolo e vediamo 
quali sono le equazioni che ne derivano. 
Se un bordo è libero, in tutti i suoi punti si deve avere M, = 0,T7,=0, 
N,=0, T,:=0. Separando le due soluzioni X, e X,, le equazioni ri- 
sultano (nel regime di membrana non esistono M, e 7) 


(A) (Mb =0, (Tal =0, (Na)o=— (Na)s; (Tio =— (Tia)s è 


Si scrivono le quattro equazioni una prima volta per n= 1 (ossia con 
A, relativo a n= 1 e con gli a, fe a», fr corrispondenti), si risolvono 
e si ottengono le quattro costanti A,, B,, C,, Di. Si scrivono di nuovo 
per n=83 (ossia con 4; relativo a n=3 e con gli a1,... fa corrispondenti), 
e si ottengono le quattro costanti Az, Bs, Cs, Ds. E così di seguito (ma 
bastano di solito i primi due termini) (es. 1555). 

Se si tratta di un bordo comune a due volte affiancate (senza trave 
di bordo), uguali e ugualmente caricate, in tutti i suoi punti lo sposta» 
mento risultante da v e w dev'essere verticale, ossia dev'essere nulla la 
componente orizzontale £=v cos0, + wsen0, (v e w intesi natural. 
mente come somme vo + ®, © Wo + w,). Dev'essere nulla la rotazione (2) 
della tangente alla direttrice, che si può esprimere con — (1/R)dw/dw 
(n. 744 e). Dev'essere nullo lo sforzo T,,. Dev’essere nulla la componente 
verticale N.sen 0, — T, cos 0. 

Se un bordo è vincolato in modo continuo a un muro rigido (°°), în tutti 
{ suoi punti dev'essere «= 0, v=0, w=0. La quarta condizione è 
MU,= 0 se si tratta di un appoggio, ed è g= 0 se si tratta di un incastro. 

Nel caso di un bordo munito di una trave di bordo poco rigida, que- 
sta reagisce quasi soltanto agli sforzi 7, (cioè ne consente l’esistenza), 
ma non agli sforzi S,. Anzi questi invece di essere negativi (cioè di com- 
pressione) diventano positivi, perchè la trave non è nemmeno capace di 
sostenere il proprio peso, e di conseguenza è la volta che sostiene quasi 
completamente il peso della trave. In tal caso le condizioni sono M,=0 
(perchè la trave reagisce pochissimo a torsione); H=N,cos0,+T,sen0,= 
= 0 (perchè la trave reagisce pochissimo alla flessione nel piano oriz- 
zontale). Inoltre la componente verticale N. sen 09, — 7, cos 0, dev'essere 
uguale al peso unitario della trave (sviluppato in serie mediante la (1419)). 
Infine la dilatazione e,= du/dx in ogni punto del bordo della volta 
dev'essere uguale a quella del lembo superiore della trave, provocata in 
questa dallo sforzo 7, trasmesso dalla volta (es. 1559). 


(*°) Si può essere indotti a pensare che questo caso non differisca da quello delle volte co- 
muni dei ponti ad arco sostenute in modo continuo lungo i bordi e decomponibili in archi, che 
si studiano indipendentemente l'uno dall’altro. Nel nostro caso, invece, l’irrigidimento dovuto 
ai timpani esistenti alle estremità fa sì che il comportamento (cioè la deformazione) vari lungo 
£, per cui il regime statico è spaziale (v. il quarto capoverso del n. 744 a). Lo studio di queste 
regime si può effettuare col metodo del quale ci stiamo occupando, 
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Se invece la trave di bordo è molto rigida alla flessione nel piano 
verticale, si pensa separata dalla volta e soggetta al peso proprio q uni- 
forme e alle reazioni mutue 72, (N2)o, (Ta1)o, invertite rispetto a quelle 
agenti sulla volta, che si suppone abbiano i versi assunti come positivi. 
Se si ritengono trascurabili le rigidezze della trave alla flessione nel piano 
orizzontale (perchè di sezione alta e stretta) e alla torsione (per lo stesso 
motivo, n. 158 d), due delle quattro condizioni di vincolo sono (per @= 0) 


H = T,sen0 + (N, + Sa) cos0,=0, M,=0; 


È facile poi (sia pure attraverso calcoli un po’ lunghi) calcolare gli ab- 
bassamenti 7 della trave, causati dal peso proprio 9, dalla reazione ver- 
ticale N,, sen 0, — T, cos 0, e dalla 7,1, (espresse dalle (1412), ... (1414)), 
e le dilatazioni e, del lembo superiore della trave, provocate dalle stesse 
cause e dovute alla flessione e all’allungamento della trave; e far sì 
che n ed e; risultino espressi mediante serie di Fourier (facendo uso 
degli sviluppi (1419) e (1419,)). Dopo di che basta uguagliare (per ogni 
valore di n) 7 della trave a 7 del bordo della volta espresso mediante le 
(1417) e (1418), ed e, del lembo superiore della trave a e del bordo della 
volta espressa dalla (1416) (più gli effetti di membrana), per ottenere le 
altre due equazioni determinatrici di Any... Da 
Le condizioni sono più complesse quando non si possano trascurare 
le rigidezze della trave alla flessione nel piano orizzontale e alla torsione. 
In qualche caso un bordo longitudinale può essere soggetto a carichi verti. 
cali g, 0 a forze orizzontali H, o a momenti M,, o a forze 7,1, agenti come forze 
esterne e distribuite con una legge qualsiasi f(x) nota (71). Lo studio è allora molto 
semplice, perchò basta sviluppare in serie la f(r) e uguagliare ciascun termine 
al termine corrispondente della X, dello stesso tipo; mentre le altre tre X, si 
uguagliano a zero (es. 1557, 1558). Gli effetti del peso proprio si studiano a parte. 
n) Condizioni ai timpani. Nel caso più frequente in cui i timpani situati 
alle estremità della volta possano ruotare intorno a una retta orizzontale del 
loro piano, e consentano perciò liberamente lo spostamento u alle estremità 
delle generatrici, « risulta massimo per o = + e nullo per # = 0, mentre gli 
spostamenti v e w risultano nulli per a = +1 (perchè impediti dall’irrigidimento 
dovuto ai timpani) e massimi per 2 = 0. Ma è facile riconoscere che le espressioni 
di (%)9, (0)o» (0), analoghe alle (1416), ... (1418), hanno le forme 


(U)o = fu(6) sen An9/E, (0)o = fe(0) cos A/R, (10)o = fol) cos Ane/R, 


che soddisfano spontaneamente alle condizioni suddette. Per conseguenza, nel 
caso suddetto, lo studio dell'influenza dei bordi laterali tiene implicitamente 
conto anche di quella dei timpani. 

Se invece i timpani vincolano in altri modi le estremità della volta, si ri- 
nuncia a tener conto della loro influenza, che è piccola se 27 è grande rispetto 


(1) È possibile studiare anche il caso in cui agisca un carico (o una coppia) concentrato in 
un punto del bordo, sviluppando in serie il carico concentrato (nota 82). 
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alla corda 4. Infatti, nelle volte lunghe e strette si smorza rapidamente l’influenza 
delle forze agenti lungo i bordi frontali e lentamente l’influenza delle forze agenti 
lungo i bordi laterali. Invece nelle volte corte e larghe accade l'opposto. 

i) La lunghezza e la complessità del calcolo dell’influenza dei bordi 
fanno sì che facilmente si commettano errori materiali; errori che diffi- 
cilmente si rivelano, perchè la struttura è tale che l’intuizione aiuta poco 
a comprendere come debba modificarsi il regime di membrana per effetto 
dei bordi. Riescono perciò utilissimi alcuni controlli finali dei risultati 
(analoghi a quelli che negli esercizi 1535, 1536 hanno permesso di con- 
trollare gli sforzi di membrana), perchè soltanto questi controlli garan- 
tiscono l’esattezza dell’intero calcolo e infondono nel progettista la fidu- 
cia che gli è necessaria per essere tranquillo. 

Un esempio dei controlli suddetti è svolto nell’esercizio 1556. 


Esercizio 1555. — Una volta a direttrice circolare ha R = 10 m, 0, = 600, 
21=24m,s=8cm. Le estremità frontali sono irrigidite da timpani e i bordi lon- 
gitudinali sono liberi (fig. 1590). Calcolare le solle- 
citazioni dovute al peso proprio. 

Soluzione. a) Consideriamo da prima il regime 
di membrana. 

Si ha g= 1-1-0,08 - 2500 = 200 kg/mq, per 
Fig. 1590. cui i vari sforzi (1385) sono espressi da (in kg/m) 


Sa= — 2000 cost, 7 =— 4007sen0, 8,=(— 2880+ 202°) cos 0. 


Al bordo ©= 0, ossia 0 = 60°, risulta perciò S, = — 1000 kg/m, 7 = 
=— 346xkg/m. Esprimendo i valori di S, e di d7/de in serie di coseni e tenendo 
conto soltanto dei due primi termini, si ha (1419) 

Ss = — 1273 cos 772/21 + 424 cos 3770/21 
dT/dx = — 441 cos 710/214 147 cos 80/2. 
3) Per n= 1 si ha (n. 744) 4, = 1710/24 = 1,3090; per cui l'equazione 
algebrica (1409,) diventa 
k8 — 1,4270798 — 2,9179%4 — 0,4909%° + 550500 = 0. 
Usando la soluzione riportata nella nota 58, si ottiene (90 = 5,2191) (72) 
a, = 4,855, f,=1,981, a,=2,007, fa=4,791. 
Per n= 3 si ha 3 = 3,9270, e l’equazione (1409) diventa 


k8 — 28,842745 + 177,1321%4 + 206,9747%® + 44590600 = 0. 


(?*) Per avere un’idea dell’approssimazione di questi valori, si può fare il prodotto delle otto 
radici (c), che msulta 
(4,855* + 1,981*)?. (2,007* + 4,7915)? = 550375, 
mentre dovrebbe essere uguale ad cs, che vale 550500. 
Ripetendo questo controllo per le radici che si trovano per n = 3, si ottiene 44592314 invece 
di as che vale 44590600. 
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Le radici sono (0 = 9,0397) (7?) 
a,= 8,725, f,= 3,294, a,=3,599, f,= 7,989. 
e) A questo punto conviene calcolare i coefficienti (e,) 
a = — ac al + f- ped, po =— Bad a - Bed, 


che occorrono per esprimere (e,) le costanti A%,... DA. 
Per n = 1 (cioè usando gli a,,... fs trovati per n = 1) le (es) danno 


a®= 4855 B®A= 1981 aP= 2,007 BH= 4,791 
a®=— 19,65 R®=— 19,23 a®=+18,93 9 = — 19,23 
a 0=+57,28 R@=+132,3 a9=—1301 fi = — 52,08 
a =— 15,98 BO=— 755,8 a =+ 11,65 = 4 727,9. 


Per n = 3 le (e») danno 


a®= 8,725 B{O= 3,294 a= 3,599 fP= 7,989 
aid =— 65,27 fA=_— 57,50 a =+ 50,87 BA = — 57,50 
a =+380,2 = BAO=+7165  a=— 642,5 BI = — 199,5 
afd=— 956,9 BM = — 7504 a = + 718,9 A = + 5851. 


d) Avendo presenti le espressioni (1411), (1412), (1413), (1420) di M,, 
T,, Na, IT/d9 nelle quali si pone © = 0, le relazioni (e), i valori trovati in e) 
e il primo termine delle espressioni di ($,), e di (d7/dx), trovate in a), le equa- 
zioni di condizione (f) del caso del bordo libero, che determinano le costanti 4,,... 
D, per n= 1, diventano (R=10 m) ("*) 


4,+0,=0 

— 4,8554, + 1,981B, — 2,0070; + 4,791D, = 0 

— 19,654, + 19,23B, + 18,930; + 19,23D, = 12730 
62,134, — 134,33, — 128,10, + 47,29D; = 44100. 


Il 


La soluzione è 
A,=-— 1433, Bi=— 2321, C,=+1433, D,=+108. 


Per n = 3 le stesse condizioni diventano 


Az+03=0 

— 8,7254,-+ 3,294B; — 3,59903 + 7,989D, = 0 

— 65,274, + 57,50B, + 50,870 + 57,40D, = — 4240 
388,94, — 719,883 — 638,903 + 191,5D3 = — 14700. 


(©) Queste radici corrispondenti a n = 3 sono maggiori di quelle corrispondenti a n = 1, 
perchè le armoniche, a partire dal bordo © = 0, si smorzano più rapidamente (e perciò a, 6 da 
sono maggiori) e con onde più corte (e perciò f1 e fa sono maggiori). Per n molto grande lo smor- 
zamento è rapidissimo (per il principio di Saint-Venant, che qui vale), perchè le corrispondenti 
sollecitazioni agenti lungo il bordo sono equilibrate tra loro in ciascun tratto anche cortissimo 
(cfr. con la terzultima riga del n. 698 a). 

("*) Dalle espressioni (1410) di c1,... fs è facile riconoscere che Ga, = Caf, ciò che spiega 
l'uguaglianza di due dei coefficienti della terza equazione. 
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La soluzione è 
As=+ 159, Bi=+247, 03=—159, D,;=-0. 
e) Ottenuti i valori dei coefficienti costanti A,,... Dj e 43,... Da, si calco. 


lano mediante lo (e,) i coefficienti A{?,... DIP e Af9,... DIA occorrenti per il cal- 
colo delle varie sollecitazioni X,, date dalle (1411),... (1415). Essi risultano 


4, = — 1433 B,=— 2321 C, = + 1433 D, = + 108 
40 = + 2359 B{ = + 14107 CH = — 2359 D{9 = — 7082 

419 => + 16470 B{® = — 73160 CA = — 29200 DI = + 25510 
49 = — 225000 B{ = + 322500 CI = + 180400 D{® = + 88680 


Ax = + 1731000 B9 = — 1120000. C{ = + 61920 D{0 = — 1044000 
Af{9-+A9)= —222600 — B4BA= +336700  0(24+08= +178000 D+ D;9= +81600 
A+A4{9= +1748000  B{9+B{9= — 1193000 04-0{9= +32720 D94-D,4= — 1019000; 


A3= + 159 By = + 247 0, = — 159 Di=0 
A9=— 573,7 BI = — 2679 CO = + 572,2 DO = — 1270 
A; = — 3824 By = + 25270 CI = + 8088 DIA = — 9142 
A = + 116500 B,(9 = — 207800 CS = — 102200 =D =— 23760 


A = — 1701000 BS = + 1430000 CS = + 114300 D,@ = + 930300 
A9+49= +116000  B+B9=-210500 = CH+08= —101600 D+ D{= —25030 
A49+AS= —1705000 B+B{9= +1455000  004-00= +122400 D®+D0= 4921100, 


}) A questo punto si possono calcolare le sollecitazioni X, in qualunque 
punto della volta (volendo anche gli spostamenti w, v, w e la rotazione P; biso. 
gna calcolare i coefficienti 4%,... DI per valori di r maggiori). 

Calcoliamo anzitutto i valori dei prodotti e-** cos Bo, e sen Bow per di. 
versi valori di @. Per n= 1 risulta 


(0) 691° cos Pf, 091° sen fw 61° cos Lz% e79° sen Bz 
00 1 0 1 0 
100 + 0,40327 + 0,14525 + 0,47236 + 0,52275 
200 + 0,14142 + 0,11710 — 0,05039 + 0,49372 
300 + 0,04002 + 0,06776 — 0,28217 + 0,20703 
400 + 0,00630 + 0,03315 — 0,24127 — 0,04966 
500 — 0,00227 + 0,01427 — 0,08806 — 0,14959 
600 — 0,00299 + 0,00542 + 0,03667 — 0,11662 
700 — 0,00199 + 0,00175 + 0,07827 — 0,03591 
800 — 0,00107 + 0,00042 + 0,05571 + 0,02400 
900 — 0,00049 + 0,00001 + 0,01377 + 0,04047 
1000 — 0,00020 — 0,00006 — 0,01453 + 0,02653 
1100 — 0,00007 — 0,00006 — 0,02068 + 0,00473 


1200 — 0,00002 — 0,00003 — 0,01226 — 0,00854 
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Per n = 3 risulta 


10) €799 cos Bf, €219 sen f,0 071° c08 Po e: sen By 
00 1 0) 1 0 
100 + 0,18311 + 0,11861 + 0,09381 + 0,52535 
200 + 0,01942 + 0,04340 — 0,26711 + 0,09829 
30° — 0,00159 + 0,01025 — 0,07672 — 0,13113 
400 — 0,00151 + 0,00169 + 0,06168 — 0,05261 
500 — 0,00048 + 0,00013 + 0,03338 + 0,02748 
600 — 0,00010 — 0,00003 — 0,01131 + 0,02012 
700 — 0,00001 — 0,00002 — 0,01163 — 0,00405 
800 — 0,00000 — 0,00001 + 0,00110 — 0,00648 
900 + 0,00000 — 0,00000 + 0,00351 — 0,00005 
100° + 0,00000 — 0,00000 + 0,00036 + 0,00184 
110° + 0,00000 + 0,00000 — 0,00093 + 0,00036 
1200 + 0,00000 + 0,00000 — 0,00027 — 0,00046 


9) Nel punto di mezzo della generatrice di colmo (@ = 60°, x = 0) il mo- 
mento M, risulta (1411) 


M,= [1433 -(--0,00299) —2321 -0,00542+1433 + 0,03667+108 -(—-0,11662)] cos 0+ 
+ [159 - (—-0,00010)- 247 + (— 0,00003) — 159 - (— 0,01131)+0 + 0,02012] cos0 = 
= 31,66 cos 0 + 1,77 cos 0 = 33,43 kgm/m. 


Nel vertice della volta il bordo opposto provoca lo stesso effetto, per cui il mo. 
mento cercato risulta M,= 2-33,48 = — 67 kgm/m. 
Nei punti della generatrice di colmo aventi x = 3-6-9-12 m si ha 


4,0/R = 7/8, 27/8, 37/8, 47/8, Ax3/R = 87/8, 67/8, 97/8, 127/8; 
cos Z,7/R = 0,9239, 0,7071, 0,3828, 0, cos Z3x/2 = 0,3828, —0,7071, —0,9239, 0. 
Quindi, poichè per © = 60° i valori già trovati delle due parentesi quadre non 
cambiano, si ottiene rispettivamente 
M,= 2(31,66 - 0,9239 + 1,77 - 0,3828) = 60 kgm/m 
M, = 2(31,66 - 0,7071 — 1,77 -0,7071) = 42 » 
M, = 2(31,66 - 0,3828 — 1,77 - 0,9239) = 21 » 
M,= 2(31,66-0+ 1,77 -0) = 0 
Nel punto @ = 30°, x = 0, tenendo conto degli effetti dovuti a entrambi i 
bordi e usando i prodotti calcolati in f), si ottiene 
M, =[— 1433 + 0,04002 — 2321 - 0,06776 + 1433 - (— 0,28217) + 108 - 0,20703] -1+ 
+ [159 - (— 0,00159) + 247 - 0,01025 — 159 - (— 0,07672) + 0 -(— 0,13113] -1+ 
+ (— 1433 - (— 0,00049) — 2321 - 0,00001 + 1433 - 0,01377 + 108 - 0,04047) - 14 


+ [159 - 0,00000 + 247 - 0,00000 — 159 - 0,00351 + 0 - (— 0,00005)] -1= 
596,6 + 14,54 24,8— 0,6 = —— 558 kgm/m. 
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h) Nel punto di mezzo della generatrice di colmo lo sforzo N, risulta (75) 


N,=— (2/10) { [16470 - (—-0,00299)—73160 - 0,00542—29200 - 0,03667+ 25510 - (—-0,11662)] -1+ 
+[—3824 - (—-0,00010)+25270 - (-0,00003)+8088 - (—0,01131)—9142 - 0,02012] - 1}—2000 = 
= — (2/10) {— 4492— 276}— 2000 =— 1046 kg/m. 


Esercizio 1556. — Idem. Eseguire alcuni controlli dell’intero calcolo. 

Soluzione. Come si è detto nel n. 744 î), è molto utile assicurarsi che non si 
siano commessi errori materiali, che la complessità del calcolo rende assai pro- 
babili. 

a) Un primo controllo consiste nel calcolare lo sforzo longitudinale (N)o + 

+ (S1), in parecchi punti di una sezione normale alle generatrici, ad es. quella 
di mezzo, e nel verificare se il loro insieme è nullo (7°). 

Ad es. nel punto @ = 60°, £ = 0 si ottiene (1415) (es. 1555 e, f) 


N, = (1/10 - 1,30902) [1748000 - (— 0,00299) —1193000 - 0,00542+ 32720 + 0,03667— 
— 1019000 -(—0,11662)] + 1+ (1/10 - 3,92702) [— 1705000 - (— 0,00010) + 
+ 1455000 + (— 0,00003)+ 122400 -(— 0,01131)+ 921100 -0,02012] + 1= 
= 6322+ 112= + 6434 kg/m. 


Tenendo conto anche del bordo opposto e di S, di membrana, risulta 
Ni totate = 2 * 6434 — 2880 = + 9988 kg/m. 
Ripetendo il calcolo nei punti @ = 09-100-200.300.409.50° e £ = 0, si ottiene 
(arrotondando) 
= 00 100 200 200 400 500 600 
Ni totate ="+ 92690 + 610 — 26440 — 19140 — 3610 + 6790 + 9990kg/m. 


L’andamento di questi sforzi nella mez. 
za volta è rappresentato nella fig. 1591. 
Lo scostamento dalla variazione lineare 
è analogo (e più accentuato) a quello 
che si ha nelle pareti portanti (n. 203 e, 
fig. 275). 

Il suo integrale / N, - Rd, esteso a 
metà della sezione, si può calcolare con 
la formula seguente, che è molto più approssimata di quella di Simpson (573) (??): 


Fig. 1591. 


I 
Li 
Sua = 35 Hl(W0 + 46) + 21601 + 19) + 27042 + 14) + 27299). 


(*) È naturale che lo sforzo di compressione S1 = — 2000 kg/m del regime di membrana 
diminuisca in seguito all'influenza dei bordi. Infatti, la mancanza della parte inferiore (o pro- 
lungamento) della membrana equivale ad aggiungere lungo i bordi liberi le forze — S1 (di tra- 
zione) e — Za. La prima provoca trazione nelle strisce secondo le direttrici, e la seconda, alla 
quale corrispondono uno sforzo — 7, e una variazione d(— 7°), provoca pure trazione nelle 
stesse strisce. 

(**) Se esistono anche le travi di bordo, dev'essere nullo l’insieme degli sforzi nella sezione 
della volta e nelle sezioni delle due travi. 

(*) Questa formula sarà illustrata nel Cap. XXXIII, 4). 
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Nel nostro caso interessa verificare se la parentesi quadra è circa nulla. Essa vale 


41 - 102680 + 216 - 7400 + 27 - (— 30050) + 272 - (— 19140) = 
= 4209880 + 1598400 — 811350 — 5206080 = 5808280 — 6017430 = — 209150, 


ed è appena 3,5% dei valori positivi e negativi (— 6000000) in gioco. Perciò la 
verifica è pienamente soddisfacente, avendo presente che si sono trascurati i 
termini della serie oltre il secondo. 
b) Un altro controllo consiste nel calcolare nella sezione di mezzo la somma 

dei momenti degli sforzi N, + Rdw rispetto ad es. alla corda della sezione (7), 
che deve risultare uguale al momento flettente esterno M = g(27)*/8 nella stessa 
sezione della volta considerata come una trave appoggiata alle estremità. 

Si valutano le aree delle varie parti del diagramma N, (RA = 1,745 m), 
i punti sull’arco che corrispondono ai baricentri delle stesse parti e le loro di- 
stanze dalla corda; quindi si ottiene 


M= 2(— 72780-0,50 + 25370-2,30 + 40140-3,20 + 23210-4,00 — 
— 2770 -4,80 — 15710-5,00) = — 303000 kgm. 


Il peso g per metro di lunghezza della volta e il momento nella sezione di 
mezzo valgono 
q= 20,94 » 1,00 + 0,08 + 2500 = — 4190 kg/m 
DI = 4190 - 24/8 = 301700 kgm. 


Anche questa verifica è dunque pienamente soddisfacente. 
c) Una terza verifica consiste nel calcolare lo sforzo 7,, in un punto della 
generatrice di colmo (@ = 60°), ad es. per x = 0, che deve risultare nullo. Usando 
i coefficienti A,0 + 4/9 è 0/0 + 0/8 trovati nell'esercizio 1555 e), si ottiene 


T,, = — (1/10 -1,3090) [— 222600 - (— 0,00299) + 336700 - 0,00542 + 
+ 178000 - 0,03667 + 81600 -(— 0,11662)] -1— 
— (1/10 + 3,9270) [+ 116000 » (— 0,00010) — 210500 -(—0,00003) - 
— 101600 -(—-0,01131) — 25030 - 0,02012] -1= 
= + 38,1 — 16,3 = + 21,8 kg/m. 


Questo valore è cirea nullo rispetto ai valori dei vari addendi, e risulterebbe 
certamente ancora minore se si tenesse conto di un numero maggiore di termini 
della serie. 


Esercizio 1557. — La stessa volta dell'esercizio 1555. Calcolare le sollecita- 
zioni provocate soltanto da carichi verticali q uniformemente distribuiti lungo i 
due bordi liberi (fig. 1592). 

Soluzione. a) In questo caso il regime di membrana è nullo. 

I carichi g equivalgono a uno sforzo (N), =g sen 60° =0,8669 e a uno sforzo 
(Ts) = — gc0s 60° = — 0,5009 uniformi lungo i bordi. Perciò, rimanendo inva. 
riate le caratteristiche Z,, 43 © i corrispondenti valori degli a,,... f3 del caso pre- 


(*) Si può calcolare questo momento rispetto a qualsiasi retta orizzontale: il suo valore 
non cambia, poichè l’insieme degli sforzi equivale a una coppia. 
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cedente (perchè dipendono soltanto dalle caratteristiche della lastra), le equa- 
zioni determinatrici dei coefficienti A,,... D1 © A3,... Ds, e le relative soluzioni, 
sono (RE = 10 m) 


4,+0,=0 
— 4,8554, + 1,9818; — 2,0070, + 4,791D, = — 6,369 
— 19,654, + 19,233, + 18,930, + 19,23D, = + 11,02g 
62,134, — 134,8B, — 128,10, + 47,29D;= 0; 


A,=— 3,709 B,=-— 6,669 C,=+3,709 D,=— 1,169; 


A3+ 03=0 
— 87254, + 3,294B, — 3,5990, + 7,989D, = + 2,129 
— 65,274, + 57,508, + 50,870 + 57,50D, = — 3,674 
388,94, — 719,8, — 638,903+ 191,5D3 = 0; 


A,=+0,699 = Bs=+1,069 C,=—0,699  Di=+0,279. 


3) Ad es. nel punto di mezzo della generatrice di colmo il momento M, 
risulta (es. 1555 f) 


M,=[--3,70 - (- 0,00299) — 5,66 - 0,00542 + 3,70 - 0,03667— 1,16-(—0,11662)]g- cos 0 + 
+[+ 0,69 - (- 0,00010) + 1,06. (—- 0,00003)— 0,69. (— 0,01131)+-0,27 - 0,02012] g - cos 0 == 
= 0,251g ‘ cos.0 + 0,013 - cos0 = 0,2649. 


Il momento totale è M, = 2 - 0,2649 = = 0,534. 
Ad es., se g= 1000 kg/m, si ha M,= 530 kgm/m. 
e) Nel punto @ = 10°= 0,1745, 2=0, si ottiene (si trascura l'influenza 
del bordo opposto perchè distante) 


M,=(— 3,70 -0,40327 — 5,66 -0,14525 + 3,70 -0,47236 — 1,16 +0,52275)g - cos0 + 
+ (+ 0,69 - 0,18311+ 1,06 - 0,11861 — 0,69 + 0,09381 + 0,27 - 0,52535)g ‘ cos 0= 
= — 1,173g9 cos 0 + 0,3299 cos 0 = = — 0,849. 


È naturale che risulti negativo, se si pensa come agiscono i carichi gq e se si cone 
sidera che a distanza piccola dal bordo non si ha ancora l’inversione. 


Fig. 1592. Fig. 1593. 


Esercizio 1558. — La stessa volta dell’esercizio 1555. Calcolare le sollecita= 
zioni provocate soltanto da coppie M uguali e simmetriche, uniformemente di- 
stribuite lungo i due bordi liberi (fig. 1593). 

Soluzione. a) Anche in questo caso il regime di membrana è nullo. 

Le coppie M rappresentano un momento (143), uniforme lungo i bordi. Per- 
ciò le equazioni determinatrici dei coefficienti A,,... D, e A3,... Da, © lo relative 
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soluzioni, sono 
4,+ 0, = 1,273.M 
— 4,8554, + 1,981B, — 2,0070,+ 4,791D,=0 
— 19,654, + 19,23B, + 18,930, + 19,23D, = 0 
62,134, — 134,38, — 128,10,+ 47,29D1= 0; 


A,;= + 2,16M B,= + 2,17M 0,= — 0,89M D,=+0,91M;} 


A,+ 03 = — 0,424M 
— 8,72543+ 3,294B, — 3,59903 + 7,989D, = 0 
— 65,274, + 57,508, + 50,870, + 57,50D, = 0 
388,94, — 719,88, — 638,90, + 191,5D3 = 0; 


A3=— 0,74M  By=—0,77M  C3=+0,32M  D;=—0,35M. 
b) Ad es. nel punto di mezzo della generatrice di colmo si ha 


H,= [+ 2,16 - (— 0,00299)+ 2,17 - 0,00542— 0,89-0,03667+-0,91 - (—- 0,11662)]M - cos 0+ 
+[- 0,74 -(— 0,00010)— 0,77 - (— 0,00003) + 0,32 -(—-0,01131)— 0,35 - 0,02012] - cos 0= 
=— 0,1331/ cos0 — 0,011 cos0 = — 0,1440 ; 


e per effetto di entrambi i bordi, M, = — 0,29M. 
In prossimità dei bordi, 1/, risulta invece, naturalmente, positivo come M. 
Infatti, per @ = 10°, 2= 0, si ottiene (trascurando l’influenza dell’altro bordo) 


M,=(+2,16 + 0,40327+ 2,17 + 0,14525— 0,89 - 0,47236+ 0,91 - 0,52275)2 - cos0+ 
+(— 0,74 - 0,18311— 0,77 + 0,11861+ 0,32 - 0,09381— 0,35 - 0,52535)1/ - cos0 = 
= + 1,242 cos0 — 0,381.M cos0 = — + 0,86M . 


c) Se 27 fosse molto maggiore di R, l’influenza dei timpani sarebbe presso 
che nulla nella zona centrale (x = 0), e si avrebbe M,=-=M per ogni valore di @ 


Esercizio 1559. — I due bordi della volta dell'esercizio 1555 sono rinforzati 
da due cordoni aventi la sezione di 25 X 25 em, armati con 8 ferri di 18 mm 
(4, = 20,4 cmq, A, = 829 cmq). 

Soluzione. a) Tali cordoni differiscono dalle così dette travi di bordo per la 
loro grande flessibilità; per cui essi assorbono abbastanza bene lo sforzo Ts1, 
ma non lo sforzo S,, che perciò si può quindi ritenere nullo lungo i bordi (se si 
trascura il peso proprio dei cordoni). 

Le condizioni al bordo sono dunaue, per © = 0, 


(a) M,=0, Ti=0, (Na)o+($2))=0, € cotta = £1 corcone» 


b) La e; al bordo della volta è data dalla (1416). 
La e, del cordone è data da e, = N/E,Ac;, se N è lo sforzo normale di tra- 
zione (7°). In una sezione distante x dal mezzo si ha (supponendo che 7; sia 


(*) Poichè si trascura il momento fiettente nel cordone (sia per la sua grande flessibilità, 
sia per la piccolissima deformazione di flessione che la volta gli consente), si può ritenere che gli 
sforzi 7a producano in esso soltanto sforzo normale (come se agissero lungo il suo asse). 
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positivo, figg. 1594, 1564b) (3°) 


LI 
0) N=-/Tndo, 


Lo sforzo 7; è la somma di (7) © di (Ta); Ossia, 
per © = 0 (1414) (es. 1555 a), 


(0) Ta = — (U/BAn(AS + A+ 00 + i 
+ 0/9) sen A,0/R — 3462. Fig. 1594, 


Sviluppando in serie il termine di membrana mediante la prima dello (1419;), 
esso diventa 


— 3460 = — 280,57 sen 4,e/R + 31,16Zs0n 739/R—.... 


Sostituendo nella (5) e indicando brevemente con U, la somma dei quattro coef- 
ficienti A e C dell'espressione di (T1)o, Si ottiene nel cordone 


4,0 


ip Da sen 


Li I ì U 
Us | 4,0 4,6 LIO) 
n Si d0+ pai / sen SE de + 280,97 Jsen A de— 31,107 fsen 1 da 
É } 5 5 


_aD 20 Da 430 RI A RI LOI 
=+ A cos È + R cos "a + 280,5 a c08 31,16 Fo cos 


E 3 
da, Ae, _ Usa Ad RI Ax _ RI 439 
e&= GA.A c08%4 + BAR cos + 280,5 FA.À 08 31,16 FA di 008 % 


Avendo presente la (1416), la quarta delle condizioni (a) diventa dunque 
per n=1 


RI 


1 1 
Fra A+ 410 + 09 + 019) = 2 (A+ 40 + 0? + 019) + 280,5 


EA 
ossia 
Es 


La 


AP + 400+ 09 + 00 = TE (4104 494 09 + 019) + 280,52, EE, 
ci 


a analogamente per n = 3. Portando nel primo membro il primo termine del 
secondo ed esprimendo gli A{ e 0? mediante le (e), nel primo membro figu. 
rano le incognite 4,, B,, 0, D, e il secondo membro è noto. 

Pertanto, per n = 1 la quarta equazione diventa (es. 1555 e, d) 


35,634, — 775,08, — 30,580, + 708,7D, = 
= 9,650(— 62,134, + 134,32, + 128,10) — 47,29D;) + 425188; 


() Nella fig. 1594 gli sforzi T., sono rappresentati supponendoli positivi (secondo la cone 
venzione fatta nella fig. 1564 b); e se fossero tali provocherebbero uno sforzo N di compressione, 
ciò che giustifica il segno — della (5). In realtà 7; risulta Poi negativo, per cui i cordoni sono 
invece tesi. 


BAh* 


de” 
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quindi le quattro equazioni risultano 


4,+0,=0 
— 4,8554, + 1,981B, — 2,0070, + 4,791D, = 0 
— 19,654, + 19,233; + 18,930; + 19,23D, = 12730 
635,24, — 2071 B, — 1267 0, + 1165 D, = 425188, 


Il 


La soluzione è 


13 — 783 1=— 755 C,=+788 D,=— 153. 
Per n= 3 le equazioni risultano 
Ag+03=0 
— 8,72643 + 3,294 B, — 3,59903 + 7,989D, = 0 
— 65,274, + 57,50 B, + 50,870 + 57,50D, = — 4240 
4775 Ag — 145088; — 6935 Cs + 7641 Di = — 141735, 
La soluzione è 
Aa= +78 Bs=+57 C.=—- 78 D,=+26. 


e) Nel punto di mezzo della generatrice di colmo il momento M, risulta 


M,= 2{[- 783 -(- 0,00299) — 755 - 0,00542 + 783 - 0,03667 — 153 -(— 0,11662)] - 1 + 
#[78 ‘(- 0,00010)+ 57 - (— 0,00003)— 78 - (— 0,01131)+ 26 -0,02012] -1} ——+ 98 kgm/w, 


I coefficienti che figurano nella (1415) valgono (es. 1555 c, e) 


A+ AW = + 557300 1 + 019 = — 132400 
A30+ 439 = — 851300 C+ CH = + 210700, 


Quindi nel punto @ = 0, x = 0 lo sforzo Y, risulta (trascurando l'influenza del 
bordo opposto (es. 1555 a) 


N, = (1/10 - 1,8090°)(+ 557300 — 132400) + 
+ (1/10 - 3,92702)(— 351300 + 210700) — 1440 = + 22450 kg/m. 


Questo valore è molto minore di quello (+ 92690) trovato nell’esercizio 1556 a); 
ciò che è dovuto all’influenza benefica del cordone, che limita la dilatazione lon- 
gitudinale ai bordi. 


745. Ulteriori problemi relativi alle lastre cilindriche, 


Accenniamo brevemente ad alcuni problemi più complessi che riguardano le 
lastre cilindriche, limitandoci a indicarne la bibliografia. 

a) Quando le forze esterne variano anche lungo le generatrici, cioè dipen- 
dono da 0 e da 2, le equazioni difierenziali del n. 727 sono effettivamente alle 
derivate parziali, e la loro integrazione diventa più complessa. Inoltre è più labo- 
rioso anche lo studio delle sollecitazioni dovute all'influenza dei bordi (81). 


(4!) Si veda la memoria di K. MiEsEL: Ueber die Festigkeit on Kreiseylinderschalen mit nicht- 
achsensymmetrischer Belastung, «Ingenieur Archiv», 1930, pagg. 22-71. 
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b) Le volte sottili sono poco adatte a sopportare carichi concentrati; per 
cui quando la volta è sottoposta a un carico concentrato considerevole è neces- 
sario munirla di opportune nervature. Il calcolo si può effettuare sviluppando il 
carico in serie doppia di Fourier (*). 

e) I serbatoi cilindrici ad asse orizzontale soggetti a pressione idrostatica, 
cioè variabile con la profondità, si possono studiare tenendo conto della rigidezza 
a flessione, ossia considerandoli come lastre anzichè come membrane. Pur essendo 
la pressione invariabile lungo le generatrici, le sollecitazioni risultano funzioni 
sia di 0 che di %, perchè l’influenza dei fondi, che alle estremità si oppongono 
alla deformazione delle sezioni circolari, si fa sentire in misura decrescente al 
crescere della distanza dai fondi stessi (89). 

Nel caso delle condotte forzate orizzontali sostenute da appoggi isolati si 
hanno dei momenti flettenti M, considerevoli nelle sezioni corrispondenti agli 
appoggi (*). 

d) Tra le volte a botte di spessore costante e quelle di spessore variabile 
e aventi la direttrice di forma affine alla direttrice delle prime sussistono inte- 
ressanti relazioni (analoghe a quelle tra le membrane di rivoluzione e le loro 
affini a pianta ellittica, n. 6745), che consentono di semplificare lo studio delle 
seconde e di dedurre utili indicazioni sulla variazione più opportuna da asse- 
gnare allo spessore. 

Lo stesso dicasi per le cupole a spicchi aventi come pianta un poligono 
regolare e quelle aventi come pianta un poligono affine. 

Anche per le volte a botte oblique, cioò aventi come pianta un parallelo- 
gramma anzichè un rettangolo, sussiste una relazione che lo lega alle volte rette (59). 

e) Della stabilità dell’equilibrio elastico dei tubi e delle volte cilindriche 
ci occuperemo nel Cap. XXXIII, F, G). 


746. Altri tipi di coperture. 


In questi ultimi tempi, posteriormente alla creazione delle volte ci- 
lindriche o a botte, le coperture laminari hanno assunto le forme più 
svariate, rispondenti alle diverse esigenze costruttive o ispirate a deter- 
minati criteri statici. Questa loro adattabilità, che si presta a soluzioni 
spesso molto estetiche, talvolta singolari, sempre economiche, ha indub- 
biamente contribuito a facilitarne la diffusione. 

Nei nn. che seguono indichiamo brevemente i tipi principali (89). 


(*) A. AAS JAKOBSEN: Eincellasten auf Ereiszylinderschalen, «Der Bauingenieur », 1941, 
pagg. 343-346. 

(*) I. A. WOJTASZAK: Deformation of thin cylindrical shells subjected to internal loading, « Phil. 
Magazine », 1934, vol. 18, pagg. 1099-1116. 

(4) Si veda ad es. la nota di M. EssLINGER: Ueber die Beanspruchung von Rohrleitungen durch 
Eigengewicht, « Die Bautechnik », 1942, pag. 116. 

($) La prima questione è trattata nel capitolo di F. DISCHINGER: Schalen und Rippenkuppeln, 
vol. XII del «Handbuch fir Eisenbetonbau», 3* ediz., Berlino, Ernst, 1928, A, IV; e nel Cap. V 
del volume di W. FLiGGE (nota 45). 

La seconda questione è accennata nella prima opera citata. La terza nella seconda opera citata. 

(*) Numerosi altri tipi sono indicati ad es. nel volumetto diA. ARCANGELI citato della nota 40. 
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747. Coperture costituite ds più lastre piane (volte a direttrice poligonale). 


Posteriormente alle volte sottili, sono state costruite delle coperture che dif- 
feriscono dalle volte per avere la direttrice poligonale anzichè curvilinea. Così 
che esse sono costituite dall’insieme di più lastre piane, saldate tra loro due a 
due lungo lo spigolo comune (fig. 1597 a). Anche in questo caso si hanno i timpani 
alle estremità, mentre le travi di bordo sono sostituite dalla prima e dall’ultima 
lastra, che sono disposte in piani verticali. 

Il comportamento statico di queste strutture è più complesso di quello delle 
volte sottili, sì che il calcolo corretto degli sforzi è assai laborioso. Perciò ci limi. 
tiamo a indicare il calcolo di prima approssimazione, e a far cenno delle correzioni 
che è opportuno introdurre. 


Fig. 1595. 


a) Consideriamo la successione di lastre piane 1, 2, 3,... della fig. 1595 a), 
saldate tra loro lungo gli spigoli o generatrici b, c, d,.... Supponiamo per ora che 
la struttura sia soggetta soltanto a carichi verticali agenti lungo gli spigoli sud- 
detti, di valori P,, P., Pa... per unità di lunghezza dello spigolo. La forza Pi 
si decompone (fig. 1595 b) in due componenti 0r ed 7I, sopportate dalle lastre 
1 è 2; la P, nelle componenti Is ed 52, sopportate dalle lastre 2 e 3; e così via. 
Porciò la lastra 1 è soggetta alla componente gq, = 0r; la lastra 2 alla componente 
q, = rl — ls = 75; la lastra 3 alla componente gs = st; eco. (9) (8) (9). 

3) Se consideriamo, ad es., la lastra 2 soggetta alla forza q, per unità di 
lunghezza e agente nel suo piano, essa s’inflette come una trave di lunghezza 
21 e di sezione rettangolare alta A, o larga ss (spessore), ed è soggetta al momento 
flettente M, © allo sforzo di taglio T,. Potendosi ritenere che tale trave sia appog- 


(&) In corrispondenza dei bordi a ed n questa decomposizione non è possibile, perchè iv 
non si incontrano due lastre, ma si ha una lastra da una sola parte. Perciò 1 bordi non possono 
sopportare che delle forze agenti nel piano della lastra; e quindi le lastre estreme devono essere 
in piani verticali (fig. 1597 a). 

(8) Si ha un facile controllo analitico dei valori delle g ottenute graficamente, poichè (fi- 
gura 1595 b), per il teorema dei seni, rl  P; = sen (90° + 91) : sen j1a = cos 0, : sen fan sì Po 
= c080%, sen ya». Quindi risulta 41 = P) cos 0,/sen yi — P, C08 03/56N Ya. E analogamente per ga, Qarese e 

(*) Si confronti col n. 509 c). 
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giata alle estremità (°°), se 9, è inclinata verso il basso (come accade di solito), 
M; è positivo; per cui in corrispondenza degli spigoli d e c le tensioni g, 0 0, risul. 


A tano (%) ca =— 6My/sshî, 0%, = + 6M,/shî. Analoga- 
Ts E mente, nella lastra o trave 3 si ha, in corrispondeza degli 
spigoli c e d, cs = — 6My/sghî, Gra = + 6M;/sh}. Quindi 


in corrispondenza dello spigolo c comune alle due lastre 
la 2 sarebbe tesa e la 3 compressa. Ma questa disconti- 
nuità non è possibile; per cui lungo lo spigolo comune ec 
deve esistere uno sforzo tangenziale mutuo 7, (fig. 1595 c), 
capace di rendere uguali le tensioni longitudinali 0, nei due 
lembi contigui delle travi 2 e 3, ossia di rendere 0», = 03 
c) Consideriamo una sezione generica della trave 2 
Fig. 1596. e indichiamo con È, ed E, le somme degli sforzi 7} e 7, 
agenti dall’estremità più vicina fino alla sezione stessa. 
La sezione è quindi soggetta al momento M, e alle forze R, ed E, (fig. 1596); 
per cui ai lembi b e e le tensioni 0, (0 0) risultano (nn. 262 d, 266 c) 


2 va Ma LA LA M_,® R, 
(1421) 0g =: sghi TR Sgha di Sghg” n= +6 sghi i Sghia 2 Sala” 
Analogamente, ai lembi c e d della trave 3 si ha 
au Mi Ro Pa ile o Ra 
Ire = — 6 syhî SÈ Shy" Sgh” Cu= +6 sght Sgla + sgh * 


La condizione che le tensioni 02, e 0, risultino uguali fornisce l’equazione 
‘80 ‘30 ql 


Mi RP, R My Pe 9g Pa 


sphi Sha © Saha di si Sghs Sgh * 


(a) 6 


L'incremento dR dalla sezione di ascissa 2 a quella di ascissa x + de è dR = 
= Tda, per cui si ha dR/dx = T. Quindi, derivando la (a) rispetto a 2, essa di- 
venta 


Ti Ti deu Ta To Ta 
a Pa eh ata ai 
ossia 
1 Id I, adi gno 
(1422) T Sgha +2T, Gr + #) + Ta Salis si (Fi j Di) È 


Questa equazione contiene tre delle incognite 7 relative a tre spigoli conse- 
cutivi, ed è formalmente uguale all’equazione dei tre momenti (n. 245 d). Seri- 
vendola per tutte le terne di spigoli consecutivi, si ottiene un sistema di altret- 
tante equazioni quante sono le incognite 7. La prima e l’ultima equazione con- 
tengono soltanto due incognite, perchè 7 è nullo ai bordi a ed n di estremità. 

La risoluzione si dovrebbe ripetere per diverse sezioni rette della struttura, 


(*°) I timpani ai quali sono vincolate le varie lastre-travi sono molto rigidi nel loro piano, 
ma sono praticamente privi di rigidezza contro le azioni normali al loro piano (n. 727 d). 

(**) Si suppone che la lunghezza 22 delle travi sia abbastanza più grande dell’altezza h,j, 
per poter ammettere che la c vari nell’altezza con legge lineare (nn. 203 a, 590 a). 
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ossia per diversi valori di x, cui corrispondono diversi valori degli sforzi di taglio 
T; e si troverebbero i valori degli sforzi tangenziali 7 in diversi punti di ciascuno 
spigolo. Ma se i carichi P, e quindi anche le componenti g, sono costanti lungo 
x, si ha T = gx; per cui anche gli sforzi 7 che si ricavano dalle (1422) sono pro- 
porzionali a x. Pertanto, è sufficiente calcolare il taglio T alle estremità delle varie 
lastre-travi (Tax = 92), sostituirli nelle (1422), e ricavare da queste gli sforzi Z'moa 
alle estremità stesse. Dopo di che, all’ascissa generica x si ha T = Tmaz®/l. 

d) La somma R degli sforzi tangenziali 7' agenti lungo uno spigolo dall’e- 
stremità 2 = } fino al punto x è data da 


1 1 
“DOO 
R= | Ta= Tm (nda Tirso o. 
x x 

Inoltre, se le varie lastre-travi si considerano appoggiate alle estremità, e 
si misura x dal centro, il momento flettente all’ascissa 2 vale M = g(l2— 23) :2. 

Note le somme E e i momenti M, si calcolano infine anche le tensioni 01 ai 
due bordi di una trave generica mediante le (1421), oppure gli sforzi $, = 018. 

Si conoscono così dovunque gli sforzi 7 ed S, che affaticano le varie lastre- 
travi e le loro saldature lungo gli spigoli. Gli sforzi S, secondo le linee di massima 
pendenza variano, ad esempio nella lastra 2, dal valore ri (fig. 1595 b) in dal 
valore 1s in ec. Questi sforzi S,, Sa, 7 sono analoghi a quelli delle volte sottili. 

e) Abbiamo supposto in a) che agiscano soltanto dei carichi P nei piani 
verticali per gli spigoli, mentre in realtà i carichi, costituiti principalmente dal 
peso proprio e dalla neve, agiscono sulle lastre. Perciò occorre valutare i carichi 
P da sostituire a questi carichi reali. Inoltre le varie lastre non sono curve, bensì 
piane. Perciò non è possibile che il carico agente su di esse sia equilibrato dagli 
sforzi S,, Sa; 7, come accadeva nelle volte cilindriche. Quindi ogni lastra si com- 
porta come una soletta inflessa di portata &,, e le varie solette sono solidali tra 
loro in corrispondenza degli spigoli. 

Per un calcolo approssimato, si può isolare una successione di strisce di lar 
ghezza Ax = 1 (appartenenti alle varie lastre e ottenute mediante due sezioni 
rette distanti Ax = 1), e considerarla come una trave continua (ad asse spezzato) 
avente gli appoggi in corrispondenza degli spigoli. Rettificata questa trave con- 
tinua, se ne calcolano i momenti sugli appoggi, il diagramma del momento flet- 
tente M e le reazioni degli appoggi. Queste reazioni, cambiate di verso, sono i 
sarichi P cercati (9°). 

}) Gli sforzi che si sono così ottenuti corrispondono a quelli di membrana 
delle volte a botte. In un secondo tempo si dovrebbe studiare un secondo regime 
dovuto alle forze agenti ai bordi, capaci di soddisfare le condizioni ai bordi stessi 
(analogamente a ciò che si è fatto nel n. 744) (*). 


(**) Una valutazione più esatta di queste reazioni, ossia dei carichi P, richiede che si tenga 
conto dei cedimenti degli appoggi di tale trave continua, dovuti alla deformazione delle varie 
lastre. Per questo calcolo, abbastanza laborioso, si rimanda al Cap. VIII, $ 2, del volume già cl» 
tato (nota 45) di W. FLiccE. 

Anche nella valutazione dei momenti M si dovrebbe tener conto dei cedimenti degli appoggi. 

(*°) Si veda il Cap. VIII, $ 2, del volume già citato (nota 45) di W. FLUÙGGE. 
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Esercizio 1560. — Studiare la copertura rappresentata nella fig. 1597 a), sog- 
getta al peso proprio. Le quattro lastre inclinate sono larghe = 2,73 m. Le loro 
inclinazioni sono di 15° e di 30°, Le lastre verticali sono larghe %4 = 1,00 m. Lo 
spessore di tutte le lastre è s = 10 cm. La lunghezza è 27= 20 m. 

Soluzione. Il peso proprio è g = 250 kg/mq. 

Nella trave continua della fig. 1597 b), ottenuta rettificando una striscia 
O'B'ABC di larghezza Ae =1, si ha 
gh = 250 - 2,73= 682,5 kg; e quindi lo 
reazioni R degli appoggi, ossia i carichi 
P, valgono (n. 248 5) 


3 26 
x he Pi = 53 982,5= 633 kg/m 
32 
P,= 53 682,6=779 » 


P,= 33 682,5=208 >». 
Il diagramma che dà le componenti 
q che inflettono le lastre-travi 1 e 2 è 
quello della fig. 1597 c) (9); i risultati, 
controllati analiticamente, sono gq,1= 
= — 1380 kg/m, g, = 2910 kg/m. La 
lastra-travo 3 è soggetta a P, e al 
Fig. 1597. proprio peso, ossia a ga = 268+ 250 = 
= 520 kg/m. 
Lo sforzo di taglio T alle estremità delle tre travi risulta T= ql, ossia 


T,=—13800 kg, T1=4+ 29100 kg, T,=+5200 kg. 


Sostituendo T,, T,, T nelle (1422) e riducendo, si ottengono le due equa. 
zioni (1 è nullo lungo gli spigoli a e d) 


4T,+ T, = 16813 
Ty+ 7,467, = 74566; 


da cui, risolvendo, T, = 1764 kg/m, T, = 9759 kg/m, e quindi 7, = 1,76 kg/emq, 
Ts = 9,76 kg/cmq. 

In mezzaria (2 = 0) degli spigoli d e c, le somme RP, ed R, degli sforzi T,e 
T, risultano 


R, = 1764-10/2 = 8820 kg, E, = 9759 - 10/2 = 48795 kg. 
In mezzaria delle travi 1, 2, 3 i momenti M = g(27)?/8 valgono 
M,=— 69000 kgm, —M,=4 145500 kgm, —My=4 26000 kgm, 


(*) Il segmento Îs risulta maggiore di rl; per cui la forza gi che infette la trave 1 è incli- 
nata verso l’alto (ossia è negativa). 
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Quindi le tensioni 0, in mezzaria (x = 0) delle travi 1, 2, 3 risultano (1421) 


au 03 ai cenci 
di = 6 — TRI, = — 68,5 3» 
ca SO 30 IE ang 
cur IO a ite i ia 


2600000 _ 9 48795 
10 - 100? 10 - 100 


Infine, si devono calcolare i momenti flettenti M in direzione normale a 2. 
Calcoliamo soltanto i momenti sugli appoggi A e B (fig. 1597 b), che risultano 
(n. 2486) M,=—133 kgm/m, M,=— 200 kgm/m. 


Ora = 8 =+58,4 » >» 


748. Volte a doppia curvatura. 


a) La rigidezza a flessione delle lastre a curvatura semplice, come 
le volte a botte, è molto grande nella direzione longitudinale, in virtù 
del momento d’inerzia elevato delle sezioni rette, ma è piccolissima 
nella direzione trasversale, specie se lo spessore è evanescente; per cui lo 
variazioni della curvatura delle direttrici sono ostacolate soltanto dalla pre- 
senza dei timpani, che non devono quindi essere molto distanti tra loro. 
Ed è naturale che sia così, perchè queste superficie non hanno una forma 
propria, essendo sviluppabili in un piano, dal quale si possono pensare 
provenienti. Le lastre a doppia curvatura sono invece rigidissime in tutte 
le direzioni, perchè hanno una forma propria immutabile (nn. 658 d, 710 d), 
ossia non si possono sviluppare in un piano o trasformare in un’altra su- 
perficie. Il tipo più semplice è la lastra di rivoluzione, ad es. la lastra 
sferica (non la conica e la cilindrica, che sono a curvatura semplice). 

La grande rigidezza conferisce a queste strutture una resistenza ele- 
vata, nei riguardi sia degli sforzi interni, che sono modesti perchè col 
loro gioco spaziale sono meglio in grado di equilibrare i carichi esterni, 
sia dei fenomeni d’instabilità, che sono tanto meno probabili quanto 
minore è la deformabilità. Inoltre anche i disturbi dovuti ai bordi sono 
poco importanti, perchè si smorzano più rapidamente che nelle volte a 
botte, essendo il comportamento prossimo a quello delle lastre di rivo- 
luzione. Per questi motivi sono possibili spessori veramente esigui. 

b) Volte di traslazione. Differiscono dalle volte a botte per avere le gene- 
ratrici curvilinee anzichè rettilinee. Come nelle volte a botte si potrebbe pen- 
sare che le rette longitudinali fossero le direttrici anzichè le generatrici, lungo le 
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quali si spostano le curve trasversali che perciò si considerano come generatrici 
anzichè come direttrici; così nelle volte di traslazione le curve longitudinali a 
(fig. 1598 a) sono le direttrici, e le curve trasversali è sono le generatrici che si 
spostano parallelamente a loro stesse lungo le a, oppure viceversa. Le figg. 1598 b, c) 
mostrano le due fronti della volta. 

In questo caso i timpani sono quattro. Essi sostituiscono il prolungamento 
della superficie, e sostengono la volta funzionando come quattro travi, che ne 
trasmettono il peso ai quattro pilastri d’angolo. 

Il calcolo di queste volte, pur considerandole come membrane, è molto più 
complesso di quello delle volte cilindriche, perchè le equazioni differenziali di 
equilibrio sono e rimangono effettivamente alle derivate parziali (*). 


LA = 


DD) 


©) 
Fig. 1598. Fig. 1599. 


c) Cupole a pianta quadrata. Sono costituite da una cupola generalmente 
sferica, ribassata, limitata da quattro piani verticali (fig. 1599 a), in corrispon» 
denza dei quali si dispongono i timpani, come nelle volte di traslazione. Differie 
scono da queste soltanto perchè la superficie è di rivoluzione; e la somiglianza 
aumenta quando la pianta è rettangolare anzichè quadrata. 

Rispetto alle cupole a contorno circolare, hanno il vantaggio di coprire ame 
bienti quadrati (o rettangolari). Il regime statico è tanto più prossimo a quello 
di membrana della cupola sferica, e quindi tanto più favorevole, quanto meno i 
timpani disturbano la deformazione che si avrebbe in questa (*). Spesso i time 
pani non sono pieni, ma sono costituiti da archi molto rigidi. 

d) Cupole a pianta poligonale. Quando l’ambiente da coprire ha la forma 
di un poligono regolare, si limita la cupola con tanti piani verticali quanti sono 
i lati del poligono (fig. 1599 b). Questi possono essere sei 0 otto; se il numero è 
maggiore, i timpani risultano troppo bassi. 


749. Coperture costituite da parti di volte cilindriche. 


Se pensiamo di praticare due tagli diagonali in una 
volta a botte (fig. 1600), otteniamo quattro elementi, che 
sono due spicchi cilindrici s e due unghie cilindriche w. 
Tali elementi fanno parte di diversi tipi di volte. Fig. 1600, 


(*) Si veda ad es. fl volume di W. FLicGE (nota 45), Cap. IV. 
(35) Si può ridurre o anche annullare la deformazione elastica che i timpani subiscono all’atto 
del disarmo, mediante un’opportuna precompressione di questi (Cap. XXXI) (cfr. la nota 49). 
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a) Cupole a spicchi. Sono costituite da un certo numero di spicchi cilindrici, 
di solito da quattro a otto (fig. 1601). Spesso lungo le linee d’intersezione si di- 
spongono degli archi o costoloni. Comunemente gli spicchi non sono prolungati 
fino ad avere in sommità la tangente orizzontale, per cui la cupola risulta a cu- 
spide. Talvolta nel vertice si apre un lucernario. 

Ogni spicchio funziona in parte come un arco e in parte come una volta- 
trave (o volta a botte) che scarica i pesi sui costoloni. Il calcolo degli sforzi in 
regime di membrana è analogo, in ogni spicchio, a quello delle volte a botte; 
inoltre esistono le azioni mutue fra i vari spicchi (9°). 


Fig. 1001. Fig. 1602. Fig. 1603. 


b) Volte a padiglione. Sono costituite da un certo numero di spicchi, di so- 
lito quattro, a tangente orizzontale in sommità; per cui la volta non è a cuspide 
(fig. 1602 a). Se la pianta è rettangolare, si usa di solito una volta a botte chiusa 
alle estremità da due spicchi cilindrici (fig. 1602 b). 

e) Volte a crociera. Sono costituite da un certo numero, di solito quattro 
o sei, di unghie cilindriche (fig. 1603 a). Tal. 


volta le unghie sono inclinate in modo che il 
centro della copertura sia più alto del con- 
torno (fig. 1603 Db). a) Î 


750. Coperture varie. 


Indichiamo alcune delle molte forme di 

coperture laminari che sono entrate nell’uso. c) 
a) Coperture conoidali. La loro superficie 

media è un conoide, generato da una retta che d 
si muove parallelamente a un piano verticale, 
appoggiandosi a una retta orizzontale e a 
una curva (fig. 1604 a), oppure a una retta 
orizzontale e a una spezzata (fig. 1604b). Si 
usano per coprire edifici (fig. 1604 c) o come Fig. 1604, 


() Si vedano il capitolo di F. DISCHINGER (nota 85), parte A, IV, 4, e il volume di W. FLiceE 
citato della nota 45, Cap. III, $ 3. 
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pensiline (fig. 1604 d); in quest’ultimo caso la sezione retta ha il momento d’inerzia 
crescente verso l’incastro. 

b) Volte ondulate. Differiscono dalle volte a botte per avere la sezione lon- 
gitudinale ondulata anzichè rettilinea (fig. 1605) (ogni ele- 
mento è costituito da due superficie coniche). In tal modo 
risulta molto aumentata la rigidezza trasversale. Tuttavia 
la trasmissione degli sforzi longitudinali 8, non è più così 
semplice come nelle volte cilindriche; inoltre si hanno dei 
momenti flettenti longitudinali considerevoli, sopra tutto 
in prossimità dell’unione delle varie strisce trasversali. 

0) Si hanno anche esempi di coperture ad abside, co- 
stituite da una mezza 
cupola, cioè dalla quar- 
ta parte di una sfera 
(fig. 1606 a), oppure da 
una quarta parte di un 
ellissoide di rivoluzio- 
ne ribassato, per ave- 
re minore altezza (fi- 
Fig. 1605. gura 1606 b). 


751. Cenni costruttivi. 


Oltre alla rilevante economia che si realizza con l’impiego delle volte 
sottili in virtù del piccolo spessore e quindi del modesto volume di cal- 
cestruzzo, sono possibili ulteriori notevoli economie nella costruzione del 
ponteggio e delle centine necessari durante la costruzione. Anzitutto il 
peso non grande della volta consente di usare ponteggi leggeri. Inoltre si 
può evitare di costruire queste opere provvisorie estese all’intera superficie 
della volta, impiegando ponteggi scorrevoli limitati a una sola striscia: se 
la volta è cilindrica, si fanno scorrere man mano sopra un piano oriz- 
zontale, dopo averli leggermente abbassati; se la volta è di traslazione 
(n. 748 b), si fanno scorrere su guide sagomate. Quando nella costruzione 
esistano già le rotaie di una futura gru a ponte, si risparmia il ponteggio 
e si costruisce la sola centina, parziale, che si appoggia e si fa scorrere 
sulle rotaie della gru. 

Il sistema Zeiss-Dywidag (°*) elimina anche il ponteggio. Si usano due 
metodi, la cui scelta dipende dal tipo e dalle dimensioni della volta. Nel 
caso delle cupole sferiche non molto vaste (ad es. dei planetari), si co- 
struisce un’ossatura della cupola costituita da un leggero reticolato me- 
tallico a maglie triangolari di circa 60 cm di lato, destinato a rimanere 
annegato nel getto (1° metodo). Le sei aste concorrenti nei nodi sono 
collegate mediante un morsetto a sei alloggiamenti. Al reticolato si fissano, 


(**) F. DISCHINGER, luogo citato nella nota 85, pagg. 294 e seguenti. 


Eee” 
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sopra e sotto, due strati di ferri ad es. di 5 mm, disposti secondo i paral- 
leli e i meridiani. Le casseforme parziali a zone mobili, disposte sotto il 
reticolato, sono sostenute da questo mediante fili metallici. Il getto procede 
per anelli alti circa un metro, a partire dal basso. Gli anelli già gettati 
e induriti irrigidiscono man mano la struttura e la rendono atta a sop- 
portare il peso crescente. Lo stesso sistema si presta anche per altri tipi 
di volte a doppia curvatura. Nel caso delle volte a botte, o di volte di 
grandi dimensioni, non avendo il reticolato suddetto la rigidezza neces- 
saria, si usano centine ricuperabili (2° metodo), costituite da due retico- 
lati concentrici collegati tra loro nei nodi, e su queste centine, parziali 
e scorrevoli, si dispone il manto di tavole sul quale si fa il getto. 

L’armatura metallica principale è quella che risulta dal calcolo e 
destinata a sopportare gli sforzi di trazione. A essa si associa di solito 
una seconda armatura incrociata. Nelle volte sferiche i ferri si dispongono 
secondo i paralleli e i meridiani. Nelle volte cilindriche e in quelle a doppia 
curvatura i ferri si possono disporre secondo le linee isostatiche (n. 740 b, c), 
oppure a 45° rispetto alle generatrici e alle direttrici. È preferibile usare 
molti ferri di piccolo diametro, perchè il ferro risulta più diffuso, ed è 
possibile inoltre disporlo in due strati prossimi alle due facce della volta, 
atti a sopportare anche i momenti flettenti. 

Il calcestruzzo dev'essere di giusta consistenza, cioè non troppo asciutto 
perchè difficilmente risulterebbe compatto, non consentendo le centine leg- 
gere un efficace costipamento, nè troppo fluido perchè sarebbe difficile 
gettarlo secondo superficie fortemente inclinate. Per diminuire questa 
difficoltà si procede per strisce orizzontali cominciando dal basso e si 
aspetta che la striscia precedente sia rassodata. 

Talvolta si usano elementi prefabbricati, che consentono l’impiego di 
centinature discontinue. Si devono però usare speciali cure per rendere 
solidali tra loro i vari elementi, mediante cordoli di buon calcestruzzo e 
assicurando la continuità dei ferri, perchè il perfetto monolitismo è più 
necessario che in ogni altra struttura per rendere possibile il regime spa- 
ziale dei vari sforzi (n. 736 c). 

Nel caso di coperture di grandi dimensioni costituite da più volte, 
si devono creare i necessari giunti di dilatazione. 

L'illuminazione dell’interno si effettua mediante grandi lucernari pra- 
ticati nei timpani, oppure nella stessa superficie della volta. In quest’ul- 
timo caso però è necessario rinforzare e armare in modo adeguato il con- 
torno delle aperture vetrate, per far fronte alle forti concentrazioni degli 
sforzi (n. 600) che si manifestano in prossimità di tali aperture. 

Mentre le cupole si coprono di solito con lastre di rame o di piombo, 
le volte sottili si coprono con tegole marsigliesi quando la pendenza non 
è troppo forte, oppure con piccole lastre di eternit embricate e fissate a 
ferri sporgenti dal getto della volta, e in qualche caso con asfalto. 
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come lastre, si trova nel Cap. VIII del volume di W. FLiGce, e nella parte quinta 
del volume di K. GIRKMANN. 

Le volte di traslazione sono trattate nel Cap. IV del volume di W. Friacg; 
le cupole a splcchi nello stesso volume, Cap. III $ 3, e nel capitolo di F. DIscHIN- 
GER, A, IV, 4. 

Per lo studio delle coperture conoidali si può vedere il Cap. IX del volume 
di L. ISSENMANN PrcarsxI: Calcul des voiles minces en béton arm$, Parigi, Dunod, 
1935; e per lo studio delle solette o rampe elicoidali si può vedere l’articolo di 
R. Marcor: Les voiles minces, «Travaux», dicembre 1948. Interessanti sono 
anche i lavori di D. Toma: Spannungen in diinnen eylindrischen Gefàsswinden, 
in «Beitrige zur techn. Msch.», Barlino, Springer, 1924, pag. 42; e di 
G. Turazza: Sul calcolo dei ponti-tubo ad arco circolare, «Giornale del Genio 
Civile», 1945, fasc. 39. 7 

Numerosi esempi di volte costruite si trovano nel capitolo di F. DIscHINGER, 
A, V, 3; B, IV; alcini nel «volume di L. ISSENMANN PILARSKI. 

Ampie notizie bibliografiche si trovano nei volumi di W. FLùacr, K. GrRK- 
MANN, S. TIMosHENKO. 
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A) CONSIDERAZIONI VARIE. 


753. Generalità (1). 


a) Come finora abbiamo visto, la Scienza delle costruzioni classica 
è fondata sull’ipotesi che i materiali siano perfettamente elastici: cioè 
che non abbiano deformazioni permanenti e che si deformino secondo la 
legge di Hooke. È questa legge che rende possibile una teoria semplice 
e agile, e che consente lo studio di casi anche complessi (*). Senza di essa 
la teoria sarebbe estremamente ardua e laboriosa (*), e si presterebbe 
soltanto allo studio di pochi casi fra i più semplici. È quindi necessario 
ammettere la validità della legge di Hooke, anche per quei materiali 
(come il calcestruzzo, la ghisa, il legno, ecc.) che si scostano sensibilmente 
da essa; ciò che tuttavia corrisponde abbastanza bene alla realtà, finchè 
le deformazioni sono molto piccole. 

Ricordiamo brevemente i motivi che rendono necessaria la conside- 
razione delle deformazioni. Fino dal n. 4 riconoscemmo che la ricerca 
delle reazioni dei vincoli, fatta usando soltanto le condizioni di equilibrio 
fra carichi e reazioni, e facendo astrazione dalle deformazioni, appare 
spesso come indeterminata (nelle strutture iperstatiche e quindi stati- 
camente indeterminate; nn. 4c, 48), e talvolta come impossibile (nelle 
strutture singolari, che però è bene evitare; nn. 4b, 58, 61, 65); e che 
la soluzione diventa possibile e determinata se si tiene conto della defor- 


() O. BeLLUZZI: Gli aspetti pratici della teoria della plasticità che più interessano l'ingegnere 
civile, « Ingegneri - Architetti - Costruttori », Bologna, 1954, n. 12. 

(*) Fra le molte conseguenze della legge di Hooke, le più importanti sono il principio della 
sovrapposizione degli effetti, del quale sono ovvie l’utilità e la fecondità, e il teorema di Max- 
well, che consente grandi semplificazioni nello studio di molti problemi (ricordiamo ad es. il 
Cap. XVIII, 4). 

(®) Se la deformazione avvenisse secondo una legge diversa da quella lineare e omogenea 
e= {(c)= co, ossia di proporzionalità (legge di Hooke), ad es. secondo una legge e = {(c) = co* 
con a = 1, cadrebbe tutta la teoria svolta fino qui, perchè non varrebbe il principio della so- 
vrapposizione degli effetti. Infatti, ad es. per a= 2 si avrebbe e = co?, e quindi per c = 61 + c2 
sarebbe e= c(01-+ 07) = coî + cof + 200,0, + coî + cof = e + ea; ossia la e dovuta a c = 01 + cq 
non sarebbe la somma della e, dovuta a c e della e, dovuta a c3. Lo stesso accadrebbe se la legge 
fosse lineare ma non omogenea: e = f(c) = co + d. 
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mazione della struttura e s'impone la condizione del rispetto dei vincoli, 

Invece nello studio delle strutture isostatiche e non singolari, le rea- 
zioni risultano determinate dalle sole condizioni di equilibrio; per cui 
si può fare astrazione dalle deformazioni, cioè si possono considerare 
i materiali come rigidi, perchè se esse non sono grandi al punto da modi- 
ficare notevolmente le posizioni relative dei carichi e dei vincoli, non 
hanno influenza sensibile sui valori delle reazioni. Tuttavia anche in 
queste strutture diventa necessaria la considerazione delle deformazioni 
quando, dopo che si sono calcolate le reazioni e le sollecitazioni, si vo- 
gliono calcolare le tensioni (perchè anche queste sono staticamente inde- 
terminate; nn. 104, 125, 142). 

Pertanto spesso si deve considerare e calcolare la deformazione delle 
strutture, ciò che fin qui si è fatto supponendo i materiali perfettamente 
elastici e quindi ritenendo valida la legge di Hooke e tutte le sue conse- 
guenze. Questa ipotesi è resa attendibile dal fatto che, nella situazione 
di esercizio, l’usuale condizione di resistenza o <% assicura che si ha a 
maggior ragione o < 0, €.0<0,, perchè il carico di sicurezza % non solo 
è minore della tensione di rottura o,, ma è minore anche delle tensioni 0, 
al limite di proporzionalità e o, al limite di elasticità. E pertanto la Scien- 
za delle costruzioni classica è da considerare come una teoria limite, 
soggetta appunto alle limitazioni imposte dal verificarsi dell’ipotesi che 
le deformazioni siano perfettamente elastiche. 

b) Nonostante le ragioni suddette, l’ipotesi che i materiali si com- 
portino come perfettamente elastici e le conseguenze di questa ipotesi 
non sono in grado di dare ragione di certi comportamenti delle strutture 
e di far prevedere certi possibili miglioramenti del loro regime statico, 
nè di giustificare le tensioni residue che possono permanere dopo la sop- 
pressione dei carichi nè, sopratutto, di fornire il valore dell’effettivo coef- 
ficiente di sicurezza esterno (n. 781). Sorge così la necessità di un passo 
ulteriore, consistente nella considerazione di possibili deformazioni non 
elastiche e nello studio delle loro conseguenze. 

Infatti le deformazioni, anche se molto piccole, sono sempre costituite 
da una parte elastica, che scompare quando cessa l’azione delle forze 
esterne, e da una parte anelastica (o plastica, o permanente), che permane 
anche dopo. Quest'ultima parte, di solito, è molto minore della defor- 
mazione totale, e può essere trascurabile; ma può diventare considere- 
vole, e spesso preponderante, quando si superi il limite di elasticità. 
Anche lo scostamento dalla legge di Hooke può diventare notevole 
quando si superi il limite di proporzionalità (*). 


(*) Si raggiunge il limite di elasticità quando cominciano a essere sensibili le deformazioni 
permanenti. Naturalmente il suo valore non può essere esattamente definito, perchè dipende 
dalla tolleranza con la quale le deformazioni permanenti si considerano ancora trascurabili. Si 
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Ora non è detto che questi limiti non possano essere raggiunti ed ol- 
trapassati nelle usuali costruzioni, se non altro in seguito a fatti imprevi» 
sti (©). Ciò che può accadere ad es. quando i carichi massimi vengano 
accidentalmente superati, o quando avvengano cedimenti notevoli dei 
vincoli, o in altri casi analoghi. Inoltre, alle deformazioni permanenti si 
può giungere anche dopo molto tempo che la struttura è costruita e 
caricata, per effetto delle deformazioni di rilassamento (dette anche vi- 
scose), che crescono nel tempo sotto carico costante. 

In tali casi è necessario poter studiare il nuovo comportamento delle 
strutture e valutare la nuova situazione in cui esse vengono a trovarsi 
quando si superino i limiti suddetti. 

Tanto più che per questa via si può giungere in molti casi a valutare 
il coefficiente di sicurezza esterno (n. 14) rispetto alla rottura; ciò che 
costituisce uno degli scopi più importanti della Scienza delle costruzioni. 

c) In generale, quando avvengono deformazioni non elastiche, 
il regime statico provocato da forze date risulta diverso da quello che si 
avrebbe se le deformazioni fossero elastiche. Si modifica soltanto la di- 
stribuzione delle tensioni, se la struttura è isostatica; si modificano an- 
che i valori delle reazioni dei vincoli, e quindi la distribuzione delle 
sollecitazioni nella struttura, se questa è iperstatica. 

Infatti sappiamo che, nelle questioni staticamente indeterminate, 
fra le infinite soluzioni equilibrate si verifica quella, e soltanto quella, che 
è anche congruente; cioè quella che fa deformare la struttura in modo 
da rispettare i vincoli. Però la soluzione congruente è unica purchè la 
deformazione avvenga secondo una legge determinata, ad es. secondo 
la legge di Hooke. Se invece avvengono deformazioni non elastiche, cioè 
se il materiale si deforma in altri modi, seguendo leggi diverse da quella 
di Hooke fin qui considerata, è naturale che a parità di carichi cambino 
i valori delle reazioni, e quindi delle sollecitazioni, capaci di ricondurre 
ancora la nuova deformazione al rispetto dei vincoli, cioè alla congruenza; 
per cui cambia l’intero regime statico. Per conseguenza, variando la legge 
della deformazione, la soluzione non è più unica, bensì diventano di volta 
in volta (cioè secondo l’entità delle deformazioni non elastiche) possibili, 
e si verificano, tutte le altre soluzioni equilibrate, che sono ancora con- 


raggiunge invece il limite di proporzionalità, e cessa perciò di valere la legge di Hooke, quane 
do la legge e == f(c) comincia a scostarsi in modo sensibile da quella di proporzionalità e == co, 
Anche questo limite dipende dalla tolleranza che si ammette per tale scostamento. 

I due limiti di elasticità e di proporzionalità sono indipendenti tra loro, perchè riguardano 
due fatti distinti. Tuttavia nella maggior parte dei materiali da costruzione si può ammettere 
che vengano raggiunti contemporaneamente, cioè che siano coincidenti; per cui si può ritenere 
che sia c,= 0,. Ciò significa che quando le deformazioni permanenti non sono più trascurabili, 
cessa anche di valere la legge di Hooke, e viceversa. Si veda in proposito il n. 755. 

(5) Inoltre è facile superare tali limiti specie quando si tratti di materiali aventi i limiti stessi 
molto bassi e incerti (ghisa, calcestruzzo, legno, ecc.). 
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gruenti, ma in maniera diversa (*). E può benissimo accadere che fra 
queste nuove situazioni ne esista qualcuna più conveniente, cioò meno 
gravosa della soluzione data dalla teoria elastica. 

Un altro fatto importante è il persistere di tensioni residue o autoten- 
sioni nella struttura anche dopo la soppressione delle forze esterne, quando 
la deformazione abbia superato il limite di elasticità, cioè quando siano 
avvenute delle deformazioni permanenti in alcune parti della struttura; 
perchè queste possono ostacolare il ritorno alla situazione di riposo di 
quelle parti che sono ancora elastiche. 

Si deve dunque concludere che il regime statico delle strutture può 
modificarsi, e talvolta anche profondamente, sia per effetto dello scosta- 
mento dalla legge di Hooke, sia per il sopraggiungere di deformazioni 
permanenti e dei conseguenti stati di autotensioni. 

Lo studio della statica delle strutture secondo l'estensione suddetta 
costituisce, fra i molteplici aspetti e scopi della teoria della plasticità, 
il lato che più interessa l’ingegnere civile. In questo studio non è possibile, 
di solito, tener conto della legge effettiva e = {(0), sia per la sua comples- 
sità, sia perchè essa è diversa per i vari materiali. Quindi è quasi sempre 
necessario schematizzare tale legge in modo da rendere abbastanza sem- 
plice l’indagine e da non scostarsi troppo dal comportamento medio dei 
materiali più usati. E pertanto anche i risultati della teoria della plasti- 
cità sono soggetti alle limitazioni imposte dal verificarsi della legge e = /(0) 
che si adotta; ciò che rende la soluzione dei problemi tutt’altro che 
generale. 

d) La teoria della plasticità è ancora lontana da una sistemazione 
sicura e da un inquadramento definitivo. Gli studiosi che se ne occupano 
seguono concetti e vie diversi, e perseguono scopi assai disparati. Del 
resto anche i problemi che attendono la loro soluzione dalla teoria della 
plasticità sono molteplici, e interessano campi diversi dell’ingegneria e 
della fisica. 

Uno di questi problemi, il più importante per noi, è costituito dallo 
studio del comportamento delle strutture in regime plastico. I principali 
aspetti di esso sono: 1°) la ricerca della distribuzione delle tensioni nelle 


(*) In altri termini, tornano a diventare possibili tutte le soluzioni equilibrate, e si verifica 
l’una o l’altra dipendentemente dal tipo della legge e = f(c), dall’entità del suo scostamento 
dalla legge di Hooke e dai valori raggiunti dalle tensioni. 

La possibilità di situazioni equilibrate e congruenti diverse tra loro (al variare della legge di 
deformazione) esiste soltanto e in tutte le questioni staticamente indeterminate, cioè che ammettono 
Infinite soluzioni per ciò che riguarda il solo equilibrio. Perciò è naturale che la soluzione dipenda 
dalla legge secondo la quale avvengono le deformazioni, non solo quando si tratta di determinare 
le reazioni dei vincoli nelle strutture iperstatiche, ma anche quando si tratta di determinare 
le tensioni in una sezione (n. 753 a), perchè anche tale questione è staticamente indeterminata 
(cioè sono possibili infinite distribuzioni di tensioni nella sezione, capaci di equilibrare le forze 
esterne che precedono la sezione; nn. 104, 125, 142). 
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sezioni delle travi soggette alle varie sollecitazioni; 2°) il calcolo delle 
deformazioni delle travi in regime plastico; 3°) la ricerca delle reazioni 
dei vincoli nelle strutture iperstatiche (e quindi dell’intero regime statico), 
degli eventuali benefici recati dalle deformazioni plastiche, e della possi- 
bilità di disciplinare l’intervento di queste; 4°) la determinazione di quei 
particolari stati di tensioni residue o autotensioni e delle deformazioni 
che rimangono quando si sopprimono i carichi, nelle strutture che hanno 
subìto deformazioni plastiche; 5°) lo studio delle tensioni in vari casi 
pratici (tubi grossi, dischi rotanti, lamiere forate, ecc.); 69) l’impostazione 
di una base teorica generale, con teoremi analoghi a quelli del potenziale 
elastico; 7°) lo studio delle possibili alterazioni del regime statico nel 
tempo, per effetto di deformazioni di rilassamento; 8°) i tentativi di spie- 
gare mediante la plasticità il comportamento apparentemente anormale 
di certe costruzioni; 9°) una teoria matematica della plasticità (parallela 
a quella della elasticità), con fini prevalentemente speculativi; 10°) le 
indagini sperimentali che devono costituire la base fisica della teoria; 
11°) la ricerca delle condizioni per il raggiungimento delle deforma- 
zioni plastiche nel caso delle sollecitazioni composte, e dei conseguenti 
criteri di sicurezza nei riguardi delle deformazioni plastiche; 129) la de- 
terminazione del vero coefficiente di sicurezza di una costruzione rispetto 
alla rottura. 

Altri problemi sono, ad es., l'applicazione della teoria della plasticità 
allo studio delle varie lavorazioni dei metalli a freddo o a caldo (che inte- 
ressa le tecnologie meccaniche); l'applicazione allo studio della orogenesi 
e dei contorcimenti degli strati rocciosi (che interessa la geologia). 

Inoltre i vari studiosi assumono nelle loro ricerche leggi schematizzate 
e= {(0) diverse; invece alcuni non si preoccupano di tale legge, lascian- 
dola indeterminata, e mirano a stabilire delle basi del tutto generali. 

e) Per questi vari motivi è assai difficile esporre una teoria della 
plasticità, sia pure sommaria, che contemperi le diverse concezioni e 
tratti i diversi problemi tecnici. Dovremo perciò limitarci a esaminare 
i principali aspetti pratici che interessano l’ingegnere civile. E in questo 
indirizzo è non di rado preferibile affrontare lo studio dei singoli casi 
facendo di volta in volta appello al buon senso e all’intuizione, e ricorrendo 
all'impostazione diretta e ragionata, piuttosto che fare ricorso a teoremi 
generali che spesso illuminano ben poco l’essenza fisica del caso che si 
studia. Un tale procedimento, che è coerente con tutta l’impostazione 
di quest’opera, contribuisce non poco a sviluppare il senso statico e critico 
dell’ingegnere, e sopra tutto a far comprendere la vera essenza dei vari 
problemi. 
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754. La legge tensioni-deformazioni. 


a) La legge secondo la quale la dilatazione e varia al variare della 
tensione o si determina di solito assoggettando alla sollecitazione più 
semplice possibile, cioò a trazione o a compressione, una provetta pri- 
smatica del materiale che si studia. Tale legge è notevolmente diversa per 
i vari materiali, che 
a questo proposito si 
possono dividere in 
duttili e fragili, distin- 
ti principalmente dal 
verificarsi o meno del 


9s 
CA fenomeno dello sner- 


vamento. 

Nei materiali dut- 
tili (fig. 1607 a) la & 
cresce proporzional- 
mente alla o fino a 
un certo valore c,, che è il limite di proporzionalità. Poi cresce un 
po’ più rapidamente della o fino allo snervamento, cui corrispondono 
i valori 0,, e,. Il fenomeno dello snervamento è caratterizzato da un au- 
mento spontaneo di e, che cresce da e; a e,’ senza che occorrano aumenti 
di o; anzi nel passaggio da e; a e; la o di solito oscilla irregolarmente, 
con piccoli aumenti e diminuzioni (”), che accusano le variazioni della 
reazione opposta dalla provetta, causate dall’assestamento interno del 
materiale. Poi è necessario far crescere di nuovo la o oltre c., se si vuole 
che la e aumenti ancora oltre e;'. Questa ripresa della capacità di reagire 
si attribuisce all’inerudimento del materiale, provocato dallo snervamento. 


CARA En € 
Fig. 1607. 


() Come vedremo meglio nel Cap. XXXVII, la prova si può effettuare in due modi: 1°) ap- 
plicando direttamente un peso crescente P (fig. 1608 a); 2°) esercitando lo sforzo mediante una 
‘macchina avente un cilindro con stantuffo (fig. 1608 b), nel quale 
si pompa olio. Nel primo modo si aumenta a volontà P, men- DI 4, 
tre Al è una conseguenza di P e assume valori dipendenti dal Q& 
comportamento della provetta. Nel secondo modo si aumenta 
a volontà il volume d’olio nel cilindro, e quindi lo spostamento 
dello stantuffo, che coincide con Al della provetta 4B; mentre 
lo sforzo P, che ora è la conseguenza di Al, coincide con la 
resistenza opposta dalla provetta alla variazione della sua lun- 
ghezza, e quindi varia dipendentemente da questa resistenza 
(se la provetta reagisce poco all’allungamento, anche mandando 
nuovo olio nel cilindro la pressione, e quindi P, aumenta poco). 

Nel primo modo il passaggio da A a sh avviene rapida- 
mente, per cui non è possibile rilevare le eventuali piccole oscil- 
lazioni di c, perchè intanto P rimane immutato. Nel secondo Fig. 1608. 
modo, invece, si passa da es a es gradualmente, man mano si 
‘manda olio nel cilindro. Intanto la pressione dell’olio, indicata da un manometro, accusa le even» 
tuali variazioni della reazione P opposta dalla provetta, e quindi le eventuali oscillazioni della c. 
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In seguito si ha la fase dei grandi allungamenti, nella quale ad aumenti 
moderati di o corrispondono grandi aumenti di e. Infine si ha la rottura. 

Nei materiali fragili (fig. 1607 b) non si ha, di solito, una fase di decisa 
proporzionalità tra e e 0, bensì la # cresce fin dall’inizio un po’ più rapi- 
damente della o (cioè il diagramma 0, e è curvo); e questo divario dalla 
legge di Hooke si accentua al crescere di o e di e. Manca poi il fenomeno 
dello snervamento; quindi la legge e = f(0) è pressochè continua (cioè 
priva della discontinuità rappresentata appunto dallo snervamento) fino 
alla rottura. 

b) I diagrammi 0,e non sono rappresentabili con un’espressione 
analitica semplice; inoltre sono assai diversi per i vari materiali, e talvolta 
anche per i vari campioni di uno stesso materiale. Perciò si sostituiscono 
con diagrammi opportunamente schematizzati, sì da rendere semplice 
lo studio, che si adattino (col cambiamento di pochi parametri) ai vari 
materiali più usati. (Solo nello studio di problemi molto semplici si può 
usare il diagramma 0,8 vero; es. 1566). 

Per i materiali duttili si ammette, senza sensibile errore, che la legge 
di Hooke valga fino allo snervamento 0, (con un valore di E un po’ minore 
di quello che si ha da 0 a 0,, cioè corrispondente alla congiungente Ob 
della fig. 1607 a), anzichè alla 0a); per cui si rettifica il tratto Ob. Poi 
si ritiene che o rimanga costante e uguale a o, durante la fase dello sner- 
vamento (cioè si trascurano le sue piccole oscillazioni). 

Se l’incrudimento tarda a manifestarsi, ossia per quei materiali che 
hanno e" notevolmente maggiore di e;, si ritiene illimitata la fase dello 
snervamento, nella quale o rimane uguale a 0,; per cui si assume il dia- 
gramma schematico della fig. 1609 a). Se invece la fase dello snervamento 


Fig. 1609. 


è breve, ossia per quei materiali che hanno e’ non molto maggiore di e, 
si assume il diagramma schematico della fig. 1609 b), nel quale la retta 
cd che segue e;° è molto meno inclinata del tratto 06 (modulo E, < E) (*). 


(*) L’assunzione del diagramma della fig. 1809 a) non consente di tener conto dell’ulteriore 
aumento della c al di là di cy quando e supera e3', ossia dell’ulteriore riserva di resistenza. Perciò 
in quei casi in cui non esistono cause che arrestino il crescere spontaneo di e (es. 1563 d, se- 
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Se poi la fase di snervamento è brevissima, si trascura il tratto orizzontale 
be (fig. 1609 c). 

Per i materiali fragili si può sostituire il diagramma curvilineo vero 
con una bilatera (fig. 1609 c) che si scosti poco da esso. Il vertice di questa 
si assume in un punto nel quale il diagramma vero presenti un eventuale 
sensibile gomito. Ai due tratti Ob, be corrispondono moduli E ed E; 
diversi (2, < E). 


755. Ilimiti di proporzionalità e di elasticità si possono ritenere coincidenti. 


a) Nella determinazione sperimentale del diagramma 0o,e mediante 
prove a trazione o a compressione, per la maggior parte dei materiali 
da costruzione si trova che se non si era superato il limite di validità 
della legge di Hooke, cioè se si era giunti a una o non superiore al limite 
o, di proporzionalità, quando poi si fa diminuire la o, il ritorno avviene 
secondo la stessa retta 40 dell’andata (fig. 1607 a); ossia il diagramma 
è costituito da tale retta sia durante l'aumento che durante la diminu- 
zione del carico. Per cui quando la o si annulla si ha anche e = 0, cioè 
non si ha deformazione permanente; e quindi 
la o che si era raggiunta è anche non superiore 
al limite o, di elasticità. 

Se invece la o che si era raggiunta è supe- 
riore al limite o, di proporzionalità, cioè se si 
scarica quando si era giunti in un punto come 
e oltre il tratto rettilineo (fig. 1610), il ritorno 
avviene circa secondo una retta cd, sensibil- 
mente parallela alla Oa. Per cui, quando la 
o si annulla, si ha una e,= Od residua o per- 

Fig. 1610. manente; e quindi la o che si era raggiunta è 
anche superiore al limite o, di elasticità. 

Inversamente, da quanto si è detto si deduce anche che per avere 
una &, residua, ossia per superare il limite o, di elasticità, è necessario 
superare anche il limite o, di proporzionalità. 

In altri termini, per i materiali che si comportano nel modo suddetto 
si può dire: 1°) finchè vale la legge di Hooke (e soltanto finchè vale), 
sono nulle le deformazioni permanenti; 2°) finchè sono nulle le defor- 


condo capoverso), l'impiego di questo diagramma può far ritenere prossima la rottura, mentre 
in realtà è ancora lontana. Si deve allora assumere il diagramma della fig. 1609 b), che è più 
prossimo al comportamento reale. In altri casi, invece, esistono delle cause che impediscono 
alla e di crescere spontaneamente, ossia che stabilizzano la situazione; per cui, se si prevede 
che la e non superi e4°, si può assumere il diagramma della fig. 1609 a), che consente di sem- 
plificare notevolmente lo studio. Lo stesso diagramma si assume di solito anche nello studio della 
flessione plastica (nn. 757, 758 759). 


er” 
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mazioni permanenti (e soltanto finchè sono nulle), è valida la legge di 
Hooke. 

Ciò consente di concludere che il limite di proporzionalità 0, e il limite 
di elasticità o, si raggiungono contemporaneamente, cioè sono coincidenti 
(pur essendo i due limiti concettualmente del tutto distinti e indipendenti 
tra loro, perchè riguardano due fatti diversi) (*). 

La pratica coincidenza dei due limiti è soltanto una conseguenza del 
comportamento dei materiali suddetti durante la fase di scarico, e non 
un fatto logico e inevitabile (n. 755 c) (1°). 

b) Per conseguenza, se in una struttura costituita da questi mate- 
riali si giunge a un mutamento del regime statico perchè si è superato il 
limite di proporzionalità, e quindi le deformazioni avvengono secondo 
una legge diversa da quella di Hooke, si hanno poi in generale delle ten- 
sioni residue quando si sopprimono i carichi, perchè si è anche superato il 
limite di elasticità e si sono avute delle deformazioni permanenti. 

In questi materiali i due effetti (alterazione del regime statico e tensioni 
residue) sono dunque inseparabili. Tuttavia, per ragioni d’inquadramento, 
studieremo il secondo effetto successivamente al primo (Cap. XXX, E). 

c) Non è escluso tuttavia che esistano dei materiali che nella fase di scarico 
seguono lo stesso diagramma ba0 (fig. 1610) che si ha durante quella di carico, 
anche se il punto d è nel tratto curvo (0 anche se il diagramma 0,8 è curvilineo 
fino dall'inizio). In tal caso sono nulle le deformazioni permanenti, cioè non si 
è ancora superato il limite di elasticità 0, pur avendo superato il limite di pro- 
porzionalità 0,. Ciò significa che per questi materiali l'assenza di deformazioni 
permanenti non implica la validità della legge di Hooke, mentre la validità di 
questa legge implica l'assenza di deformazioni permanenti. In tal caso i due 
limiti 0, e 0, sono dunque indipendenti tra loro, ed è certamente 0, < Ge 


756. I benefici dovuti alla plasticità. 


a) Come si è detto nel n. 753 2), le deformazioni plastiche alterano 
il regime statico conseguente a date forze esterne. Se la struttura è iso- 


() O. BeLLUZZI, lavoro citato nella nota 1. 

(*) Come si è accennato nella nota 4, la legge di Hooke s'intende valida finchè lo sco- 
stamento da essa non supera un certo valore, dipendente dalla sensibilità dei mezzi di misura 
e dalla tolleranza che si ammette. Anche le deformazioni permanenti s'intendono nulle con lo 
stesso criterio. (A rigore nessun corpo segue esattamente la legge di Hooke, nò ha deformazioni 
permanenti esattamente nulle). Quindi i due limiti 6, e c, non sono fissi, bensì sono più o 
meno ampi, dipendentemente dalla tolleranza ammessa e dalla sensibilità degli apparecchi di 
misura: in altri termini, sono dei limiti convenzionali. 

Se si ammette che la legge di Hooke sia valida fino allo snervamento (n. 754 d), cioè che 
sia cog= 0, si può anche ammettere, con tolleranza circa uguale, che fino allo snervamento sia 
trascurabile la deformazione permanente (ciò che equivale a trascurare la e permanente uguale 
a Ob, che si avrebbe se lo scarico si effettuasse quando si è giunti in d; fig. 1610). Perciò, se 
si accetta la schematizzazione delle figg. 1609 a, b), si può ammettere che sia cy= 0, = — Gs 
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statica, alterano soltanto la distribuzione delle tensioni nelle sezioni; se 
è iperstatica, alterano anche le reazioni dei vincoli, e quindi l’intero 
regime. 

È facile prevedere fin d’ora che tali mutamenti sono quasi sempre 
benefici (1). Infatti, le deformazioni plastiche hanno inizio nelle parti 
che sono più affaticate, perchè in esse si raggiunge lo snervamento prima 
che nelle altre parti. Quindi, pensando valido il diagramma o-e della 
fig. 1609 a), in quelle parti le tensioni cessano di crescere anche se si 
aumentano ulteriormente i carichi. Per conseguenza, se si aumentano i 
carichi in un certo rapporto, nelle parti più affaticate le tensioni rimangono 
invariate, mentre nelle parti meno affaticate crescono in misura maggiore, 
per poter ancora rispettare l’equilibrio (in regime elastico crescerebbero 
invece dappertutto nello stesso rapporto). Il risultato è un regime com- 
plessivo meno gravoso, perchè le parti meno affaticate sono costrette a 
contribuire maggiormente, a beneficio delle parti più affaticate; quindi 
risulta una più equa distribuzione delle tensioni nelle sezioni, oppure 
delle sollecitazioni nella struttura (come dicono alcuni autori, si ha una 
emigrazione delle tensioni dalle parti più affaticate alle meno affaticate). 

b) In certi casi lo snervamento migliora il regime statico in virtù del sen- 
sibile cambiamento di forma che provoca nella struttura, anche se non sono inde- 
terminate nè la distribuzione delle tensioni nelle sezioni, nò le reazioni dei vincoli 
(es. 1567, 1572). 

c) In altri casi le deformazioni plastiche non producono alcun beneficio, 
e non fanno altro che far crescere la deformazione della struttura (es. 1578). 

Negli esercizi che seguono esamineremo alcuni esempi molto semplici 
dei diversi casi, prima di passare a uno studio più sistematico. 


Esercizio 1561. — I due fili dell’es. 56 sono lunghi 4 m e 4 m più 4 mm. 
Il peso è P= 150 kg. Calcolare gli sforzi nei due fili nell’ipotesi della validità 
illimitata della legge di Hooke. 

Soluzione. Per allungarsi di 4 mm e acquistare la lunghezza di quello più 
lungo, il filo più corto richiede lo sforzo (E = 2 - 10%g/cmq) 


2 - 105(0,4/400)0,0314= 62,8 kg. 


Il carico ulteriore 150 — 62,8= 87,2 kg si ripartisco ugualmente fra i due fili, 
cioè nella misura 87,2/2= 43,6 kg. Perciò lo sforzo nel filo più corto risulta 
P,= 62,8 + 43,6= 106,4 kg, e lo sforzo nel filo più lungo è P,= 43,6 kg (1°). 


Esercizio 1562. — Idem, essendo c,= 2500 kg/emq. Si assume il diagramma 
schematico della fig. 1609 a). 


(*1) Sono invece dannosi ad es. nel caso delle travi caricate di punta con qualche eccen- 
tricità, perchè l’avvento della deformazione plastica fa aumentare senza limite la flessione, e 
provoca il collasso. 

(**) Anche l’es. 56 si poteva studiare in questo modo più semplice e intuitivo. 
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Soluzione. a) Il filo più corto si snerva con un carico P, = 2500 - 0,0314= 
= 78,5 kg, poi si allunga senza sopportare carichi maggiori. Quindi il filo più 
lungo sopporta P,= 150 — 78,5 kg= 71,5 kg. 

La ripartizione è dunque più equa di quella trovata nell’esercizio 1561: il 
filo più lungo, cioè quello meno affaticato, contribuisce in misura maggiore, fa- 
cendo diminuire lo sforzo in quello più corto (!*). 

L’allungamento del filo più lungo risulta (A41)$= 71,5 - 400/2 + 109 - 0,0314 = 
= 0,455 em, per cui (Al), = 0,455 + 0,4= 0,855 cm. 

b) Seguiamo invece le varie fasi. Il filo più corto si allunga di 4 mm 
quando lo sforzo è di 62,8 kg (esercizio 1561). Poi il carico ulteriore si divide 
ugualmente fra i due fili, finchò P, raggiunge il valore 78,5 kg; perciò il carico 
di ciascun filo cresce di 78,5 — 62,8 = 15,7 kg, e il carico totale diventa 62,8 + 
+ 2-15,7= 94,2 kg. L’ulteriore aumento di P, ossia 150 — 94,2 = 55,8 kg, è 
sopportato dal filo più lungo, nel quale risulta P,= 15,7 + 55,8= 71,5 kg. 

c) È facile riconoscere che entrambe le o risultano minori di 0, se 
P<20,A— EAeo, essendo e, = d/l, dove ò è la differenza delle lunghezze dei 
duo fili. 


Esercizio 1568. — Idem, con diverse differenze delle due lunghezze. 

Soluzione. a) L’allungamento all’inizio dello snervamento è 41 = (2500/2 » 
+ 10°)400 = 0,5 cm. Perciò se la differenza d delle due lunghezze iniziali è di 5 mm 
anzichè di 4 mm, quando P = 78,5 kg il filo più corto si allunga di 5 mm, cioè 
acquista la lunghezza del più lungo, e si snerva, mentre quello più lungo è ancora 
inerte. Il di più, ossia 150 — 78,5 = 71,5 kg, viene sopportato dal più lungo. 
Quindi il risultato non cambia. 

b) Se d> 5 mm, cuando P = 78,5 kg il filo più corto si allunga sponta- 
neamente fino ad assumere la lunghezza di quello più lungo. Quindi la diffe- 
renza 150 — 78,5= 71,5 kg viene sopportata dal filo più lungo, come nei casi 
precedenti. 

c) Il risultato è sempre lo stesso ogni volta che la differenza dò delle due 
lunghezze è d> 0,0446 cm (!4). Se d < 0,0446 cm, nessuno dei duo fili raggiunge 
lo snervamento. 

Se invece è d= 0,03 cm, ragionando come nell’esercizio 1561 si ottiene 
P, = 77,355 kg, P,= 72,645 kg. 

d) Se P=2-78,5= 157 kg, entrambi i fili raggiungono lo snervamento, 
e risulta P, = P,= 78,5 kg (qualunque sia il valore di d). 

Se P > 157 kg, assumendo il diagramma suddetto i fili si dovrebbero rom- 
pere (15). 


(3) Si potrebbe temere che il filo più corto, pur avondo la c limitata a 2500 kg/cma, raggiun- 
gesse dilatazioni e pericolose. Ma questa » non può crescere illimitatamente, perchè l’allungamento 
è limitato dal filo più lungo, meno affaticato, la cui e è ben definita, essendo in esso 0 < cs. 

(**) Indicando con X lo sforzo necessario per allungare di è il filo più corto, affinchè questo 
possa raggiungere lo snervamento dev'essere X + (150 — X):2= 78,5 kg, da cui X= 7 kg. 
Perciò il valore minimo di > è dè = 7 - 400/2 - 10° - 0,0314 = 0,0446 cm. 

(35) In realtà esiste ancora una riserva di resistenza per la possibilità che ha la o di cre- 
scere ancora quando si giunge all’incrudimento. Perciò se si prevedono delle e notevolmente mag- 
giori di e4°, è preferibile assumere il diagramma della fig. 1609 b), che rappresenta meglio la 
realtà, 


558 CAPITOLO TRENTESIMO 
3 


Esercizio 1564. — Gli stessi dati dell’esercizio 1561. Si assume il diagramma 
schematico della fig. 1609 b), con o, = 2500 kg/cmq, E = 2 - 108 kg/emq (quindi 
es = 0,00125), e’ = 0,00180, E,= 0,5 - 10° kg/emq. 

Soluzione. Coi risultati dell’esercizio 1562, l'allungamento del filo più lungo 
sarebbe 0,4 + 0,455 = 0,855 cm, cui corrisponde £ = 0,855/400 = 0,00214 > € 
Perciò esso entra nella fase d’inerudimento. 

Indichiamo con # la dilatazione incognita raggiunta dal filo più corto. La sua 
dilatazione oltre il punto e della fig. 1609 b) è e — £{’, mentre la dilatazione to. 
tale del filo più lungo è £ — d/1. Il valore di £ è determinato dalla condizione che 
la somma degli sforzi nei due fili sia uguale a P, ossia dall’equazione 


Eg, A+ E,(e — e1)A + Ele — òN)A=P, 
da cui 
_ PIA — Ele — dj) + Exe 
Li — BFE  —* 


Sostituendo i valori numerici, risulta e = 0,002071. 
Gli sforzi nei due fili risultano P, = 82,75 kg, P,= 67,25 kg. 


Esercizio 1565. — Idem, assumendo il diagramma della fig. 1609 ce) 
Soluzione. Basta porre ej/= £= 8: nel risultato dell’esercizio 1564. Risulta 
così e = 0,001961, P, = 89,66 kg, P,= 60,34 kg. 


Esercizio 1566. — Idem, usando il vero diagramma ottenuto sperimentali 
mente (fig. 1611). 

Soluzione. a) Indicando con gli indici 1 e 2 i valori relativi al filo più corto 
e a quello più lungo, le due dilatazioni 8, ed &, devo» 
no differire di 8, = 0,4/400= 0,001. Si ha poi 
cA+0,4=P, da cui (01 + 09) :2= P/24, 

Portata in Om l’ordinata nota (014 03) :2, si 
cercano due punti 1 e 2 equidistanti da m e tali che 
la differenza dello ascisse nel diagramma sia e. Si 
ottengono così le tensioni 1 © 03, @ quindi anche 
P,= 04, P.= 034. 

b) Se le sezioni dei due fili sono diverse, si ha 

GA,+034,= P, da cui = (P_ 043): A. 


Assunto a caso il valore di 0» si calcola così 0), e si prova se a questi valori 
corrispondono nel diagramma due dilatazioni 81 ed ey differenti tra loro di ey. 


Fig. 1611. 


Esercizio 1567. — Nel caso dell’esercizio 53 determinare il valore P, di P 
necessario affinchè abbia inizio lo snervamento (19). 


(**) Non è necessario che le duc barre siano inizialmente per diritto come nell’es. 53. Gli stessi 
problemi che seguono si possono studiare anche nel caso dell’es. 52 (fig. 135 a), purchè l’angolo a 
sia abbastanza piccolo, altrimenti l’allungamento delle due barre non modifica sensibilmente 
la configurazione, ossia non ha influenza nell’equilibrio fra P e gli sforzi N. 

Anche nel caso del filo dell’es. 1571 il rapporto //l dev'essere Piccolo (nota 19). 
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Soluzione. Se 0,= 2500 kg/cmq, l’angolo a, dev'essere tale che 
ai= 20,/B=2:2500/2-10°= 0,0025, —a,=0,05, ò,=aQ=17,5 em. 
Quindi il carico P, necessario è 
P,= 2a,N,= 2a,g;A = 20,05 - 2500 - 3,14= 785 kg. 
Col carico P= 500 kg (esercizio 53) si ha soltanto o = 1883 kg/emq. 


Esercizio 1568. — Idem; agisco P= 1500 kg e si assume il diagramma della 
fig. 1609 a). 

Soluzione. a) Dev'essere ancora c=0,, e quindi N= N,= 2500 - 3,14= 
= 7850 kg (come nell’esercizio 1567). Affinchè si abbia equilibrio con P = 1500 kg, 
anzichè con P= P,= 785 kg, deve crescere l'angolo a. Questo è dato da a= 
= P/2N = 1500/2 - 7850= 0,0955, cui corrispondono d= 33,4cm, e= 0,00456 (1°), 

3) Se il comportamento fosse ancora elastico, procedendo come nell’eser- 
cizio 53 con P= 1500 kg risulterebbe a= 0,0620, d= 21,7 cm, o= 3850 kg/emq (18). 


Esercizio 1569. — Idem, assumendo il diagramma della fig. 1609 b), con 
0,= 2500 kg/emq, E= 210° kg/emqg, e;= 0,00125, #5’ = 0,00250, E, = 0,5 * 
» 10° kg/emq. 

Soluzione. Utilizzando due delle relazioni dell'esercizio 53 e l'equazione del 
tratto cd del diagramma, si hanno le tre relazioni 


N=ocA4= P/2a, e=a?/2, oc-o,=E(e— 8). 
Sostituendo le prime due nella terza, si ottiene l'equazione in a 
P/2Aa — 0,= E,(a8/2— 81°). 
Sostituendo i valori numerici, si ha 
239/a — 2500000* = 1250, 


e risolvendo per tentativi, si ottiene a= 0,0818, d = 28,6 cm. 
Infine si trova o = P/2Aa = 1500/2 - 3,14 - 0,0818 = 2920 kg/emq. 


(®*) In un caso come questo (nota 16) non si deve temere che la dilatazione e prosegua senza 
limite lungo il tratto orizzontale de del diagramma, perchè contemporaneamente aumenterebbe 
l'abbassamento è, e quindi diminuirebbero gli sforzi N che fanno equilibrio a P. Perciò la a 
scenderebbe al disotto di c,, ciò che contrasta col supposto aumentare della e. 

Perciò in questo caso può essere lecito assumere îl diagramma schematico della fig. 1609 a), 
che fa semplificare i calcoli. Tuttavia, se P cresce fino a provocare una e notevolmente maggiore 
di sh si deve tener conto della possibilità che si giunga all’incrudimento, e perciò adottare il dia- 
gramma della fig. 1609 b) (es. 1569). 

(3) In questo caso la diminuzione di o conseguente allo snervamento non è dovuta al motivo 
indicato nel n. 756 a), perchè non possono migliorare nè la distribuzione delle c nelle sezioni, es- 
sendo già la più favorevole (trazione semplice e quindi e uniforme), nè il regime delle reazioni, 
essendo la struttura isostatica. Il miglioramento è dovuto invece alla maggiore deformazione 
conseguente allo snervamento, che fa crescere l'angolo a e diminuire perciò le N capaci di equi- 
librare P (n. 756 b). Lo stesso dicasi nel caso dell’esercizio 1571. 


560 CAPITOLO TRENTESIMO 


Esercizio 1570. — Idem, usando il diagramma 0,8 reale (fig. 1611). 
Soluzione. a) Fissato un valore a di tentativo, si calcolano o = P/2Aa ed 
e= a?/2; quindi si guarda nel diagramma se al valore di o corrisponde il valore 
di e. Poi si modifica a finchè ciò accade. 
d) Nel caso dell’esercizio 1572 si procede in modo analogo. 


Esereizio 1571. — Un filo di ferro di 6 mm di diametro, lungo Ly = 302 m, 
è fissato a due punti AB a livello (figg. 154, 1612), distanti f= 300 m. Determinare 
il carico g, per unità di lunghezza in orizzontale, per il quale ha inizio lo snerva- 
mento (0, = 2500 kg/cmq). 

Soluzione. Se AL,= — HL/BA = oLy/P è l'allungamento elastico del filo (19), 
e se si pono ZL, — =, si ha L—1= + ALy. Perciò la (106) dà 


Si 


Fig. 1612. peii(+0%). 
Ottenuta la f, mediante la (103) si ricava 
q= 8cAj/l. 
Coi dati numerici si ha (Ly, 1, 4, f in m; o, E in kg/emq) 


pe + 300 (e + 2500 i = 267,47 m°, f,=16,35 m. 
Quindi si ottiene 
qu = 8 + 2500 + 0,283 + 16,35/300* = 1,028 kg/m. 


Esercizio 1572. — Idem; determinare il regime statico quando qg = 1,200 kg/m, 
assumendo il diagramma della fig. 1609 a). 
Soluzione. La (103) dà 


7= 1,200 - 300?/8 - 0,283 - 2500 = 19,08 m. 
Se si vuol conoscere il valore di e, si ha 
L_-1=8-19,08°2/3 - 300= 3,236m, L-L= 1,236 m. 
Quindi si ottiene e = 1,236/300 = 0,00409. 


Esercizio 1573, — Idem, assumendo il diagramma della fig. 1609 b). 
Soluzione. Le (103), (106) e l'equazione del tratto cd del diagramma forniscono 
la tre relazioni 


H=0cA4= ql/8f, L-1=3+eL,= 8f]31, oc-o,=E(e—e;). 


(**) In questioni di questo genere l’allungamento del filo può essere non trascurabile, perchè 
esso provoca un aumento della freccia f, e quindi una diminuzione di X e di o a parità di a. Na- 
turalmente il filo dev’essere molto teso (}/l molto piccolo), altrimenti l’aumento della } non fa di- 
minuire sensibilmente la H. 
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Sostituendo la prime due nella terza, si ottiene l’equazione in ti 


de pre ; 
s4j = AG si). 


Se g= 1,500 kg/m, c,= 2500 kg/emq, E=2-105 kg/emq, ej= 0,00125, 
e" = 0,00250, E,= 0,5 - 108 kg/emq, sostituendo si ha 


59629/f — 14,717/2= — 2081, 


e risolvendo per tentativi, si ottiene f= 18,84 cm. 
Sostituendo il valore di f nelle prime due relazioni, si trova 


8 - 18,842 2 


1,500 - 300? da deri 
— 3-300-302 302 


9= 370,283 - 18,84 = 0,0038254 


= 8165 kg/emq, Ci 


Esercizio 1574, — Idem; che carico g/ occorre per giungere a 81’? 
Soluzione. Si ha (AL) = e = 0,00250 - 302 = 0,755 m, e quindi 
L/ —1=4+es'Lo= 2,755 m. Per conseguenza si ottiene 


fy3= 3015 — 1) :8=3-300-2,755/8= 310 m,  f(/= 17,61 m; 


,» _ 8: 2500 - 0,283 - 17,61 


di 3007 = 1,107 kg/m. 


Esercizio 1575. — Risolvere l'esercizio 1571 nel caso di Ly= L 
Soluzione. a) Basta porre 7= 0, per cui si ha 


3 - 300? - 2500 
n= = 4219 nm, f,= 6,50 m; 


q,= 8 - 1500 - 0,283 - 6,50/300° = 0,409 kg/m. 


b) Nello stesso modo si risolvono anche gli esercizi 1572, 1573. 


Esercizio 1576. — Nel caso dell’esercizio 1571 calcolare il carico q occorrente 
per provocare nel filo la tensione o = 1400 kg/emq. Quindi determinare il coef.- 
ficiente di sicurezza s rispetto alla rottura, supponendo che quando questa av- 
viene si abbia 0,= 4000 kg/cmq, e = 0,100 (°°). 

Soluzione. a) Procedendo come nell’esercizio 1571, si ha 


Î210 = È 300 (e + 1400 3° i) 248,78 m, = fusoo= 15,77 m} 


Qusoo = 8 + 1400 - 0,283 - 15,77/300° = 0,555 kg/m. 


(®*) I grandi allungamenti (25 -- 30 %) che il ferro omogeneo può raggiungere sono ottenuti 
includendo nell’allungamento di un tratto lungo dieci diametri anche il forte contributo dovuto 
alla strizione, che avviene in un punto di tale tratto. Qui invece si deve considerare l’allungamento 
unitario medio dell'intero filo, che è più modesto. 
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6) Quando £= 0,100 la lunghezza L, cresce di AL, = L — Lo = 0,100 - 302= 
= 80,2 m. Quindi si ottiene 


f{2= (3/8)300(2 + 30,2) = 3622,5 m?, = 60,19 m; 
qr= 8 - 4000 - 0,283 - 60,19/3002= 6,056= — 6 kg/m. 


Perciò il coefficiente di sicurezza esterno (n. 14 e Cap. XL) (cioè il rapporto 
fra il carico g, capace di provocare la rottura e il carico attuale gisoo che provoca 
o = 1400 kg/emq) risulta 8,= 6/0,555 = 10,8. 

Se si considerasse il coefficiente di sicurezza interno, risulterebbe s;= 
= 4000/1400= 2,86. In questo caso esso non ha nessuna importanza pratica, 
perchè ciò che interessa è che il carico g può crescere di 10,8 volte prima che il 
filo si rompa (*). 

c) Se invece alla rottura si avesse o, = 4000 kg/emq, e, = 0,050, si trove- 
rebbe f, = 43,86 m, g,= 4,4 kg/m, s,= 7,9. 


Esercizio 1577. — Nel caso dell’esercizio 1572 calcolare di quanto diminuisce 
la freccia f (cioò di quando si rialza il punto di mezzo del filo) quando poi si sop- 
prime il carico g= 1,200 kg/m (?*). 

Soluzione. Qualunque sia il punto al quale si è giunti nel tratto de della 
fig. 1609 a), il ritorno avviene secondo una retta sensibilmente parallela alla retta 
Ob (n. 755 a e Cap. XXXVII); per cui la dilatazione e diminuisce di e;, e la dila- 
tazione residua permanente è e = 0,00409 — 0,00125= 0,00284. Quindi si ha 


f* = (3/8)300(2 + 0,00284 - 302) = 321,49 m?, {= 17,93 m. 


Se invece non fosse avvenuta una defor- 
mazione permanente, il filo avrebbe dovuto ri- 
prendere la freccia f= 15 m corrispondente alla 
differenza A=L,-—1=2m. 


Esercizio 1578. — Un filo metallico appeso 
in alto è soggetto al solo peso proprio (fig. 
1613 a). Calcolare l'allungamento. 

Soluzione. a) La deformazione avvenga se- 
condo una legge qualsiasi £ = f(0), nota. Se É 
si misura dall’estremità inferiore A e se y è 
il peso specifico del materiale, in un punto £ 
generico si ha o = N/A= yAé/A= yÉ, e per 
conseguenza e = f(yÉ). 


€ 


d) 


Fig. 1613. 


(*!) In questo caso il coefficiente esterno è molto maggiore di quello interno causa la grande 
influenza che l’aumento della } ha sulla diminuzione della H. (Se il filo non si allungasse, e quindi 
la f conservasse il valore di 15 m corrispondenti alla differenza X= Lg — 1= 2 m, cong= 6 kg/m 
si avrebbe H = 4500 kg e c= 15900 kg/cma). In altri casi i due coefficienti non sono così diversi 
tra loro (non lo sarebbero nemmeno in questo caso, se il filo fosse meno teso, perchè allora l’aumento 
di f provocherebbe una minore diminuzione di H). 

(**) Si fa astrazione dal peso proprio del filo, che è g= 0,220 kg/m. Tuttavia non sarebbe 
difficile tenerne conto tanto qui quanto nell’esercizio 1571. 
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Gli abbassamenti di un punto generico O e del punto A sono dati da 
LI LI LI LI 
d,= fedt= fina,  di- feda= [fybae. 
È z 0) o 
b) Se la legge suddetta è parabolica, cioò e = ag + do? (fig. 1613 b) dove 
a e è sono due costanti, risulta 


1 
; Pat P_s v r 
d,= J (ayÈ + by°£°)dE = ay 3 Li by? 37 d, = ay puo by? 3° 


Esercizio 1579. — Idem; filo di ferro lungo 7= 4000 m. Si assume il dia. 
gramma della fig. 1609 b) (?*), coi dati dell’esercizio 1564. 

Soluzione. a) L’ascissa #, del punto al disopra del quale avviene lo snerva- 
mento si ricava da os = yx,, ed è ®, = G;/y. 

Nel tratto 0-x, si ha £= 0/E= yÉ/E. Nel tratto e,-1 si ha invece (*) 
e-e=(0—03):E, da cu e=(0—0,):L,+es=y(fÉ-a):E, +65 

Quindi si ottiene 


d= (% gag + f (2 E-2)+o1]a= 
0 % 


—all-2)|+e0-2)= 


- D.5, DV. (0-2 
Eat 7A 5 tesa). 


b) Si ha w,= 2500/0,0078 = 320000 em = 3200 m. Quindi risulta 


AI= d, = 00078 820000? | 0,078 , 80000* 
00 2108 2 0,5 - 10° 2 


= 199,68 + 49,92 + 144,00= 393,6 cm. 


+ 0,00180 - 80000 = 


B) LA DISTRIBUZIONE DELLE TENSIONI NELLE SEZIONI DELLE TRAVI. 


757. Flessione. Sezione rettangolare. 


a) Come si è già accennato (n. 753 b), un primo effetto del comporta» 
mento non elastico che si ha quando si supera il limite di proporzionalità è 


(?*) Se il diagramma fosse quello della fig. 1609 a), la lunghezza massima che potrebbe avere 
11 filo sarebbe 2, = cy/y = 2500/0,0078= 320000 cm = 3200 m, perchè se fosse un poco più 
lungo, si avrebbe in B una c un po’ maggiore di cz, e quindi una e illimitata, fino alla rottura 
(perchè in questo caso al crescere di e non diminuisce la sollecitazione, come avveniva nel caso 
dell’esercizio 1572). 

(*) Il tratto x, — 2 si trova già nella fase c d del diagramma (il passaggio da d a c è transi- 
torio e rapido, per ciò che si è detto nella nota 7), e il suo allungamento contiene appunto an- 
che un termine e3'(1— z,). 
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la diversa distribuzione delle tensioni nella sezione di una trave soggetta a 
flessione o a torsione; effetto che è naturale, perchè la distribuzione delle 
o dovute a M o delle 7 dovute a M; è anch’essa una questione stati- 
camente indeterminata (internamente) (nota 6). 

Questo effetto è il più immediato, mentre gli 
altri effetti (alterazione delle deformazioni, alte- 
razioni delle reazioni nelle travi iperstatiche) non 
sono che conseguenze (n. 772) dell’alterazione 
delle tensioni (25). 

Nei nn. 757-759 supporremo che il diagram- 
ma 0,8 sia quello della fig. 1609 a) e che siano 
uguali le due parti di esso relative alla trazione 

Fig. 1614. e alla compressione (fig. 1614). 
a) Sappiamo che in una trave di sezione 
rettangolare larga » e alta 2, soggetta a momento flettente M, finchè il 
comportamento è elastico le tensioni massime sono date (n. 127) da 
o'=—o"= M/W, dove (71) W=bh?/6 (*), che indicheremo con W.. 


(#*) Invece le deformazioni e 0 y residue, che permangono quando si sopprimono 1 carichi 
e che hanno come effetto immediato una distribuzione di tensioni residue nelle sezioni, provocano 
come conseguenze delle deformazioni residue in qualunque struttura, e delle reazioni e sollecita- 
zioni residue (autotensioni dovute alla plasticità) nelle strutture iperstatiche. 

Per la coincidenza che in pratica sussiste fra i due limiti di proporzionalità e di elasticità, 
quando una trave comincia ad avere una distribuzione di tensioni diversa da quella che ha in regime 
elastico, manifesta anche delle deformazioni e delle tensioni residue al cessare del carico. 

(*) Vale la pena di ricavare la relazione Gmar= M :(012/6) anche in un modo diretto, 
che rende evidenti i motivi per cui una forza P che agisce per flessione provoca in una trave 
delle tensioni molto maggiori 


di quelle provocate dalla stes- P 
sa P agente per trazione o per è PI 8g 
compressione. 7 ro 
Data una trave a mensola @) ) h d 
(fig. 1615 a), di sezione rettan- ni È 
golare, nella sezione d’incastro (CY ] leda $ 
il momento esterno M = PI è |P 


equilibrato dalla coppia inter- & 
na M= Sd, da cui S= Pl/d. 

Il braccio d della coppia in- È) 

terna S-S vale d= 24/3, ed P 

è molto minore del braccio 7 


della coppia esterna P - P; per Fig. 1615. 
cui S risulta molto maggiore 
di P. Inoltre lo sforzo S si ripartisce sull’area 4/2 = b4/2, mentre nel caso della fig. 1615 b) la 
forza P si ripartisce sull'intera area 4= dh. Infine la cmaz è doppia della Gmegia = $ : (0/2), 
per cui 0mas = 20media = 4S/0h. La Omaz che si ha nel caso a) è dunque molto maggiore della 
6 uniforme che si ha nel caso b) per tre motivi. Il più importante è che S è molto maggiore 
di P. Poi S si ripartisce su 4/2 anzichè su 4. Infine la cmaz è doppia della cmegja. Ad es. 86 
l= 10%, si ha S=15P © cm9g= 60 PId. 

Dal punto di vista quantitativo si ha 


è laB = Ud, Pr MM 
Sme: “tala — © th — *th-213 DAG W° 
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Quando M raggiunge il valore M = o,W., che indicheremo con Mi, 
la Gras ai lembi della sezione raggiunge il valore 0, di snervamento. La 
distribuzione delle o è ancora rettilinea (fig. 1616 a), e vale ancora la 
relazione Omas = M:/W. (= 0). Inoltre ai lembi si ha e= e; (fig. 1614). 


Cs Gs Gs 
| ' » ' s 9 Ss 
a) d) ce) 


Fig. 1616. 


Quando M > Mi, la curvatura continua a crescere, e quindi la 8 
ai lembi della sezione cresce oltre e;, senza che la o cresca oltre 0, (fig. 1614). 
Intanto la o, si estende a due zone della sezione, cioè fino alle rette di 
e jj parallele all’asse neutro, nei punti delle quali la e ha raggiunto il 
valore «;; per cui la distribuzione delle o diventa quella della fig. 1616 Db). 

AI crescere di M le rette ti e jj si avvicinano sempre più all’asse neutro, 
al quale tendono quando la curvatura diventa molto grande, e la distri- 
buzione delle o tende a diventare quella della fig. 1616 c) (n. 757 d). 

Per ottenere l’altezza %' della zona ancora elastica, per un dato 
valore di M > M;, basta scrivere l’uguaglianza dei momenti interno ed 
esterno (?°): 


ot pago V. EH x, 


2 2 
da cui 
n M M M 
= a_ = 
h / 3h3 — 12 >) h Î 3-2 DITO h / 3-2 PALA 


che conviene scrivere nella forma 


1423) n =W/3= 2/1. 


(*) L’equazione può essere scritta o sommando i momenti interni relativi alla zona elastica 
e alla zona plastica della sezione, oppure detraendo la parte mancante da]momento che si avreb- 
be se l'intera sezione fosse plastica: 
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La (1423) dà ©’ per ogni valore di M maggiore di M;, ma minore di 
1,5M., perchè a questo valore corrisponde &"=0 (n. 757 b). 
Si ha dunque 


(1423,)) 4=fh, essendo f=73—2a, a= M/M,. 
Per i diversi valori possibili di a, i valori di f sono 


a=1,00 1,05 1,10 1,15 1,20 1,25 1,30 1,35 1,40 1,45 1,50 
B=1,00 0,95 0,89 0,84 0,77 0,71 0,63 0,55 0,45 0,32 0 


Quando 4’ ha già piccoli valori (ossia quando M è già prossimo a 
1,502), la 4’ diminuisce rapidamente anche per piccoli aumenti di M, 
perchè il raggiungimento di o, nelle zone prossime all’asse neutro fa au- 
mentare poco M. 

Poichè si tollera il raggiungimento della tensione 0,, può sembrare ozioso 
cercare il valore di 7’, ossia l’estensione delle zone nelle quali si ha la c,. Ma la 
conoscenza di 4’ consente di valutare la &mar = £ ‘ 4/l/ ai lembi della sezione, 
e quindi di giudicare se ivi sia eventualmente emaz > 5’ (fig. 1609 a), cioè se si 
è raggiunta la ripresa dell'aumento di o (inerudimento), che è stata esclusa nello 
scrivere la relazione che lega il momento interno al momento esterno. Inoltre 
la conoscenza di %’ consentirà poi di calcolare in modo molto semplice la cur- 
vatura della trave nei tratti nei quali il comportamento è diventato plastico, e 
quindi di studiare la deformazione della trave stessa (Cap. XXX, 0). 

b) Per M =1,5M; la (1423) dà R'= 0, per cui si raggiunge il com- 
portamento plastico nell’intera sezione o = +0, (fig. 1616 c). 

Allo stesso risultato si giunge calcolando direttamente il momento 
M necessario per provocare o = 0, fino all’asse neutro: 
bh? bh? 


ossia M=o0, = 1,50, 6 


7 = 1,50,7W,= 1,53. 


Indicando con M/' questo valore di M, si ha (8) 
(1424), (1425) M//=0,W,=15M, essendo W,=bk4=1,57W,. 


Questo momento M;' è il massimo che la sezione può sopportare, 
nell’ipotesi che il materiale sia duttilissimo e quindi abbia lo snervamento 
illimitato (8° = co), cioè che sia privo della facoltà dell’inerudimento 
e della successiva ripresa di o oltre c,, D'altra parte la corrispondente 
distribuzione della fig. 1616 c) rappresenta una situazione limite irraggiun- 
gibile, poichè si avrebbe = e; sull’asse neutro (ciò che non ha senso, 
perchè occorrerebbe una curvatura infinita), ed e= co ai lembi. Tut- 


(®*) È equivalente calcolare prima Mi= LALA mediante il modulo di resistenza usuale 
W,= bh 6, poi dedurre Mi = 1 ,5M oppure calcolare M5' = cg}7, mediante il modulo di resi- 
stenza plastico W, = 54%/4. 
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tavia a tale situazione è possibile avvicinarsi molto: ad es. se #/= 105; 
(o più, come accade nel ferro dolce), quando e = e,’ ai lembi della sezione, 
si ha e; a distanza (4/2) :10 dall’asse neutro; per cui #4’ = 0,1%, e per la 
(1423) MM = 1,495M. = — 151 (®9). 

Pertanto, si può fare assegnamento sul momento resistente massimo 

7. Non è invece prudente far conto su un momento maggiore, fidando 
sulla capacità di ripresa della o, perchè questo fatto costituisce ormai 
l’unica riserva di resistenza, che non si deve intaccare. 


Esercizio 1580. — Una trave di ferro a mensola lunga 2= 1,40 m, di sezione 
quadrata di 6 cm di lato, sopporta un peso P nell’estremità libera. Studiare il 
comportamento per diversi valori di P. 

Soluzione. La sezione ha W,= 6°/6= 36 cmî, W,= 6°/4= 54 cm?. Supposto 
poi o, = 2500 kg/emq, si ha anche M,= 2500 - 36 = 90000 kgem, 3,’ = 2500 » 
» b4= 135000 kgem. 

Per avere l’inizio dello snervamento nella sezione d’incastro, occorre 
P= 90000/140= 643 kg. 

Per avere invece lo snervamento totale all’incastro, occorre P = 135000/140 = 
= 964 kg. In questo caso l’inizio dello snervamento si ha alla distanza rx = 
= 90000/964 = 93,3 cm da P. Nella sezione di ascissa £ = 112 cm si ha M = 964 - 
.112= 108000 kgem; perciò è a= 25/27} = 108000/90000= 1,20, cui corri- 
sponde 8 = 0,77, e quindi 4'= 0,77 -6= 4,62 cm. 


Esercizio 1581, — Una trave della stessa sezione, lunga Z= 3,60 m, è appog- 
giata alle estremità ed è soggetta a due carichi P= 1000 kg agenti nei punti x = 1/3 
e x= 20/3. 

Soluzione. Nel tratto compreso fra i due carichi si ha AM = 1000 - 120= 
= 120000 kgem. Quindi si ha a= 120000/90000= 4/3, cui corrispondono 
B=1/V3= 0,577, h = 3,46 cm. 

L’inizio della plasticità si ha nelle sezioni distanti dagli appoggi «= 
== 90000/1000 = 90 em. 


Esercizio 1582. — La trave dell’esercizio precedente è soggetta a carico 
uniforme g. Che valore deve avere q affinchè in mezzaria si abbia una zona 
h'= 0,5% ancora elastica? 

Soluzione. Si ha {= 0,5, cui corrisponde a = 1,375, e quindi 1/,j3= 1,375 * 
+ 90000 = 123750 kgem. Il carico g dev'essere tale che g1°/8 = g360°/8 = 123750, 
da cui g= 7,64 kg/em= 764 kg/m. 

L’inizio della plasticità si ha all’ascissa 2 tale (225) che 7,64x(1 — x) = 90000, 
da cui = 86 cm. 

Nelle sezioni di ascissa 2 = 86 - 93 - 101 - 110 - 120 - 132 - 149 em si ha 
M= 90000 - 95000 - 100000 - 105000 - 110000 - 115000 - 120000 kgem e 
h'= 6,00 - 5,66 - 5,29 - 4,90 - 4,47 - 4,00 - 3,46 cm. 


(®) È naturale che M possa essere assai prossimo a M° anche se rimane elastica una 
Piccola zona 4’ della sezione, perchè questa contribuisce pochissimo a equilibrare M, date le 
Piccole distanze dall’asse neutro. 
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758. Sezione a doppio T. 


a) Coi simboli della fig. 1617 si ha J=bdh/12—(b—b,)}8/12, 

W.= 2J/h, e finchè il comportamento è elastico le tensioni massime sono 
date da o'=—o”= M/W.. 

Ss Quando M raggiunge il valore 


M,=0,W., la o ai lembi della se- 
zione raggiunge il valore 0,; la di- 
stribuzione delle o è ancora retti- 
linea, e ai lembi si ha e= e. 
Si Quando M > Mi, la determi. 
nazione dell’altezza %’ della zona 
8 


ancora elastica è molto semplice se 
M è tale che lo snervamento abbia 
già invaso le ali e due tratti dell’a- 
nima, cioò nel caso che sia %' < Ah. 
Il momento sopportato dall’insieme delle due ali in regime plastico è 
M= G8(h—s); quindi il problema è ricondotto allo studio della sola 
anima (di sezione rettangolare b,4,), soggetta al momento M — M,,, € 
non differisce da quello del n. 757 a). Basta perciò sostituire nella (1423) 
M_-M,,2M, M,,=0,hbhî/6 a Mi, e si ha 


Fig. 1617. 


(1426) W“=h y8 —gE_Ma_ph, 


essendo 


M_- Mi 
B=V3—2a, a=—p 5, 


Com'è naturale, il valore di #' dipende dunque dall’eccedenza di .M 
su Ma 

Si ha B=1 e R'=h, quando a= 1, ossia M= M,,+ Mi, 

Si ha B=0 e R'= 0 quando a= 1,5, ossia M= M,,+ 1,5M;,= M/. 

b) Questo momento M;' è il massimo che la sezione può sopportare, 

nella stessa ipotesi e con le stesse osservazioni del n. 757 d). Esso si ottiene 
anche direttamente sommando i momenti che le ali e l’anima possono 
sopportare quando sono totalmente plastici: 


Mi; = 0ps(h—s)+cd,M/4, 


e coincide evidentemente con 1f,, + 1,5M;,. Si ha anche W, = bs(h — 3) + 
+ b,hî/4. 

In questo caso l’intervallo fra M} ed M/', ossia fra l’inizio della plasticità 
e il collasso finale, non è così forte come nel caso della sezione rettangolare, in cui 
My = 1,5M;. Infatti M cresce poco quando la 0, si estende all’intero spessore 
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delle ali, perchè questo è piccolo, e cresce poco quando si estende a tutta l’anima, 
causa la piccola larghezza di questa. Nei profili normali si ha M/'= 1,16 + 1,18 Mo 
mentre nei profili ad ali larghe (Differdingen) si ha M}/ = — 1,10 Mi. 

c) Lo studio del caso in cui le rette ii e jj tagliano le ali (M < Ma, + Mis) 
è meno semplice. Inoltre l’esatta conoscenza di A’ interessa meno, perchè è poco 
diversa da A (e quindi ha poca influenza sul valore della curvatura; n. 768). Perciò 
è sufficiente calcolare il valore di M quando le rette ii e jj sono ad es. a metà dello 
spessore s delle ali (es. 1585). 


Esercizio 1588. - Sezione a doppio T N 28, le cui dimensioni arrotondate 
sono (fig. 1617) h= 28 cm, b= 12 cm, s= 1,5 cm, b,= 1,0 cm. 
Soluzione. a) Con questi dati si ha 


J= (12-288— 11 - 258): 12= 7629 cm', PW, = 7629/14= 545 cm*; 


per cui, se 0, = 2500 kg/emq, risulta 2/j= 2500 - 545= 1362500 kgem. 
Inoltre si ha 
Ma,= 2500 - 12 - 1,5 - 26,8= 1192500 kgem, 
Mi,= 2500 - 12 - 259/6= 260400 kgem. 


Perciò l’inizio dello snervamento nell'anima e il collasso si hanno per 


M = 1192500 + 260400 = 1452900 kgem, 
2" = 1192500 + 1,5 - 260400 = 1583100 kgem. 


Per questa sezione si ha 1’ = 1,162M.. 
b) Calcoliamo %° quando M = 1500000 kgem. Si ha M — M,,= 307500 
kgem, per cui si ottiene (1426) 


h'= 253 — 2- 207500/260400= 20 cm. 


Esercizio 1584. — Idem; calcolare il valore di M necessario affinchè risulti 
RW = 1/2= 14 cm. 
Soluzione. Dalla (1426) si ha 


14= 20:(3- 237 Ma), 


MU 
da cui 
M_- M,,= (3- 25° — 14°) {(,/2- 25 = 349770 kgom, 


Quindi si ottiene M = 1192500 + 349770= 1542270 kgem. 


Esercizio 1585. — Idem; calcolare il valore di M per il quale la 0, si estende 
fino a metà dello spessore delle ali. 

Soluzione. Dev'essere #'= 28 — 1,5= 26,5 cm. Si ottiene M sommando i 
momenti dovuti alla parte plastica e alla parte elastica (da o= My/J si deduce 
MU= oJ/y): 


2 = 2500 - 12 - 0,75 - 27,25 + 2500(12 - 26,5°— 11 - 258): 12 - 0,50 - 27,25= 
= 1399650kgem. 
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Esercizio 1586. — Idem; scrivere l'equazione che determina # quando è 
compresa fra © e h,, ossia quando M è compreso fra 1362500 e 1452900 kgem. 
Soluzione. L'equazione è analoga a quella dell’esercizio precedente, con %° 
incognita: 
M. 


h-W_h+Nh bh — (b — b;)8 

2 E) da 121772 
Questa equazione è di terzo grado, per cui è più semplice risolvere il problema 
inverso (esercizio 1585). 


Gb 


Esercizio 1587. — Trave ad ali larghe (Differdingen) del n. 30. 

Soluzione. SihaR= 80cm,b= 30cm,s= 2,0 cm (mediamente), bj = 1,25 em. 
Quindi si ottiene 
J= 25400 cm', W,= 1693 cm, W,= 30 -2,0- 28 + 1,25- 26°/4= 1891 cm3. 
Si ha W,/W.,= 1,117; per cui sarà 1 = 1,117M. 


759. Sezioni di altre forme, 


a) Consideriamo da prima il caso delle sezioni aventi due assi di 
simmetria normali tra loro, e dell’asse di sollecitazione s coincidente con 
uno di essi (fig. 1618). 


8 
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Fig. 1618. 
Il comportamento è elastico finchè M <0o,W.. Quando M = oW,= 
= M.,sihao'=—o"”=0,, e la distribuzione delle o è ancora rettilinea 


(fig. 1618 a). 

Al crescere di M, la o, invade due zone uguali (fig. 1618 b). Se la se- 
zione è tale da non prestarsi al calcolo analitico, è preferibile risolvere il 
problema inverso, assumendo un valore di #', ossia una coppia di rette 
ti e jj equidistanti da n, e calcolando il momento M corrispondente. 
Se A, è l’area di ciascuna zona plastica, delle quali G, sono i baricentri 
distanti d tra loro, e se W,= 2‘/h' è il modulo di resistenza della zona 
elastica, si ha (equazione analoga a quella del n. 757 a) 


(1427) M=0,4,4+0,W.. 


I LA PLASTICITÀ 571 


Si ottiene così una serie di valori di M corrispondenti ad altrettanti 
valori di #'; per cui si risolve facilmente per interpolazione anche il pro- 
blema diretto (dato M determinare h'). 

Il momento che provoca il collasso si ha per 4'= 0; per cui se d è 
la distanza fra i baricentri G, delle due mezze aree A, = 4/2 (fig. 1618 c), 
si ha 
(1428) M =0(A4/2)4. 


Per certe sezioni è facile anche il calcolo analitico diretto (es. 1588, 
ny 1598). 

b) Consideriamo ora il caso delle sezioni aventi un solo asse di sim- 

metria, e dell’asse di sollecitazione s coincidente con esso (fig. 1619). 


1 CA ' CA 


Fig. 1619. 


La sezione ha due moduli di resistenza diversi tra loro (nn. 97, 127a). 
Il comportamento è elastico finchè M <0,Wmin Quando M = 0,W min = 
= Mi, ha inizio la plasticità e si ha ome: = 0, nel lembo più lontano dal- 
l’asse neutro (che è ancora baricentrico), e la distribuzione delle o è ancora 
rettilinea (fig. 1619 a). 

AI crescere di M, la o, invade una zona prossima al lembo più lontano 
da G (fig. 1619 b), e l’asse neutro si scosta da G, perchè le o non variano 
più linearmente. 

Quando M ha valori intermedi fra 1 ed M/', il calcolo è abbastanza 
complesso. Perciò ci limitiamo a studiare il caso estremo in cui la sezione 
è già totalmente plastica, e determiniamo il momento M{' che provoca 
il collasso, che è il valore più interessante. Essendo in questo caso o = 0, 
dovunque, la condizione /cdA= 0 (n. 125 d) richiede che la parte tesa 
e la parte compressa abbiano aree uguali, cioè A/2 (fig. 1619 c). Perciò 
l’asse neutro o separatore, che non è baricentrico, divide la sezione in 
due parti di uguale area. Inoltre, se G, e @, sono i due baricentri, distanti 
d tra loro, si ha evidentemente 


(1429) Mi; = c(4/2)d. 
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Esercizio 1588. — Trave di sezione quadrata, inflessa nel piano di una dia- 
gonale (fig. 1620 a). Determinare M} ed MM. 

Soluzione. Si ha W,=J: (a/v®; )= V2a#/12= 0,1178548. Quindi risulta 
Mi,= 0,W,= 0,117850,48. 

La distanza d’ fra i baricentri delle due aree 4/2 vale d” = aV/2/3, per cui 
la (1428) dà 3" = 0,(a*/2)aV2/3 = 0,V2a?/6= 0,235700,08. Si ha perciò M//= 
= 22M. 


Esercizio 1589. — Lo stesso caso quando M è compreso fra M” ed M/. 

Soluzione. Coi simboli della fig. 1620 b) si ha h= aV2, (h— WR) :2= (av3 
— h):2, A4,=[(aV2—WM):2F, d=l+(av3—W):3=(aV2+2W):3. 
Inoltre confrontando con la 
fig. 131 si ha aa=’//V2, 
a= h'/av?2, per cui la espres- 
sione di W dell’esercizio 50 
diventa nel nostro caso 


,_ hr 3%’ \ V2a? 
4 Wi= zai(6— a o. 


Pertanto la (1427) dà l’e- 


Fig. 1620. quazione di terzo grado in 4° 
sà av3— N° aV3 + 20° Me (a- 3u Se, 
= ala a +2a\ a 12 


o, fe — 2V2ah'? + LS 
24 


Questa equazione consente di calcolare M per ogni dato valore di %'. Por 
= av2 dà Mi= 0,V2a8/12, e per #= 0 dà M}= c,V2a/6, come nell’eser- 
cizio 1588. Ad es. per A'= }/2 dà M=0,- 1,625-/Za0/12 = 1,625M1. 
Risolvendo invece l’equazione di terzo grado si ottiene #/ per un dato valore 
di M. 


Esercizio 1590. — Trave di sezione circolare. 
Soluzione. Si ha W,=xr°/4; inoltre (21) è d= 2-4r/3r=8r/3x, W,= 
"= (771°/2)8r/3r = 49/3. Quindi risulta 


Mi=0,-n/4,  MY=0,-4/3,  M/=(16/3r)M;=1,70M;. 
Esercizio 1591. — Trave a tubo circolare di piccolo spessore 8. 


Soluzione. Si ha (48) W.,=%xr?s; inoltre (17) è d=2- 2rla = 4rfma, 
W,= xs - 4r/m= 4r?s. Quindi risulta 


Mi=0,-nrî8, Mi=0,:4%8, MU. = (4/n) M,= 1,27M,. 


Esercizio 1592. — Trave avente la sezione della fig. 1621. 
Soluzione. Le distanze del baricentro G dai lembi superiore e inferiore e dalla 
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retta che separa i due rettangoli risultano 5a/4, 7a/4, a/4. Quindi si ha 
J= 2a - a8/3.+ a - (2a)?/3 — 4a? - (a/4)* = 37a‘/12, 


bke— 
W,in= 370/21,  Mi=1,7620,08 sa 


In regime totalmente plastico l’asse neutro coincide con a 
la retta vv, e si ha (1429) 1 = 0, 2a? -3a/2= 30,48. 
In questo caso si ha dunque M,' = 1,70M. 


2a 
Esercizio 1593. — Trave avente per sezione un trian- Il 
golo isoscele. 
Soluzione. Si ha (42) J= bh9/36, W,min= (0h8/36) : mai 
121/3= bh*/24. Quindi si raggiunge la 0, nel vertice Fig. 1621. 


(fig. 1622 a) per M;= 0, d78/24= 0,04170,bh?. 

In regime totalmente plastico l’asse n, che divide la sezione in due parti di 
aree uguali (fig. 1622 b) dista dal vertice 2/1/2, e si ha 4/2= d@/4. Il baricentro 
G, dista 22/3V/2= V2h/3 dal vertice, per cui GG,= 21/3 — V2h/3= (2— V2)1/3. 


Fig. 1622. 


Quindi si ottiene d= G,G,= 2GG,= 2(2— V2)h/3. Risulta così (1429) M} = 
= 0, * (61/4) - 2(2— V2)h/3= (2— V2)c,bh/6= 0,09760,bh?. Per cui Mj= 
= 4(2— V2)M5,= 2,341 (09). 


760. Sezione rettangolare. Influenza dell’inerudimento. 


a) Nei nn. 757-759 abbiamo supposto che la fase dello snervamento fosse 
illimitata, cioè che &;' = co (fig. 1614). Ciò è attendibile per metalli molto duttili, 
nei quali e,’ può essere da 10 a 20 volte maggiore di e; (n. 757 bd). Invece per me- 
talli meno duttili, nei quali &/" è poco maggiore di e;, può accadere che quando 
la c, ha già invaso due zone considerevoli della sezione, e quindi ai lembi la &mar 
è assai maggiore di £‘, si abbia appunto &mez > £5/; © che perciò esistano due zone 
già inerudite, nelle quali la o ha ripreso a crescere oltre 0, 


(©) Ha inizio la plasticità (c = 0,) al lembo superiore della sezione quando M = 1,80 M Hi 
(A. NADAI: Plasticity, New York, McGraw-Hill, 1931, Cap. 248). 
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Supponiamo dunque ora che il diagramma 0,8 sia come quello della fig. 1609 b), 
a che siano uguali le due parti di esso relative alla trazione e alla compressione 
(fig. 1623). Siano E ed E, i moduli di elasticità nei tratti 0% e cd. Nella fase d’in- 
erudimento si ha o — o,= Ei(e — £/°). 


Fig. 1623. Fig. 1624. 


Limitiamoci a studiare il caso della sezione rettangolare, e siano i'i’ e j'j" 
le rette corrispondenti a £), ii” e j”j" quelle corrispondenti a ey’. Coi simboli 
della fig. 1624, si ha R/ : &/= ey’ : e). Se si pone e;/e,= y, si ha e, = ye, non- 
chè 2”= gr, e inoltre Ema = £sh/l'; e se si pone anche Z,/E= p, si ha £,= 
= 0,/E, 4 = 40s/E, Emax = (0:/E)h/h'. Quindi si può scrivere Gmas — 0 = E, (Emax — 
— e) = Gsp(h/h' — x). 

Nella zona & — h” = A — yh' soggetta a inerudimento, la o si può considerare 
come la sovrapposizione di c — 0, alla c,. Il braccio della risultante di queste 
tensioni addizionali è &/+ (®— R7):3=(h+ 2h7):3= (h4 2yW') : 3. Perciò 
l’equazione di equilibrio fra M esterno e le tensioni interne risulta 


ai h_W h+hk_, 1 h h_ gh h+2y 
(1430) M=0, 7 +06 Ei to(77-2) 5 pin 


Assunto un valore di #/, la (1430) dà il valore corrispondente di M. Se invece 
è dato M (problema diretto), si ottiene #' risolvendo la (1430), che è un’equazione 
di terzo grado in R'. Noto W', è facile studiare la defor- 
. mazione della trave (Capitolo XXX, 0). 
b) Si raggiunge l’incrudimento ai lembi quan- 
do f=h :h=e,:8,= 1/y, ossia (1423) quando 


/y= v3—-2a, da cui a= 15-53. 


Ad es., se g=2, si ottiene a= 1,375, ossia 
M = 1,375M. 
Perciò si deve usare la (1430) invece della (1423) 


Fig. 1625. quando M è tale che a> 1,5 — DA 


2,2" 


c) Se e = «7 (fig. 1609 c), cioè nel caso in cui la fase di snervamento sia 
brevissima, e se il diagramma 0,8 è il medesimo a trazione e a compressione 
(fig. 1625), si ha #” = #’, e basta porre nella (1430) g= 1. 
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Esercizio 1594. — Siano y= e,°/&,= 2, u= EE= 0,25. Calcolare il mo- 
mento M corrispondente ad i = h/5. 
Soluzione. La (1430) dà 
LA 4565, 1 3/5 9/5 
= a “a Do de ped _ li» Sia È 
M= 06h 2 + 5 0,25(6— 2) E 
= oh + iaia = sini - 47,125/25 = 1,8850,7, = 1,885M5. 


Nel caso della fase di snervamento illimitata (n. 757 a), dalla (1423) si ha 
1/5= vV3= 24/37, 0,04=3— 20/3, 201/M°,= 2,96, M= 1,481. Quindi 
l'incrudimento, per 4’ = 4/5, fa crescere M di 27,4%. 


Esercizio 1595. — Idem, nel caso di e, = e, cioè per y= L 
Soluzione, La (1430) dà M = 2,040,7, = 2,04M}. 


761. Sezione rettangolare. Diagramma c,e qualsiasi, ma simmetrico. 


Assumiamo ora il vero diagramma 0,8 ottenuto sperimentalmente, anzichè 
uno dei diagrammi schematizzati della fig. 1609, e supponiamo che le due parti 
di esso relative alla trazione e alla com- 
pressione siano uguali (fig. 1626). Per sem- 
plicità ci limitiamo a studiare il caso della 
sezione rettangolare. L’asse neutro è eviden- 
temente a metà dell’altezza %. 

La distanza y generica dall’asse neutro 
n è legata alla e corrispondente (n. 126 a) 
dalla relazione y= re, da cui dy= rde. 
Perciò l'equazione di equilibrio /odA4 +-y= M 
(n. 125 5), nella quale dA = bdy, diventa (3) Fig. 1626. 


(a) M= fodd-y= fo-bay-y= fo-trde re 
5 i pe 
=b de-e=br3 - 2 de + 8» 
aa e= br fi e 


(8!) Se la trave è di altra forma, però avente due assi di simmetria, l'asse neutro è ancora 
a metà dell’altezza. Il problema inverso della determinazione di M quando si assume un certo 
valore di e,az Si risolve facilmente. Se È è un particolare valore della larghezza d variabile, 
la (a) si può serivore 
Emax 


M= DA fopraeniitia fore. 
d b 
(i) 


Il secondo integrale è il momento statico S* del diasramma di ordinate c*= cU/U che si 
ottiene moltiplicando le ordinate c per d/b, essendo d il valore della larghezza per i vari valori 
di y, ossia di e = ex * 2U/h. 
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L’ultimo integrale è il momento statico rispetto all’asse e dell’area di una delle 
due parti del diagramma 0,8, computata fino alla Emax (incognita) che si verifica 
ad es. al lembo inferiore della sezione. Indicando con 8 tale momento, si ha 


(0) M=br®-29. 

Ma r= y/6= (4/2): ana:= h/2emoz; per cui la (6) diventa (3) 
bh _S 

(1431) H=Toa 


Se si assume un certo valore per £maz 2i lembi della sezione, si conosce la por- 
zione di diagramma 0,8 interessata, per cui è facile calcolare S, e quindi anche M. 
Se invece è dato M, conviene calcolare diversi valori di 8 corrispondenti ad al. 
trettanti valori di &ma,-. Quindi per tentativi e per interpolazione si ottiene una 
coppia di valori di &,naz 6 di S che soddisfano la (1431). 


Esercizio 1596. — Sezione rettangolare. Il diagramma 0,8 sia rappresentato 
dall’equazione e = co*= 1,5 - 10-?0? (*°) (*). Si desidera che sia Omas= 2000 kg/cmq 
e si vuole calcolare il valore di M. 

Soluzione. — Per = Gmaz = 2000 kg/cmq si ha Emas = 0,006. 

Una delle due parti del diagramma, computata fino ai valori Omar €d Emax 
ha l’area Q= (2/3)2000 - 0,006 = 8 kg/cmq, e il suo baricentro (24,) dista dall’asse 
o di es= 3 - 0,006/5= 0,0036; per cui S= 8 - 0,0036 = 0,0288 kg/emq. 

Si ottiene così (1431) 
bh= 0,0288 _ DA? DA 


2 ‘0,006? D) 800= 2400 TA = 24007. 


M= 


(*) Il fattore Slemas ha la dimensione FL-?, cioè di una a. 

Nel caso in cui la c è proporzionale alla e (comportamento elastico), l’area di una delle 
due parti del diagramma 0, vale Gmax ©mar!? ® il suo baricentro dista 2:maz/3 dall’asse 0; per 
cui si ha 


2 
S= Smaz max , 2Emaz _ Omaz ©maz S__ Smax 
8 Si sì E) 
maz 


Quindi la (1431) dà 


bh a, Ual 
M= 3 3 = Imago = Omar We 


(*) La dimensione del fattore c è F-2Z4. 

Il diagramma e = co? è tangente in O all’asse 0, ed è giustificato soltanto dalla maggior 
semplicità che presenta una parabola col vertice in O. Ciò richiederebbe che fosse Eg= 
per c piccolissima. In realtà il diagramma è tangente a una retta inclinata; per cui un’equazione 
più attendibile è e = ac + do?. Ma se al crescere di c il diagramma si scosta considerevolmente 
da tale tangente, si può trascurare il termine di primo grado rispetto a quello di secondo. 

Dato il diagramma e = @5 + bo, conviene valutare il valore di e del diagramma sempli- 
ficato e = cc? in modo che essi s’intersechino in un punto c,e corrispondente circa ai valori 
presumibili Cmaz» “mar Che si avranno ai lembi della sezione. Così i due diagrammi sono quasi 
coincidenti per i maggiori valori di c, e si scostano per i valori minori, che si hanno più vicino 
all’asse neutro; ciò che attenua l’errore. 

La parabola semplificata presenta il vantaggio che si conoscono l’area (2/3)cmax “mar ® la 
distanza 3emaz/5 del baricentro dall’asse c. 

(*) Se il diagramma vero è e= 10-95 + 10-°0? e se si prevede che 0max Sia prossimo a 
2000 kg/emq, si ha anche ema = 10-5*2000+10-?-2000°= 0,002 + 0,004= 0,006. Quindi il 
diagramma semplificato dev'essere tale che sia 0,006 = c 2000%, da cui c= 1,5 ‘1079. 
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Si riconosce così che col diagramma 0,g suddetto, quando Gmas = 2000 kg/emq, 
la sezione sopporterebbe lo stesso M che sopporterebbe in regime elastico se 
{0550 Omas = 2400 kg/cmq; ossia il 20% di più di quello che sopporterebbe in regime 
elastico 50 f08S© Gmaz = 2000 kg/cmq. 


Esercizio 1597. — Sezione rettangolare. Sia data o in funzione di 8 mediante 
l'equazione o = me — ne®= 10% — 125 - 10%?. Se 8= 5 om e &= 10 cm, cal. 
colare Oma: quando M= 125000 kgem. 

Soluzione. Computando soltanto metà della sezione, si ha (esercizio 1596) 
(e= y[r= qy, bi812= J) 

n/a 
$- dA -y= f (mene) «bdy-y=b | (mpy — np*y*)ydy = 

4/2 4/2 C) 

Li A 2 
= b (mp ie — n9*ge)= i mpy — 2,25n9* Pr 


Si ha così l'equazione di secondo grado in g 


da cui (35) 


4m 18nM 
97 nh (a +|1- Le) 
Sostituendo i valori numerici, si ottiene g= 0,000361, cui corrispondono 


Emaz= @ ‘i/2= 0,000361 - 5= 0,001805 © Gmas= 10° « 0,001805 — 125 - 0,001805*= 
= 1398 kg/emq. 


762. Sezione rettangolare. Diagramma o,g qualsiasi 0 non simmetrico. 


Spesso la legge che lega o a 8 è 
diversa a trazione e a compressione, 
per cui le due parti del diagramma 6 Fica 


c,e sono diverse tra loro (fig. 1627). È a, 
In questo caso la condizione enda i_L_e 
- PI tnas 
J GdA=0 (n. 1250) diventa (n. 761) ai nà 
Uemaz| “H—/A7 
(a) odA= fo -brde=1 ode=0, Le 
L’ultimo integrale è l’area del dia- Fig. 1627. 


(&*) Per la realtà di @ risulterebbe la condizione M < m?0h°/18n, che appare strana. Essa 
è dovuta al fatto che il diagramma c= me — ne? non è sempre crescente; ossia non è una pa- 
rabola ad asse orizzontale, bensì ad asse verticale, col vertice all’ascissa e, = m/2n = 0,004, 
Tuttavia nel nostro caso, in cui emgz = 0,0018053 è assai minore di e, la parte utile del diagramma 
è ugualmente attendibile. 
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gramma 0,8 esteso fra i valori di o e di e che si hanno ai due lembi della sezione. 
Quindi tale area dev'essere nulla, ossia le due parti del diagramma devono avere 
aree uguali tra loro (Q,=Q,= 2) 


La seconda condizione Il dA -y= M diventa 


Ltmaz Fe max 
(0) M= be(f ode -8 + ode * DÌ = br(8,+ S)= br(QA + LA) = br 27 + 
Ù Ù 
Inoltre si ha (n. 761) r=%: (2.4 &)mcx» per cui risulta 


2A 
(C+ 8haa 


Per lo studio pratico si assumono due porzioni nelle due parti del diagramma, 
aventi aree (2, e 2, uguali, si determinano i loro baricentri e la distanza orizzontale 
4 di questi. Si fa la stessa cosa per parecchie coppie di aree £2 diverse, e si ottengono 
così numerosi valori di (27 e i valori corrispondenti di (E: + Ec)maz» OSSÌIa numerosi 
valori del rapporto (24 : (8: + &0)Zax È facile allora determinare per interpolazione 
il valore di questo rapporto (e i corrispondenti valori di &, mas © di &, maz) che s0d- 
disfa la (1432). 

In casi speciali è anche possibile il calcolo analitico (esercizio 1598). 

Noti & mar ©d E: ma» sÌ conoscono anche 4 mar ® Ce maz* 


(1432) M= bl? 


Esercizio 1598. — Le due parti del diagramma 0,8 siano rappresentato dalle 
equazioni e, = coî, e, = 2c07 (nota 33) (ciò significa che la deformabilità a trae 
zione è doppia di quella a compressione). 

Soluzione. Tralasciando l'indice max alle o e alle e (cioè ai lembi della sezione), 
siha Q,= (2/3)0,8,= 2, = (2/3)0,8 da cui 0,8= 0,8, Quindi 0, + 2c07 = 07 * c08, 
da cui 20} = 0î, 0, = 1,260, 0, = 0,7940,. Per conseguenza si ha anche e,= 1,268, 
&= 0,794e,. Inoltre l’area (2 espressa mediante le sole o è Q = (46/3)o3 = (2c/3)03. 

Le distanze dei baricentri delle aree 2, e £2, dall’asse o sono (24,) 7,= (3/5)e% 
di= (3/5) e quindi 7= (3/5)(e + ex) = (30/5)(20$ + 02). 

Infine si ha (e,+&)?= e°(202 + 02)? 

Perciò la (1432) dà 


(4c/3)0f * (3e/5)(207 + 07) _ jje _(4/5)0? n) 
MU= bh? 2071 051 bi 308 + ci 0,2230,bh?, 


e analogamente M= 0,1770,bht?. 

Dato M, si hanno così immediatamente 0, e 0,, e quindi anche £,= 2003, 
&= coî. La posizione dell'asse neutro è determinata dalle due distanze y' e y” 
dai due lembi, tali che y :y/=e,:&. 


Esercizio 1599. — I dati siano db= 5 cm, R= 10 em, M= 125000 kgem. 
Soluzione. Si ottiene 


125000 125000 


= 0223-10" 1121 kg/emq, 06,= olmi: s- 108 1412 kg/cmq. 
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Si ha poi e;/e,= 0./0;= 1412/1121 = 1,26. Quindi le distanze dell’asse neutro 
dai lembi sono tali che y//y”= 1,26, per cui risulta y’= (1,26/2,26)h = 0,5575h, 
y'= (1/2,26)} = 0,4425%. 


763. Travi di cemento armato. 


Ci limitiamo a considerare il caso della sezione rettangolare con ar- 
matura semplice. 

a) Per un dato valore M, del momento flettente, assunto un valore 
conveniente per la larghezza d, conviene determinare anzi tutto l’altezza 
della sezione e l’area A, del ferro, con le quali si raggiungono contempo- 
raneamente le tensioni di snervamento 0, al lembo del calcestruzzo (*°) 
eo, nel ferro quando M = M,. A tal fine, basta usare la tabella generale 
del n. 527 (per ciò che si è detto finora, si considera elastico il comporta- 
mento fino allo snervamento). Noti i valori di p = n05/0;s, ® quindi dei 
coefficienti aj e a,, dalla (825) si ricava &, poi dalla (827) si ricava 4,. 
Per n sarà opportuno assumere un valore un po’ alto, per tener conto del- 
la notevole diminuzione di E, quando la 0, è elevata. 

b) Se (con i valori suddetti di è e R) A, è minore del valore trovato 
in a), si raggiunge la g,, nel ferro quando è ancora cs < Ge © con un mo- 
mento M < M,. Dalla (827) si ricava a,, e quindi dalla tabella i corrispone 
denti valori di a e di p= no:/0,.. Poi con la (826) si calcola il momento 
M che provoca la 0, = 0,,, e dal valore di p si deduce co. 

c) Se invece (con i valori suddetti di b e 4) A, è maggiore del valore 
trovato in a), si raggiunge la c,, nel lembo del calcestruzzo quando è 
ancora 0, <g,,, e con un momento M > M,. Dalla (827) si ricava a, 
e quindi dalla tabella i corrispondenti valori di a, e di p. Poi la (825) dà 
M che provoca c,= 0. e dal valore di p si ricava 0,. 


d) Nel caso considerato in c) (cioè A, a 
abbondante), se 3 è maggiore del valore - 
calcolato in c), ma minore del valore che fa 
snervare anche il ferro, è facile studiare il re- n Tria 


gime statico. h 
Coi simboli della fig. 1628 si ha (cfr. la 
(798)) 


he 
( ong h=4. 


Fig. 1628. 


Quindi le due condizioni /odA= 0 e fodhy = M diventano (cfr. il n. 525) 


(®*) Si suppone che il diagramma 0, sia al solito quello della fig. 1609a. È però opportuno 
avere presente che, per il calcestruzzo, tale diagramma non è di solito molto attendibile, perchè 
il diagramma effettivo non presenta nè una vera fase di proporzionalità nè un ben definito va- 
lore della c,. Ciò nonostante, il valore My è attendibile, per quanto si vedrà nel punto e). 
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= 
y=ud 
u 


das yu _ 
cubu (1 2)+ es by 1) (1 = )= x. 


o, bu + Ca b(y — u)= no,, 


(0) 


Eliminando w mediante «= % — Y, le (b) si possono anche scrivere 


(A) { bh — NY —R+h)+ (0/24 — B+ = nA(h — y) 
È Cod — 9) :24+ (02,/2)by — Rn+W)(2 — y+h):3= M. 


Se è dato il valore di M, si possono ricavare le incognite y e »', che determi. 
nano la zona reagente e la parte plastica. Si può procedere per tentativi, ad es. 
ponendo un valore di tentativo per y nella seconda e risolvendola per È; poi 
si sostituisce %' nella prima e si risolve per y, che deve coincidere col valore di 
tentativo. Noti y e ?', e quindi «, la (a) dà 0, 

Se invece si vuole che y e v, e quindi anche %’, assumano determinati valori, 
dalla prima delle (6,) si ricava l’area A, e dalla seconda il momento M necessari. 

Si può anche calcolare il momento M che fa raggiungere lo snervamento anche 
al ferro, e che naturalmente fa diventare plastica anche una certa zona wu. 

e) Alle volte interessa conoscere il valore limite M/' del momento che si ha 
quando 05 = 0, 00 = Ca U=y (fig. 1628). 
Per la sezione rettangolare, le due solite condizioni diventano 


— Crhy 
©) Î A) 
Mi =o02,4(h— y/2). 


Per la sezione a T con l’ala larga è e l’anima larga bd; (fig. 1163), le relazioni 
c) non cambiano se y<8. Se y>s, procedendo nel solito modo, si ottiene 


P Î 
Mi =o,A(h— 5/2) — ceby — 8)y/2 » 

In pratica il valore di o., è assai incerto. Fortunatamente però questo ha 
una lieve influenza su M}': Infatti nelle c) y (che risente di 0,3) è piccolo rispet» 
to ad 4; nelle d) il secondo termine al secondo membro è di solito molto minore 
del primo, e questo è indipendente da 0,,. 


Esercizio 1600. — Calcolare l’altezza utile } e l’area 4, di una trave di cemento 
armato larga b = 30 cm, in modo che per I, = 84000 kgm si abbia c,,= 180 kg/ecmq 
al bordo e G,s= 2500 kg/emq. Si assume n= 20. 

Soluzione. Si ha p= 20 - 180/2500= 1,44, cui corrispondono ay= 0,5902, 
az = 0,2370, ag = 0,3413, a,= 0,4249, a, = 0,803. 

Dalla (825) si ricava 

h®= 8400000/0,5902 - 180 - 30 = 6563,5, da cui = 81 cm. 
Quindi dalla (827) si ricava 
A,= 0,4249 - 30 + 81/20= 51,6 cmq. 
Se interessa conoscere l’area reagente, la (824) dà y= 47,8 cm. 
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Esercizio 1601. — La trave dell’esercizio 1600 ha A,= 42 cmq. Calcolare 
il valore di M col quale si raggiunge la 0,,, e la tensione c,. 
Soluzione. Assumendo ad es. n= 16 (perchè o, risulterà assai minore di 0,3), 
dalla (827) si ricava 
a,= 16 - 42/30» 81= 0,2765, 


cui corrispondono ax = 0,2289 e p= 1,07. Quindi si ottiene 


M= 0,2289 - 2500 - 30 - 818/16= 7038700 kgem 
0,= 1,07 - 2500/16= 167 kg/emq. 


Esercizio 1602. — La trave dell’esercizio 1600 ha A4,= 60 cmq. Calcolare 
il valore di M col quale si raggiunge la c,, al lembo, e la tensione gy. 
Soluzione. Assumendo n= 20 (perchè 0,= 0), dalla (827) si ricava 


a,= 20 - 60/30 - 81= 0,4938, 
cui corrispondono a; = 0,2447 e p= 1,603. Quindi si ottiene 


M= 0,2447 - 180 - 30 - 81° = 8669600 kgem 
0,= 20 » 180/1,603 = 2246 kg/cmq . 


Esercizio 1603. — Nella trave dell'esercizio 1600 si vuole che risultino 
y= 55 cmen= 15 em. Calcolare l’area A, necessaria, il momento M occorrente 
e la tensione 0,. 

Soluzione. La (a) dà 


0,= 20 - 180(81 — 55) : (55 — 15)= 2340 kg/emq. 
Essendo %&’/= 81 — 15= 66 cm, dalle (8;) si ottiene 


_ 30(81 — 66)(55 — 81 + 66) + 15(55 — 81 + 66)? 
= 20(81 — 55) 

M = 180 - 30(81? — 662) : 2+ 90 - 30(55 — 81 + 66)(2 - 66 — 55 + 81):3= 
11641500 kgem. 


A; = 80,8 cmq 


Il 


Esercizio 1604. — Nel caso dell’esercizio 1602, calcolare il valore di M oo- 
corrente perchè anche il ferro raggiunga lo snervamento, e determinare il regime 
statico. 

Soluzione. Si ha (a) 


2500(y — u)= 20 - 180(# — y), dacui u=2,444—1,44h. 
Quindi, avendo presente la (a), la prima delle (5) diventa 

180 - 30(2,44y — 1,44 - 81) + 90 - 30(y — 2,449 + 1,44 - 81) = 2500 - 60, 
da cui y= 50 cm, w= 5,5 cm. La seconda delle (b) dà poi 


M = 180 - 30 - 5,5 - 78,2 + 90 - 30 - 44,5 - 60,6= 9622000 kgem, 
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764. Le tensioni tangenziali nella flessione plastica. 


a) Data una trave di sezione rettangolare larga d e alta A, determi- 
niamo le tensioni tangenziali 7 in una sezione $ soggetta a sforzo di taglio 
T, quando il momento fiettente M ha valori compresi fra 1 ed 1 È 
e nel caso in cui il diagramma 0,8 sia quello della fig. 1614. 

Consideriamo un tronco dr della trave (fig. 1629 a) limitato da due 
sezioni 8 ed S, (come nel n. 166). In S le o dovute a M hanno la distribu- 
zione trovata nel n. 757 a): nelle due zone (Qh — 4'):2 si ha c= 0, 


s 


Fig. 1629. 


nella zona centrale h' la o varia linearmente. In S, le o dovute a IM, = 
= M+dM= M+ Tdx hanno una distribuzione analoga: però, se 
M,> M (cioè se 7 è positivo), la 4’ ha subito una variazione dh' negativa, 
per cui ciascuna delle due zone aventi c= 0, è aumentata di |dh'|:2 
e la zona elastica è diminuita di dh’. 

La distribuzione delle o in 8, differisce da quella in 8 per il diagramma 
triangolare infinitesimo della fig. 1629 b), che è praticamente equivalente 
(dh'/2 è infinitesimo) a quello della fig. 1629 c). La tensione do dovuta a 
dM è analoga all’incremento do = 0, — 0 della o ai lembi nel caso del 
n. 166 (fig. 216 b), pure dovuto a dM, con la sola differenza che ora l’in- 
cremento delle o è limitato alla sola altezza 4’, anzichè a tutta l’altezza A. 

Queste considerazioni sono sufficienti per concludere che le tensioni 
tangenziali 7 provocate da 7 sono nulle nelle due zone plastiche (£ — h') : 2 
ed esistono soltanto nella zona elastica 4'; e che per conseguenza in questa 
zona le 7 si ottengono sostituendo 4’ = ff ad & nei risultati del n. 166. 
Pertanto, il diagramma 7 è una parabola (fig. 1629 d) come nella fig. 217, 
CON (191) tmaa = 1,57/bh', ossia 


Tmax elastica 
(1433) Tmax plastica n 


B 


b) Alla stessa conclusione si giunge ripetendo il calcolo del n. 166 a). 
Se ci limitiamo a determinare la taz in corrispondenza dell’asse neutro n, 
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la prevalenza del complesso delle c, in S, rispetto alle o in S, rappresentata dal 
triangolo della fig. 1629 b), vale (1/2)(d4//2)o,= 0,44'/4. Differenziando la (1423) 
si ha 
_,_CAQMIM _ x Tax 

2V3= 21/M; Miv3— 2M]M;° 


Uguagliando 0,dh'/4 a ty-bdx agente nello strato neutro, si ha 


dh' 


Lala Le 
4 © M;V3- 201/M 
da cui 
CA hT LA LT 31 Tiansi 
Tux z # 


4 Gnvs=aMaii + 000/09 2 DB B 


L'aumento delle 7 secondo il fattore 1/8 > 1 è dovuto al fatto che ora l’altezza 
della zona in cui esistono le 7 è R'= ph < h, come risulta chiaramente dalle con- 
siderazioni fatte in a). 


Esercizio 1605. — Trave di sezione rettangolare, d= 5 cm, h= 10 cem, sog- 
getta a 7 = 20000 kg e a M = 1,40M.. 

Soluzione. In regime elastico si avrebbe (191) mas = 1,5 * 20000/5 - 10 = 
= 600 kg/emq. Ad a = 1,40 corrisponde (n. 757 a) f = 0,45. Perciò si ottiene (1433) 


Tmax = 600/0,45 = 1333 kg/cmq. 


765. Flessione e sforzo normale. Sezione rettangolare. 


Studiamo ora la sollecitazione di flessione M e di sforzo normale N 
in regime plastico, limitandoci al caso della sezione rettangolare di lati 
behe dell’asse s coincidente con una mediana (parallela ad 4). Il diagramma 
o, sia quello della fig. 1614. 

Supponiamo che N sia di trazione. Vedremo poi che i risultati valgono 
anche se è di compressione. 

a) Conviene esaminare separatamente i casi in cui la o, appare 
in una sola zona prossima a un lembo della sezione, oppure nelle due zone 
prossime ai lembi, perchè la discontinuità 
esistente tra essi non consente un’imposta- 
zione unica; e cominciamo col primo caso. 

Siano h' l’altezza della zona elastica e 
0°’ la tensione nel lembo ancora elastico 
(fig. 1630). Per semplificare le equazioni, 
pensiamo la distribuzione delle o come 
differenza fra una uniforme o, nell’intera 
sezione e una triangolare ors di compres- 
sione, perchè in tal modo soltanto quest’ul- 
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tima ha momento non nullo rispetto all’asse baricentrico, mentre la prima 
ha la risultante nota o.bh. 

Le equazioni che esprimono l’uguaglianza fra azioni interne ed esterne 
risultano 


(1434)  N=odh— o 


(Cnn 
i, Mm=t3° 


0,— o” 
2 


Esse determinano i valori di N e di 1 necessari affinchè risultino asse- 
gnati valori di h' e di o”. 
Se invece sono dati N ed M, si ottengono #' e 0’ risolvendo le (1434): 


, 38M 
W=15%— Toy 
(1435) alta oh — N ee n) o 
o 397150336: (dh N 7 ( n) “br 


Affinchè risulti h' <h, dev'essere 
(a) M>obh/6—Nh6= M.,—Nh/6, oppure N>6(M— M):h. 


Affinchè risulti poi o” > — 0, cioè sia verificata l’ipotesi di una sola zona 
plastica, dev'essere 
(0) M<M,+ Nh/6— N?/3ob. 


Inoltre dev'essere evidentemente M < M/' =1,5M, N<oJh. 

In particolare, se M= M,—Nh/6 ed N=0%h/2, risulta #'=h, 
0” = 0, com'è naturale, perchè l’eccentricità risulta e= M/N= 1/6. 

Se M= Med N=0, risulta = kh, o!=—0, (n. 757 a, fig. 1616 a). 

b) Esaminiamo ora il caso in cui la 
condizione (b) non è soddisfatta; per cui 
appaiono nelle due zone le tensioni +- 0, e 
— 0, Indichiamo con %' l’altezza della 
zona elastica e con R, e X, le due parti ef 
e be di essa al disotto e al disopra del 
baricentro G@ (fig. 1631 a). Per semplificare 
le equazioni, pensiamo la distribuzione 
delle o come sovrapposizione di quella 
aceg (uguale a quella della fig. 1616 c) e di 
quella intrecciata dedef, perchè in tal modo 
soltanto quest’ultima ha risultante non 
nulla, mentre la prima ha (1424) il mo- 
mento noto g, * bh?/4. 

Osservando che cd=0,-k:(h'/2)= 
=20h/h' e che de=o,-k:(K[2)= 
= 20,h,/h', le solite relazioni fra azioni 
Fig. 1631. interne ed esterne sono 


5) 
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(A, hs bha cb, 3 
N=ocb 06, M=o 7-34), 
ossia 
N=oblh—-h), 
(1436) 
M=M/— è (2— KR + he) = di (34° — 4h'2-4+- 120/27). 


Esse determinano i valori di N e di M necessari affinchè risultino dati 
valori di ©, e hi. 

Naturalmente, se N=0, risulta R;= R,=%/2 ed M=M/— 
(n. 757). 

Quando la sezione è interamente plasticizzata (fig. 1631) le (1436) 
diventano (R= — ht) 


(1437) N=20bk,  M=M/—oph= 0pl/41— (2X//h}]. 


Se N= 0, risulta M= M/'; se lo sforzo normale ha già da solo esau- 
rito le estreme riserve di resistenza della sezione (N=N,= o.bh, hi,= h/2) 
la sezione non è ovviamente in grado di resistere ad azioni flettenti, e 
dalle (1437) si ottiene M = M{ — o,bh?/4= 0. 

Se con N, = o,bh si indica lo sforzo normale limite, la seconda delle 
1437, che fornisce il momento limite in presenza di N, può essere 
scritta (9) 

(1437) M= M/(1- N°?/Nî). 


c) Sia ora N di compressione. 

Nel caso analogo a quello a) (fig. 1632 a) conviene considerare N e 0, 
positivi pur essendo di compressione, e o’ positiva se di compressione, 
perchè allora le (1434), (1435) rimangono invariate, come si riconosce 
scrivendo le solite relazioni. 


obh'? 


12 


o; 


--- S ---- 
sl. ; 


Fig. 1632. 


(€) V. FrancIOSI, Sul calcolo a rottura delle strutture monodimensionali in regime elasto-pla- 
stico, « Giornale del Genio Civile », 1952, n. 7-8. 
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Nel caso analogo a quello d) (fig. 1632 b) risulta %, < #,. Perciò basta 
considerare N negativo (0, positiva), e usare ancora le (1436), (1437). 

In entrambi i casi il totale delle compressioni prevale naturalmente 
sul totale delle trazioni. 


Esercizio 1606. — Sezione rettangolare di latib= 5 em, #= 10 cm; 0,= 2400 
kg/emq. Calcolare i valori di N (trazione) e di M necessari affichò risulti 
W= h/2, 0”= 0 (fig. 1633 a). 

Soluzione. Le (1434) dànno 


3 gt = È 2400 - 5 - 10— 90000 kg 


Cs, h 
N=ohh-G65 


o.,, h(h h 1 _ dl PES = da 
u=%054 (3 5) 13 Cl = 75 2400 + 6 10*= 100000 kgom, 
re Gi ul CA CA 
NA , ; 
| hf, o, A I. 
h Ri a i a 
fa 
de 9s Os a Is 
a) db) e) d) 


Fig. 1633, 


Esercizio 1607. — Idem (*), affinchè risulti R'= 4/3,0”= — o, (fig. 1633 b). 
Soluzione. Le (1434) dànno 


2 
3 


C+.0,; È 2 
N=ocyh a 5 £b 3 osbh 


3 2400 + 5 + 10= 80000 kg 


g,4+0,; B(h RT na Tonin 
M 53( )= gp 0088 = 7} 2400 + 5 - 10*= 155550 kgom. 


2 2 9 


Esercizio 1608. — Idem, affinchè risulti 2’ = 34/4 nella parte inferiore (perciò 
N sarà di compressione), o” = — 0/2 (fig. 1633 c). 
Soluzione. Le (1434) dànno 


C+ 0:/2,3h_ 7 Ls "la AR 
N= 03h Sete = ipobh= 1 2400 - 5 - 10— 52500 kg 
G5+0:/2, 34(h h 9 9 SS = 
ET, ola (5 2) GI ONE = i 2400 5 + 10* = 168750 kgem + 


(*) In questi esercizi si assume la stessa sezione per rendere più immediato ed espressivo 
il confronto dei risultati. 
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Esercizio 1609. — La stessa sezione. Dati N= 50000 kg di trazione ed 
M= 150000 kgem, calcolare %° e 0°. 

Soluzione. Se 0,= 2400 kg/cmq, si ha 2, = 200000 kgem, 21/7’ = 300000 
kgem. Il secondo membro delle condizioni (a) e (5) vale rispettivamente 116667 
kgem e 213889 kgem. Il valore di M è compreso fra questi due valori, per cui si 
verifica il caso studiato in a). 

Le (1435) dànno 

3 - 150000 


HW = 1,5 °10— s700-5-10— 50000 — 507 em 


0 50000 
o” = 2400(1- 2a t ro 857 


— 867 kg/emq. 
Esercizio 1610. — La stessa sezione. Calcolare i valori di N e di M necessari 
affinchè si verifichi il caso della fig. 1631, con #,= 0, = h'= h/4 (fig. 1633 d). 
Soluzione. Le (1436) dànno 


N cp(4 o) 1 ch = . 2400 - 5 - 10= 30000 kg 


4 £ 
PU Ù a Un = ul = ll V ques 5 
M=o, i3(3 _ 2a, = 1g CDI = 73 2400 + 5 + 10*= 275000 kgem 


Esercizio 1611. - Idem, affinchè risulti 2, = 34/8, 2,= — N/8 (fig. 1633 e). 
Soluzione. Si ha h' = h/4. La prima delle (1436) dà 


Neos + L)- Dos1= 3 2400-5-10= 60000 kg. 


2 
La seconda dà M = 218800 kgem. 


Esercizio 1612. — La stessa sezione. Dati = 20000 kg di trazione ed 
M= 250000 kgem, determinare 7, e Mi. 

Soluzione. Si verifica il caso studiato in b), perchè M è maggiore del secondo 
membro della condizione (6), che vale 222222 kgem, ed è minore di M,' = 300000 
kgem. 

La prima delle (1436) dà 2, = 45 + 1,67. 

Dalla seconda si ottiene, per 7}, la soluzione possibile R, = 2,26 cm. 


Esercizio 1618. — Idem, essendo dati N= 20000 kg di compressione ed 
M= 250000 kgem. 

Soluzione. Considerando N negativo nelle (1437), si ottiene 2, = 2,26 cm, 
h,= 3,93 em. 


766. Torsione. Sezione circolare. 


a) Anche nel caso della torsione, quando nella zona prossima al 
contorno della sezione si supera il limite di proporzionalità, cambia la 
distribuzione delle tensioni tangenziali 7. 
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Finchè il comportamento è elastico, le 7 variano proporzionalmente 
alla distanza r dal centro (n. 142 c); e se Rè il raggio della sezione, si ha 
al contorno (148,) tnas=M, {Wi dove W,=xR?/2, che indicheremo 
con W,,. 

Se 7, è il valore di 7 che corrisponde allo snervamento, quando M, 
raggiunge il valore di 7,W.,, che indicheremo con M° 433 12 Tmas al contorno 
raggiunge il valore 7,. Le 7 variano ancora proporzionalmente a r (figura 
1634 a), e vale ancora la relazione tmas = MiJW.= ©.). Inoltre lo scor- 
rimento al contorno è y= yr. 

Quando M.,> Mi,, l'angolo di torsione unitario 0 (n. 144) continua 
a crescere, e quindi y al contorno cresce oltre y,, senza che 7 cresca oltre 


ts ts k7] 
a) 6) ce) 


Fig. 1634. 


t, (si ammette che il materiale sia molto duttile, ossia che il diagramma 
t;7 sia analogo a quello c,e della fig. 1609 a). Intanto la 7, si estende 
a una zona della sezione a partire dal contorno, definita dal raggio #, 
per cui la distribuzione delle 7 diventa quella della fig. 1634 b). 

Al crescere di M, la zona plastica si estende verso il centro, al quale 
tende quando @ diventa molto grande, e la distribuzione delle © tende 
a diventare quella della fig. 1634 c). 

Per ottenere il raggio r’ che separa la zona elastica da quella plastica, 


per un dato valore di M,> M; i» basta scrivere la relazione fra le 7 della 
fig. 1634 Db) ed M,: 


R 
13 ‘3 sa 2R3 18) 
M=u+ fudrdrr 15 pt 3 La = 2 È FT) 
da cui 
(1438) v=RVi-3H]M,=RVI—=3%a= fR. 


Per i diversi valori dia= M, /Mi,, i valori di f sono 


a=1,00 105 1,10 1,15 1,20 125 130 1,333 
B=1,00 0,958 0,89 0,82 0,74 0,63 0,46 0 


M;,= n2400(6° — 8°) :2= 712500 kgem, 
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b) Per M,=4M;,/3 la (1438) dà 7'=0, per cui si raggiunge il 
comportamento plastico nell’intera sezione (fig. 1634 c). Indicando con 
M:; questo valore di M,, si ha 


(1439), (1440) 11;;= 7.W.,=1,33Mî,, essendo W.,= 2xR?/3=1,33W,,. 


Questo momento M;; è il massimo che la sezione può sopportare, 
nell'ipotesi che il materiale sia duttilissimo e quindi abbia lo snervamento 
illimitato (y,' = co). Pur essendo irraggiungibile la situazione corrispon- 
dente a M/, è possibile accostarsi moltissimo a questo valore (più che 
pel caso del n. 757 d). Ad es., se y, = 47, quando y = y;' al contorno 
della sezione, si ha y, a distanza E/4 dal centro; per cui r' = 0,25£, e 
per la (1438)1/,= 1,328M;, = — (43)Mi,. 


Esercizio 1614. — Albero di acciaio di 5 cm di diametro. Calcolare Mi}, ed 
M;, per t,= 2400 kg/emq. 

Soluzione. Si ha W,,=72,5°/2= 24,54 cm?, W,,= 272,5°/3 = 32,72 cmî. 
Quindi si ottiene M;,= 2400 + 24,54 = 58900 kgem, Mi, = 2400 - 32,72= 78500 
kgem. 


Esercizio 1615. — Che valore deve avere M, affinchè sia r' = 228/31 
Soluzione. Si ha B = 2/3, per cui la (1438) dà 

3 

V4- 3a= 2/3, da cui 4-3a= 8/27, a=1,23, M,=1,23M;,. 
Esercizio 1616. — Sezione a corona circolare (fig. 1635), di raggi E, ed Py 


Determinare il raggio x’ corrispondente a un dato valore di M, > Mi, 
Soluzione. L'equazione fra le 7 ed M, è (n. 765 a) 


13 _ p3 3 pf 
(44) 1,=T95 FR Ea! - 
pcs 
A 3) 


L'inizio dello snervamento (r'= E.) si ha per 
M;,= xt,(R3 — 3) : 2. Lo snervamento completo 
(= R;) si ha per Mi;= 2r7,(Rì — E3) : 3. Quindi Fig. 1635. 
anche in questo caso è M;j = (4/3) Mia. 

La (1441) dà M, corrispondente a un dato valore di r°. Se invece è dato M,, 
risolvendola per 7’ si ha È 


(1442) = VIRI=3R= Mm, 


Esercizio 1617. - Albero cavo, avente E,= 6 cm, R,=3 cm. Calcolare 
Mi, ed Mi, per 7,= 2400 kg/emq. 
Soluzione. Per quanto si è trovato nell’esercizio 1616, si ottiene 


M{ = 272400(6° — 3°) : 3 = 950000 kgem 4 
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Finchè il comportamento è elastico, le 7 variano proporzionalmente 
alla distanza r dal centro (n. 142 c); e se R è il raggio della sezione, si ha 
al contorno (148,) tmas=M/W, dove W,= xÈ*/2, che indicheremo 
con W,,. 

Se 7, è il valore di 7 che corrisponde allo snervamento, quando M, 
raggiunge il valore di 7,W,,, che indicheremo con M 439 12 Tmas al contorno 
raggiunge il valore 7,. Le 7 variano ancora proporzionalmente a r (figura 
1634 a), e vale ancora la relazione tmas = M i/We= ©.). Inoltre lo scor- 
rimento al contorno è y= y;. 

Quando M,> Mi, l'angolo di torsione unitario 0 (n. 144) continua 
a crescere, e quindi y al contorno cresce oltre y/, senza che 7 cresca oltre 


(4°) / ©) ) [] 
a) 6) ce) 


Fig. 1634. 


t, (si ammette che il materiale sia molto duttile, ossia che il diagramma 
t; sia analogo a quello 0,e della fig. 1609 a). Intanto la 7, si estende 
a una zona della sezione a partire dal contorno, definita dal raggio #', 
per cui la distribuzione delle 7 diventa quella della fig. 1634 Db). 

Al crescere di M, la zona plastica si estende verso il centro, al quale 
tende quando 0 diventa molto grande, e la distribuzione delle 7 tende 
a diventare quella della fig. 1634 c). 

Per ottenere il raggio r’ che separa la zona elastica da quella plastica, 
per un dato valore di M,> M i» basta scrivere la relazione fra le 7 della 
fig. 1634 b) ed M;: 


R 
13 13 R3°— 23 ‘3 
M,= + Sutra dan onan(_ 5) 


da cui 


(1438) v=RVI=3M]M,=Ryi—3a= fR. 


Per i diversi valori di a= M./M i i valori di f sono 


a=1,00 1,05 110 1,15 1,20 1,25 1,30 1,333 
B=1,00 0,95 0,89 0,82 0,74 0,63 0,46 0 


M;,= x2400(6° — 3°) ;2= 712500 kgem, 
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b) Per M,=4M;/3 la (1438) dà r'=0, per cui si raggiunge il 
comportamento plastico nell’intera sezione (fig. 1634 c). Indicando con 
M;; questo valore di M,, si ha 


(1439), (1440) M;= 7.W,,=1,33M7,, essendo W,,= 2xE5/3=1,33W,,. 


Questo momento M;; è il massimo che la sezione può sopportare, 
nell’ipotesi che il materiale sia duttilissimo e quindi abbia lo snervamento 
illimitato (y;' = 00). Pur essendo irraggiungibile la situazione corrispon- 
dente a M/', è possibile accostarsi moltissimo a questo valore (più che 
nel caso del n. 757 b). Ad es., se y; = 47, quando y= y,' al contorno 
della sezione, si ha y7, a distanza E/4 dal centro; per cui r' = 0,25£, e 
per la (1438), = 1,328M,, = — (4/3)M.,- 


Esercizio 1614. - Albero di acciaio di 5 cm di diametro. Calcolare Mi}, ed 
M;;, per t,= 2400 kg/cmq. 

Soluzione. Si ha W,,=72,5°/2= 24,54 emî, W,,= 272,5°/3= 32,72 emi. 
Quindi si ottiene 1}, = 2400 - 24,54 = 58900 kgem, Mi; = 2400 - 32,72 = 78500 
kgom. 


Esercizio 1615. -— Che valore deve avere M, affinchè sia r' = 22/31 
Soluzione. Si ha f= 2/3, per cui la (1438) dà 

Li 

V4_- 3a= 2/3, da cui 4-3a= 8/27, a=1,23, M,=1,23M;,. 
Esercizio 1616. — Sezione a corona circolare (fig. 1635), di raggi E, ed PR, 


Determinare il raggio r’ corrispondente a un dato valore di M,> Mi, 
Soluzione. L'equazione fra le 7 ed M, è (n. 765 a) 


18 — 3 3 778 

(1441) 2,= tnt o ear = 
man 
36 2). 


L'inizio dello snervamento (r'= R,) si ha per 
Mi;,= xt,(R° — E3) : 2. Lo snervamento completo 
(r°= R;) si ha per M:{= 2r7,(Rì — R3) : 3. Quindi Fig. 1635. 
anche in questo caso è M}j = (4/3) Mis. 

La (1441) dà M, corrispondente a un dato valore di r’. Se invece è dato M,, 
risolvendola per r’ si ha 


(1442) = VER—3R— Mat, 


Esercizio 1617. — Albero cavo, avente E,= 6 cm, R,=3 cm. Calcolare 
Mi, ed Mi, per 7, = 2400 kg/emq. 
Soluzione. Per quanto si è trovato nell'esercizio 1616, si ottiene 


M{= 2r2400(6° — 3°) :3 = 950000 kgem 
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767. Influenza dell’inerudimento. 


a) Se l’inerudimento segue a poca distanza lo snervamento, ossia se 7," 
non è molto maggiore di 7: può accadere che, quando la t, ha già invaso una certa 
zona, si abbia al contorno Ymax > Y4', © che perciò 
esista una zona inerudita. 

Supponiamo che il diagramma T,y sia come 
quello g,e della fig. 1609 b). Procedendo come nel 
n. 760 a), siano G e G, i due moduli di elasticità. 
Nella fase d’incrudimento si ha 7 t,= Gy — yi). 
Se #° ed 7” sono i raggi delle circonferenze che limi- 
tano le tre zone (fig. 1636), si ha r/:r = va ih 
Se si pone y5'/y,= 7, G/G= n, si ha r"= VAS 
vi= 4/6, yi = 06, y= (t./G)rfr'; per cui si 
può scrivere 7T—7,= Tepi(r/r° — g). 

Nella zona R— r” soggetta a inerudimento, la 7 si può considerare come 
sovrapposizione di 7 — 7, alla 7, Il momento della sola tensione addizionale 
t_—-t, vale 

R 


R 
pi (€_- t.)2ardr -r=/t,1 (E _ 2) 2rr®dr = 2atje( 
sei sii 


Ri — pa R3— p23 
77% 3 o] 


Quindi l'equazione fra 3, e lo 7 risulta (n. 766 a) (r= gr’) 


78 3 g°8 RA — yip'4 3 — 4,308 
(1413) 21,= 7,5 +20, È 7- +2 p( Eri get). 


Assunto un valore di 7’, la (1443) dà il valore corrispondente di M,. Se invece 
è dato M,, si ottiene #’ risolvendo l’equazione di quarto grado. 
3) Si raggiunge l’incrudimento al contorno quando f= r/R= pi ivi = 
= 1/X, ossia (1438) quando 


3 
I/x= V4- 8a, da cui a= 1393-73. 


Perciò si dove usare la (1443) invece della (1438) quando M,è tale che a > 1,333 + 
1 
C 3%8° 
0) Se y; = y; (fig. 1609 c) (fase di snervamento brevissima), si ha r”= r°, 
e basta porre nella (1443) x= 1 


Esercizio 1618. — Siano X= pilyi= 2, p= G/G= 0,25. Calcolare il mo- 
mento 1, corrispondente a r'= E/5. 
Soluzione. La (1443) dà 


_ 1/68 91-15 0 pgs(5= 2:15 .1-2-1/58 
M= rat [PD +2 ha 0,25 ( Ò 2 È )- 


= 0,96237,7R? = 1,92467,7R9/2= 1,922;,. 
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Nel caso della fase di snervamento illimitata (n. 765 a), per r'= £/5 si ha 
M,= 1,3307M{,. 


Esercizio 1619. — Idem, nel caso di y{' = yi, cioè per y= l. 
Soluzione. La (1443) dà M= 2,25Mi, 


C) LA DEFORMAZIONE DELLE TRAVI. 


768. La curvatura delle travi inflesse. 


La curvatura in un punto di una trave inflessa, nel quale il momento 
M ha un dato valore compreso fra M{ (che provoca a, ed e, ai lembi della 
sezione) ed M};' (che provoca c, fino all’asse neutro), si calcola in modo 
molto semplice (3°). 
a) Sezione rettangolare, diagramma o,e della fig. 1614. Quando 
M= M,, si ha ai lembi della sezione 0= 0, ed e= £e;; ed essendo il mate- 
riale ancora elastico nell’intera sezione, vale ancora la relazione (#9) p= 
= 1/r= M;/EJ= g;. Quando M è compreso fra M; ed M/', ai lembi è 
e> e;, e si ha la e; nei punti di due rette di, jj (fig. 1616 b) distanti tra 
loro »'. Perciò l'angolo di flessione g; è cresciuto nel rapporto h/h' = 1/f 
(1423,), ed è diventato p= g//B = (M:/EJ):f. Essendo poi a = M/M, 
(n. 757 a), si ottengono due Co di g o di 1/r: 


ces e-7=- 0 - 


Ciò significa che in regime semiplastico la curvatura è quella che in regime 
elastico sarebbe provocata da un momento maggiorato M°= M;/f = 
= M/af > M. (Si potrebbe invece lasciare inalterato M e sostituire 
E col valore ridotto E° = afE). 

Per diversi valori di a si ha 


a= 1,00 1,05 1,10 1,15 1,20 1,25 1,30 1,35 1,40 1,45 1,50 
af = 1,00 0,996 0,984 0,962 0,930 0,884 0,822 0,739 0,626 0,459 0 
1/aB = 1,00 1,004 1,016 1,039 1,076 1,131 1,216 1,352 1,597 2,181 co 
Come si vede, l’influenza della plasticità sulla deformazione diventa 


sensibile solo quando M è notevolmente maggiore di Mi, ossia prossimo 
a M/. Così quando M cresce del 10% oltre 1, g cresce solo di 16 per 1000 


(®*) Si veda, per es., O. BELLUZZI: Sul calcolo delle travi inflesse in regime plastico, « Inge- 
gneria ferroviaria », 1947, n. 7-8. 

(**) Ricordiamo che 9g = ®/l è l’angolo di flessione di un tronco di trave di lunghezza uno; 
per cui, essendo rp = 1, 9 è anche la curvatura 1/r (n. 126 a). 


592 CAPITOLO TRENTESIMO 


oltre il valore elastico; mentre quando M cresce del 40%, g cresce di 
597 per 1000. 

0) Sezione a doppio T, diagramma 0,8 della fig. 1614. Per quanto 
si è detto in a) e perla (1426), siha g= g; - R/h'= pi; + hhx/hh' = gi + h/Bhay 


ossia hf) :B 
1_ (Mah): 
(1445) VaR — pg * 


Quindi in questo caso il momento maggiorato è M° = (14/h/h,):f. 

c) Anche nel caso della sezione rettangolare e del materiale soggetto a 
inerudimento (n. 760), quando si sia calcolata la #' si ha p= g; + R/W, © quindi 
Mh/h' 

EJ * 


(1446) g=l- (2° = M/N) 


d) Nei due casi più generali considerati nei nn. 761 e 762 si ha rispetti. 
vamente 


(1447), (14489) p= 1_ Zena, pa . = (& a E0)ma2 _ 


Perciò quando si siano determinati i valori delle e ai lembi, corrispondenti a un 
dato valore di M, si conosce anche p. 


769. La deformazione delle travi inflesse. 


a) Nel caso della trave prismatica soggetta a momento flettente M 
variabile da sezione a sezione si può calcolare la deformazione procedendo 
in diversi modi. 

Nei tratti in cui M < M; si lascia M inalterato, e nei tratti in cui 
M > M. si altera sostituendolo (n. 768 a) con M° = M:/f. Quindi si può 
trattare il diagramma così ottenuto in uno dei modi noti (nn. 210-214), 
per dedurne la linea elastica, oppure la rotazione o l’abbassamento di 
una sezione. La valutazione dell’area del diagramma o di una sua parte 
e del momento statico rispetto a una data verticale (n. 214 a) si può 
effettuare dividendolo in strisce abbastanza piccole, che si considerano 
di forma trapezia per calcolarne l’area e di forma rettangolare per deter- 
minarne il baricentro (es. 1620, 1624, 1626, 1627). 

b) In certi casi è possibile eseguire il calcolo suddetto una volta 
tanto, e utilizzare poi i risultati per valutare globalmente le aree e i mo- 
menti statici che interessano nei vari problemi (‘). A tal fine conviene 


(41) O. BELLUZZI: S0bre 0 edleulo das vigas hiperstdticas em regime piéstico, publicacao n. 23 
da Cadeira de Pontes e Grandes estruturas da Escola Politéenica da Universidade de Sîo Paulo 
(Brasil), 1955; Sul calcolo delle travi iperstatiche in regime plastico, « Giornale del Genio Civile », 
1955, fasc. 11. 
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considerare separatamente il diagramma M inalterato e la porzione 
aggiunta (dovuta all’alterazione), di ordinate (fig. 1637) 


A4M=M°-M= M/fB—aM;= (1/fB—a\M;=yM. 


Se la sezione è rettangolare, i valori di y=1/f—a per i diversi valori di 
a sono indicati nella prossima tabella. 
Se M varia linearmente, i mo- 
menti M = 1,00-1,05-1,10 ... 1,45 - M/ 
si trovano a distanze 4 costanti (a 
partire dal punto o in cui M = M}). 
Detto 4 il tratto in cui M> Mi, 
comprendente un certo numero di 4a 
(che dipende dal valore di M,,a:), 80 
all’estremità di 7 è ad es. Mna:= 
= 1,154, si ha A= 34% e AMna= 
= 0,04522M; (v. i valori di y nella ta- 
bella). Le aree delle tre strisce del Fig. 1637. 
diagramma AM (considerate trapezie) 
valgono 0,00205-0,01110-0,03165 + MAr, e la loro somma risulta Q= 
= 0,04480M//x. Questa si può esprimere con Q= cAMnasd, dove c si 
deduce da 0,04480M/4w = c- 0,0452340; da cui c= 0,04480/3 - 
+ 0,0452= 0,330. Ripetendo il calcolo nei casi in cui M mas = 1,00-1,05- 
1,10 ... 1,45 - M/, si ottengono i diversi valori di e. 

I momenti statici delle aree delle tre strisce suddette rispetto alla 
verticale per o si ottengono ammettendo che i singoli baricentri siano 
a metà dei Ax, e moltiplicando perciò le aree per 0,5-1,5-2,5 - de, 
e valgono 0,001025-0,016650-0,079125 - 11:4x"; e la loro somma risulta 
8= 0,0968002;4x*. Dividendo S per @ si ottiene la distanza d = c'7 
del baricentro di Q dalla verticale per o, che risulta d= 0,096800M:4r° : 
10,04480M;Ax = 2,164 = 0,7207. Ripetendo il calcolo per i diversi 
valori di a = Mmax/M1, si ottengono i valori corrispondenti di d, ossia di c'. 

Pertanto, se la sezione è rettangolare, per i diversi valori che può 
avere il momento terminale Ma» OSsia per i diversi valori di a= 
= Mnaz/M;, si ottiene 


a= 1,00 1,08 1,10 1,15 1,20 1,25 1,30 1,35 1,40 1,45 
y=0  0,0041 0,0181 0,0452 0,0910 0,1642 0,2810 0,4758 0,8361 1,7126 
e=1 0,500 0,364 0,330 0,310 0,293 0,275 0,252 0,224 0,180 
e'=0 0,500 0,672 0,720 0,742 0,756 0,768 0,780 0,795 0,816 


Mediante questi coefficienti si ba (AM = y.M) 
(1449), (1450) Q=erMA, d=c2. 
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Note così l’area £2 e la distanza d del suo baricentro dalla verticale per o, 
è facile calcolare le deformazioni della trave tenendo conto separatamente 
del diagramma M inalterato e del diagramma aggiunto 4M = yMi 
(es. 1622, 1625). Quindi si semplifica anche lo studio delle travi iperstatiche 
(Cap. XXX, D). 

Il procedimento si può usare anche in casi in cui la variazione di M 
non è esattamente lineare (es. 1627). 

c) Se la trave è di sezione variabile, si effettua una duplice alterazione del 
diagramma M: si maggiora M trasformandolo in M°= 1/;/f (dove B= W/h 
ha i valori corrispondenti alle diverse sezioni che si considerano), e si moltiplica 
inoltre per Jy/J (68. 195), dove J è il momento d’inerzia di una sezione qualsiasi, 
Perciò si sostituisce M con 21°= (M/8) + Jo/J, e si procede come se la trave 
fosse prismatica e di momento d’inerzia J,. Nei tratti M < 1’, (tenendo però 
presente che 1; ha valori diversi nelle diverse sezioni) si moltiplica M soltanto 
per Jy/J. 


Esercizio 1620. — La trave a mensola dell’esercizio 1580 è caricata con 
P= 900 kg nell’estremo libero. Calcolare la freccia d’inflessione. 

Soluzione. a) All’incastro si ha M= 900 - 140= 126000 kgem (< Mj'= 
= 135000 kgem), e all’ascissa 2= 100 cm si ha M= 90000 kgem= M; per cui 
si comporta in modo plastico il tratto compreso fra 2= 100 cm e x = 140 em. 
Nei vari punti di questo tratto si ha 


x= 100 105 110 115 120 125 130 135 140 cem 
M= 90000 94500 99000 103500 108000 112500 117000 121500 126000 kgem 
a= 1,00 1,05 1,10 1,15 1,20 1,25 1,30 1,35 1,40 
B= 1,00 0,95 0,89 0,84 0,77 0,71 0,63 0,55 0,45 


M:/B= 90000 94740 101120 107140 116880 126760 142860 163640 200000 kgem 


L’abbassamento f dell'estremo libero si ottiene sommando i contributi del 
tratto elastico e di quello plastico. Se M° = 21/f sono i valori medi del momento 
maggiorato nei vari tratti Ar = 5 cm (semisomma dei valori di M',/P nelle estre- 
mità dei tratti Ax) e se # sono le ascisse dei punti di mezzo dei Ax (4°), si ha (255,) 


P100, 139, _ 900-100* 5 MP 
1= GET + pIZ PA: CARE EE ES UEST RAPE IRE por 
5 
= 1,389 + 3 yor-j0g 12228830 = 1,389 + 2,831 = 4,22 cm. 


Se il comportamento fosse elastico, si avrebbe f = 900 - 140*/3 - 2 - 10° - 108 = 
== 3,81 cm; per cui l'aumento dovuto alla plasticità è di 10,8%. 


(‘) Il valore medio in un tratto Ax non è esattamente la semisomma dei valori estremi, perchè 
le strisce del diagramma M° non sono trapezie come quelle del diagramma M (3° non varia 
linearmente); e l’ascissa 7 del punto di mezzo dei Ax non è quella del baricentro, perchè le 
strisce non sono rettangolari. Tuttavia so i Ax sono abbastanza corti, l’approssimazione è sod- 
disfacente, date anche le incertezze insite nella natura del problema. 
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3) Invece della (255,) si può usare il principio dei lavori virtuali. Divisa 
la lunghezza 1= 140 cm ad es. in 14 tronchi Ar = 10 cm, se 1° ed 2, sono il 


momento maggiorato e il momento fittizio dovuto a P,= 1 kg, si ha (4813) 
+ 10 
de = FT TM = 3708 708 90130200 = 4,17 em. 


La piccola differenza è dovuta alla diversa divisione in tronchi. 
Si riconosce facilmente l'equivalenza dei due metodi osservando che M, ha 
gli stessi valori dell’ascissa 7. 


Esercizio 1621, - Idem, con P= 950 kg. 
Soluzione. Si ha M= Mj all’ascissa 2= 94,74= —95 cm. Ripetendo il 
calcolo dell’esercizio precedente, si trova 


950 - 95° 


j= 33-10-1081 2- 105 TO TOR 108 —_16882210 = 1,257 + 3,908 = 5,165 cm. 


Se il comportamento fosse elastico, si avrebbe f = 4,02 em. L’aumento dovuto 
alla plasticità è di 28,5%, ed è maggiore perchè in vicinanza dell’incastro il mo- 
mento flettente vale M = 133000 kgem, che è prossimo a Mi’ (per cui provoca 
grandi deformazioni) (*), e anche perchè il tratto plastico è più lungo. 


Esercizio 1622. - Studiare il caso dell’esercizio 1620 col procedimento del 
n. 769 b). 

Soluzione. Si ha Mmax = 126000 kgem, cui corrispondono a = 1,40, y = 0,8361, 
ce= 0,224, = 0,795. Il tratto in cui 2 > M è lungo 7= 40 cm. 

Sommando la freccia che si avrebbe se il comportamento fosse elastico e 
quella dovuta al diagramma aggiunto AM, si ottiene (1449), (1450) (come nol» 
l’es. 1620) 


{= 900 - 1409/3 - 2 - 105 - 108 + 
+ 0,224 - 0,8361 + 90000 - 40(0,795 - 40 + 100) : 2 - 10° - 108= 3,81 + 0,41= 
= 4,22 cm. 


(*) Consideriamo i due casi limiti nei quali la sezione all’incastro comincia a diventare 
plastica (M= 1/3) o diventa totalmente plastica M= Mi). 

Nel primo caso occorre un carico Pi = Mi; slt= 0,bh?/61; per cui sostituendo nell’espressione 
della freccia f= P;18/3EJ si ottiene 


fh = 2042/3ENh = 18012/27E% . 


Nel secondo caso il carico necessario è Py = 115 /l= cbh2/41 = 1,5Pi. L'espressione della 
freccia è (J. A. VAN DEN BROEK: Z'heory of limit design, New York, Wiley, 1952, pag. 21) 


14 = 400P/27ER. 


Mentre il carico cresce nel rapporto da 1 a 1,5 la freccia cresce nel rapporto da 18 a 40 
ossia da 1 a 2,22. 

Nel nostro caso risulta Pi= 643 kg, fr = 2,72 em; Ps = 961 kg, f3' = 6,05 em. 

Se P supera Pi' , diventa totalmente plastico un tronco di lunghezza finita, nel quale la curva» 
tura cresce senza limite. Quindi l'abbassamento dell’estremità cresce in grande misura. Perciò 
l’espressione suddetta di VAI s’intende valida se all’incastro si è molto prossimi a Mi . 


596 CAPITOLO TRENTESIMO 


Esercizio 1623. — La trave appoggiata dell’esercizio 1581 è soggetta alle 
estremità a due coppie uguali M = 130000 kgem rivolte in dentro. Calcolare la 
rotazione 9a ® l'abbassamento Ma 

Soluzione. Si ha in ogni punto a= M/M{= 130000/90000= 1,4444, cui 
corrisponde 8 = 0,3335, e quindi M°= 1{/0,3335 = 269890 kgem. 

Perciò si ottiene (269), (270) 


269890 - 360 


269890 + 360? 
Pa= 372-108 - 108 


va 7 872-105 - 108 


0,225= = 139, 


= 20,2 cm, 


Esercizio 1624. - Idem, con una sola coppia M= 130000 kgem in A. 

Soluzione. Nei punti di ascisse 2 = 0 - 22 - 44 - 66 - 88 - 110 em si ha 
M= 130000 - 122060 - 114110 - 106170 - 98220 - 90000 kgem, mentre per 
% > 110 cm il comportamento è elastico. Calcolati i valori di a e di f}, negli stessi 
punti si trova M°= 269890 - 167600 - 132160 - 112500 - 99560 - 90000 kgem. 

Diviso il diagramma M° nel tratto plastico in strisce aventi Ax = 22 cm, le 
reazioni fittizio e il momento flettente fittizio in mezzaria risultano 


A*= (90000 - 250°/3 + 94780 - 22 - 261 + 106030 - 22 - 283 + 122330 » 22 + 305 + 
+ 149880 - 22 + 327 + 218745 - 22 - 349) : 360= 18494350 kg - cm?, 


B* = [90000 - 125(250/3 + 110) + 94780 - 22 - 99 + 106030 - 22 - 77 + 122330 - 
* 22 - 55+ 149880 - 22 - 33 + 218745 - 22 + 11]: 360= 7973440 kg - cm? ; 


Mi; = 7973440 - 180 — 65000 - 1802/6= 1084220000 kg - cmî. 


Quindi per le (250;), (248,) si ottiene ga = 0,0856, — 9, = 0,0369, Na = 5,02 cm. 

La 7:/3 è assai minore della metà del valore provocato da due coppie (es. 1622), 
perchè qui la maggiorazione di 1 avviene soltanto in un tratto non grande della 
trave. 


Esercizio 1625. — Studiare il caso dell'esercizio 1624 col procedimento del 
n. 769 bd). 

Soluzione. Si ha Mmaz= 130000 kgem, cui corrispondono a= 1,4444, 
B = 0,3335, y = 1,354 e, interpolando (n. 770 b), c= 0,185, c' = 0,814,7= 110 cm. 

Sommando la rotazione 9, che si avrebbe se il comportamento fosse elastico 
e quella dovuta al diagramma aggiunto 42, si ottiene (292), (250,) 


Pa = 130000 - 360/3 - 2 - 10° - 108 + 
+ [0,185 - 1,554 - 90000 - 110(0,814 - 110 + 250)/360] : 2 » 10° - 108= 0,0847, 


In modo analogo si ottengono 9, ed 17/2. 


Esercizio 1626. — Calcolare l’abbassamento in mezzaria della trave del. 
l'esercizio 1581. 

Soluzione. Il diagramma M è rappresentato nella fig. 1638. Nel tratto 
43= 120 cm centrale si ha 17 = 120000 kgem, mentre all’ascissa 2 = 90 cm si ha 
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M= 90000 kgem= M.. Diviso l'intervallo da x= P P 
90cma 2= 120 cm in tre tratti Ax= 10 em, negli 1/3 1/3 
estremi di questi si ha 

e x a f MI E 


90 90000 1,00 1,00 90000 
100 100000 1,11 0,88 102270 TZ 
110 110000 1,22 0,75 120000 

120 120000 1,33 0,58 155170 Fig. 1638 


La n/a è data (n. 248,) da M},3/EJ, essendo M},s il momento flettente fittizio 
in mezzaria provocato dal diagramma M :/f. Se M° è il momento maggiorato nel 
punto di mezzo di un tratto /x e se 7 è l’ascissa di questo punto di mezzo, il con- 
tributo delle due strisce Ax al momento Mîjs è M°Ax - E. Si ottiene così (compu» 
tando anzi tutto i tratti estremi elastici) 


Mi; = 45000 + 90 - 60 + 96135 - 10 - 95 + 111135 - 10 - 105 + 
+ 137585 - 10 - 115 + 115170 - 60 - 150= 2005772750 kg - emi. 


Quindi risulta 7/3 2005772750/2 - 10° + 108 = 9,29 em. 
Se il comportamento fosse elastico, si avrebbe Ma = 60000 - 120 - 80 + 
+ 120000 - 60 - 150= 1656000000 kg - cm*, e quindi 7/2 = 7,66 cm. 


Esercizio 1627. - Idem, nel caso dell’esercizio 1582. 
Soluzione. Si conoscono i valori di M 
Qual nei punti = 86 - 93 - 101 - 110 - 120 - 
132 - 149 - 180 em (es. 1582). Si calcolano 
i valori di a= M/M/, di f (1423) e di 
M°= M'/B in tali punti, e si sostituisce 
il diagramma M col diagramma M° mag- 
giorato (fig. 1639) (M°= M da x=0 a 
x= 86 cm). 
Quindi (n. 210) si calcola Mi}. Il con- 
tributo dei due tratti estremi lunghi 86 cm 
è (g= 7,64 kg/em) 


_7,64(360 + 86° 864) _ es 
1551 i 7) = 239332610 kg - cm*, 
Computando poi anche i contributi dei tratti Ax = 7 - 8-9 - 10-12-17-31cm, 
si ottiene 
Mija = 239332610 + 92750 - 7 - 89,5 + 98750 - 8 - 97 + 106100 - 9 - 105,5 + 
+ 115400 - 10 - 115 + 127800 - 12 - 126 + 145500 - 17 - 140,5 + c 
+ 168000 - 31 - 164,5 = 2003000000 kg - em8. 


Quindi risulta 7/2= 2005000000/2 - 109 - 108 = 9,28 cm. 
Se il comportamento fosse elastico si avrebbe 7/2 = 7,73 cem. 


Esercizio 1628. — La trave dell’esercizio 1624 ha a sinistra un tratto a sbalzo 
lungo 2 m, soggetto all’estremità a P = 650 kg. Calcolare l'abbassamento di P. 
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Soluzione. Lo sbalzo si comporta plasticamente da x = 140 cm fino all’ap. 
poggio. Se lo sbalzo fosse perfettamente incastrato, la freccia, risultante dalla 
deformazione del tratto elastico e di quello plastico, sarebbe 2,75 + 6,99 = 9,74 em. 

Tenendo conto della rotazione sull'appoggio A (es. 1624), si ottiene 
{= 9,74+ 0,0856 - 200= — 27 em (#). 


Esercizio 1629. — Trave avente la sezione a doppio T considerata nell'esercizio 
1583, lunga Z7=6m, appoggiata alle estremità e ivi soggetta a due coppie 
M = 1560000 kgem rivolte in dentro. 

Soluzione. Si ha (es. 1583) a= (1560000 — 1192500) : 260400 = 1,41, cui 
corrisponde B = 0,424. Quindi la deformazione è la stessa che si avrebbe se il 
regime fosse elastico e il momento fosse M°= (1{!H/h,) :B= (1362500 - 28/25) 3 
2 0,424= 3600000 kgem. 

Risulta così (E= 2 - 10° kg/cmq) Pa= — Pr = 0,0707, N:2= 10,6 cm. 


Esercizio 1630. — La trave appoggiata dell’esercizio 1623 è disposta in modo 
che il piano di sollecitazione incontri le sezioni secondo una diagonale. Che valore 
devono avere i due momenti affinchè la freccia risulti 10 cm? 

Soluzione. Se M= 90000/V/2= 63640 kgem= M/ il regime è ancora ela- 
stico, e si ha f= 63640 - 360/8 - 2 - 10° - 108= 4,77 cm. Affinchè risulti invece 
f= 10 em occorre che la deformazione, e in particolare la curvatura p= 1/r, 
aumenti nel rapporto 10/4,77= 2,10. Quindi dev'essere 4/h/= 2,10, da cui 
kh = h/2,10= 6V2/2,10= 4,04 cm. 

Ponendo = 4,04 cm nell’espressione di M dell’esercizio 1589, si ottiene 


Bn . a 3 
» 2500 EVE 6 sue 4,04? + 4,04: 


= 105290 kgem. 


Esercizio 1631. -— La trave dell'esercizio 1596 ha la sezione quadrata di 6 cm 
di lato. Studiare la deformazione. 

Soluzione. Si ha (1447) g=2-0,006/6= 0,002. 

Se la trave, lunga = 2,40 m, è appoggiata alle estremità e ivi è soggetta a 
due coppie M= 2400 + 38= 86400 kgem (valore trovato nell'esercizio 1596), 
le rotazioni sugli appoggi risultano 9, = — 9» = gI/2= 0,002 - 120= 0,240. L’ab- 
bassamento in mezzaria risulta Nia= Pal/4= 0,240 + 60= 14,4 cm. 


Esercizio 1682. — Studiare la deformazione della trave dell’esercizio 1599. 

Soluzione. Sia c= 0,5 + 10-9 (es. 1596). Alle tensioni 0, e 0, trovate corrispone 
dono &; mas== 1,0 + 10-® - 1121*= 0,001257, &. mar = 0,5 + 10-? + 14122= 0,000997. 
Quindi la curvatura risulta (1448) pg = (0,001257 + 0,000997) : 10= 0,0002254. 

Se la trave, lunga 7= 4 m, è appoggiata alle estremità e ivi è soggetta a due 
coppie 23 = 125000 kgem (es. 1599), le rotazioni alle estremità risultano Pa = 
= — = 0,0002254 - 200= 0,0451. L’abbassamento in mezzaria risulta Mila > 
= 0,0451 - 100= 4,51 cm. 


(4) Questo risultato è poco attendibile, perchè quando gli abbassamenti n sono grandi non 
vale la teoria usuale della linca elastica (n. 205 a). Inoltre nel caso di uno sbalzo il grande ab- 
bassamento fa diminuire i bracci di P, e non consente di ottenere nm moltiplicando (255,) dp per 
(@- 33) 
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770. La curvatura nel caso di flessione e sforzo normale. 


È facile determinare la curvatura anche in questo caso, e a tal fine conviene 
esaminare separatamente i due casi del n. 765. 
a) Se la o, appare in una sola zona della sezione (fig. 1630), la differenza 
delle e ai lembi della zona elastica &' è e — e” = (0, — 0”) : E. Quindi in questo 
caso si ha 


1 a 
(1451) == pie. 


L'altezza h' è data dalla prima delle (1435) (se sono soddisfatte le due condizioni 
(a) e (6) del n. 765). Se la o’ è di segno opposto al segno della 0,, cioè se il diagramma 
o è intrecciato, la differenza o, — 0” diventa la somma dei valori assoluti. 

b) Se la c, appare in due zone della sezione (fig. 1631), si ha 


,_ 2 Mi 
(1452) p=t= 20,0 = 301 Mb, 


Esercizio 1638. — Calcolare la curvatura nei due casi degli esercizi 1606 e 1609, 
Soluzione. a) Nel caso dell’esercizio 1606 si ha (1451) 
1 2400 + 0 


== 3.106-5 7 0000240. 


b) Nel caso dell'esercizio 1609 si ha (1451) 


il 2400 + 867 


P=7= 510-997 0,0001901, 


Esercizio 1684. — Idem, nei casi degli esercizi 1610, 1611, 1612. 
Soluzione. a) Nel caso dell’esercizio 1610 si ha (1452) 
1 2 + 2400 
P= += 3100 gg = 0000900. 
5) Nel caso dell’esercizio 1611 si trova ancora = 0,000960. 
e) Nel caso dell’esercizio 1612 si ha (1452) 


2 - 2400 


1 
P= 7" 37105. Gig = 0,000388. 


771, L’angolo di torsione nelle travi di sezione circolare. 


a) Quando M,= Mi, si ha al contorno y= y;; ed essendo il materiale 
ancora elastico nell'intera sezione, si ha 0= M{/GJ,= 0!. Quando M, è com- 
preso fra M;, ed I{,, al contorno è y > y;, e si ha yj nei punti di una circonfe- 
renza (fig. 1634 b) di raggio r' = SE (14383). Perciò l’angolo unitario di torsione 


600 CAPITOLO TRENTESIMO 


è cresciuto nel rapporto R/= 1/8, ed è diventato 0= 0/f = (M{/6I,): fi 
Essendo poi a= M/Mi, (n. 766 a), si ottengono due espressioni di 0: 


_ Mt] _ MiJoB 
(1453) 0= dI 7 GI 
Ciò significa che in regime plastico l'angolo 0 è quello che in regime elastico sarebbe 
provocato da un momento maggiorato M°= M{,/B= M./af. 

b) Calcoliamo il lavoro esterno di deformazione per un tronco di trave 
lungo uno, quando M, ha valori compresi fra M{, ed M{} (45). Esso è la somma 
di quello che si ha quando M, cresce da 0 a Mi,, che vale (155) 1{?/2GJ, perchè 
il comportamento è ancora elastico, e di quello che si ha quando M; cresce da 


Mi, a I, che è dato da /M,a0. 
Per le (1453) e (1438) si ha 


dalle 1 Di 1 
CI, B_ GI, * o 
sE e ESME 
da cui 
i au, 


© GI, = 3M]M;}}F° 


Perciò il lavoro f 11,40 durante la fase plastica è dato da 
1 °° iran 1; 
LA 
(a) Ls= GT, = SR” GI, f {19421 
Mi Mi 

Il calcolo di questo integrale non è semplice, per cui è preferibile calcolare 
invece la sommatoria corrispondente. 

Consideriamo M, variabile da 1,00M;, a 1,30M};, (dopo quest’ultimo valore, 
già molto vicino a M}; = 1,333M:,, l'angolo 0 cresce smisuratamente), e dividiamo 
tale campo in intervalli 43,= 0,05M;,. Calcoliamo la funzione f(M,) per M,= 
= 1,00M}, - ,05M}, ...; calcoliamo poi la media fn(M,) di tali valori in ogni 
intervallo 4M,, e i prodotti P= fm(M.) -AM;= fm(M;)  0,05M{,; infine calco- 
liamo le somme progressive Z'P di tali prodotti (che sono i valori progressivi del- 
l'integrale della (a)): 

M,= 1,00 1,05 1,10 1,15 1,20 1,25 1,30 - Mi, 

f(M:;) = 1,00 1,30 1,77 2,55 4,07 7,94 28,0 - Mi, 
In(3M.)= 1,150 1,535 2,160 3,310 6,005 17,97 «Mi, 
Pa 0,0575 0,0768 0,1080 0,1655 0,3002 0,8985 «M} 
ZP= 0 0,0575 0,1343 0,2423 0,4078 0,7080 1,6065 + M{ 


L’ultimo valore di 2°? non è attendibile, perchè non lo è l’ultimo prodotto P, 
dato che l’ultimo tratto (da 7,94 a 28,0) è ben lungi dall’essere un trapezio. Perciò 
conviene calcolare tale ultimo valore mediante la formula di Simpson e si ot- 
tiene Y'P= 1,464 M}2. 


(‘) In modo analogo si può calcolare il lavoro nel caso della flessione. Tuttavia esso è meno 
utile, perchè difcilmente si hanno travi soggette a momento M costante; e lo studio si complica 
quando 1/7 è variabile, specie quando non si conosce a priori l’estensione del tratto plastico. 
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Le somme progressive ZP, divise per GJ,, dànno il lavoro L, nella fase pla- 
stica quando M, raggiunge i valori 1,00 - 1,05 - ... 1,30 3{;. Aggiungendo infine 
il lavoro nella fase elastica 0,5M;/GJ, si ottiene il lavoro totale L per i diversi 
valori di M,, che risulta 

2f,= 1,00 1,05 110 1,15 1,20 1,25 1,30 - Mi, 
LZ = 0,50 0,56 0,63 0,74 0,91 1,21 1,96 - M{8/6I,. 


Se il regime fosse elastico, con gli stessi valori di 3/, si avrebbe L= 0,50 è 
0,55 - 0,605 - 0,68 - 0,72 - 0,78 - 0,845 - M{;2/GJ,. 


Esercizio 1635. — L'albero dell’esercizio 1614 è soggetto a If, = 75000 kgom. 
Calcolare l'angolo 0. 

Soluzione. Si ha (es. 1614) a= 75000/58900= 1,2733, cui corrisponde 
(1438) 8= 0,558. Quindi risulta 39= 2/8 = 58800/0,558 = 105400 Èkgem, 
0= 105400/8 - 105 - 61,4= 0,00215. Rispetto al caso in cui il comportamento 
fosse elastico, questo angolo è 1/a8 = 1/1,2733 - 0,558= 1,4 volte maggiore. 

Se Z= 200 cm, si ha O©= 0,430= 25022, 


Esercizio 1636. — Calcolare la velocità angolare che deve avere il volano 
dell'esercizio 125, affinchè in seguito all’arresto brusco si abbia nell’albero 
Mi max = 1,80M}, (=0,975M{}). 

Soluzione. Assunto il valore 7,= 1850 kg/cmq, risulta M{,= 1850 + 749/2= 
= 186000 kgem, 1,301/;,= 241800 kgem. 

Uguagliando il lavoro di deformazione trovato in 6) all’energia cinetica (es. 125), 
si ottiene l’equazione 


Io Mal 
= 19095» 
da cui 
sine Mi 186000? + 100___ 
e= 210677 2° 1967104081 1690 38- 


Risulta così @= 16,25 rad/sec, ossia n= 155 giri al minuto primo. 


D) LE STRUTTURE IPERSTATICHE. 


772. Considerazioni intuitive. 


a) Come si è già accennato (n. 753 c e nota 6), le deformazioni 
plastiche possono avere una profonda influenza sulle tensioni e sulle 
reazioni che siano staticamente indeterminate, cioè che ammettano in- 
finite soluzioni equilibrate. 

L’alterazione delle tensioni nelle sezioni di una trave è stata studiata 
nei nn. 757-767. Essa costituisce il fatto più importante, perchè le altre 
alterazioni non sono che conseguenze di questa prima. Infatti la modifica- 
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plastico ha inizio) e aumentate dove sono minori (rendendo così Possibile 
l’attenuazione suddetta) (n. 757), così anche le reazioni delle strutture 


| questa alterazione è tale da migliorare il regime statico. 
In altri termini, le parti più affaticate, che per prime si comportano 


tizzato da alcuni come una migrazione degli sforzi, che ha come risul- 
tato una distribuzione Più equa e una migliore collaborazione delle 
varie parti della Struttura. 

Consideriamo ad es. il caso della trave prismatica, perfettamente 
incastrata alle estremità e caricata uniformemente. Finchè il comporta- 
mento è elastico, i momenti d’incastro M=— ql/12 sono doppi del 
momento in mezzaria MUyn=+ q°/24. Perciò al crescere del carico q 
Si raggiunge il valore M.=0c,W, agli incastri assai prima che in mezzaria, | 
Da questo Punto in poi, se si aumenta g, la curvatura 9 nei vari punti 
della trave non cresce più proporzionalmente a I; bensì cresce in misura 


o ———i 
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la loro somma dev'essere uguale all’ordinata massima del gi 
o Semplice, che vale q/8). diagramma 


Fig. 1640. 


Se q continua ancora a crescere, M, cresce in misura sempre più lenta 
(man mano si avvicina al valore 3%) (4), mentre Mn, cresce in misura 
sempre più rapida, finchè anch'esso raggiunge il valore Mi. Quando poi 
Mn > Mj si attenua il motivo che faceva crescere Mn più rapidamente 
di M, (perchè ora anche Mn tenderebbe a crescere lentamente). Infine, 
crescendo ancora 9g, i due momenti M, ed My, (che tendono a diventare 
uguali) raggiungono il limite M° (*), e si ha il collasso, dovuto alla de- 
formazione che diventa totalmente plastica agli incastri e in mezzaria 
(p+ 00); ciò che equivale alla formazione di tre cerniere plastiche in 
tali punti. Essendo ora |] ed My, uguali tra loro, ognuno di essi vale 
Q°/16, è la retta r divide a metà l’ordinata q/8 (fig. 1640 b); quindi il 
momento alle estremità è diminuito da q/12 a ql2/16, mentre quello 
in mezzaria è aumentato da 913/24 a q/16. 

Il carico g/" che provoca il collasso si ricava da q,0/16= M', per 
cui q' = 16M7//l2 = 24/1? (se la sezione è rettangolare, M/= 1,52). 


(‘) Perchè quando 1 è prossimo a Mi; bastano piccoli aumenti di M per far crescere molto CA 
e questo aumento di p equivale a un forte cedimento angolare e si oppone all'aumento del momenti 
d’incastro. 

(4) I due momenti raggiungono circa contemporancamente il valore M{‘, perchè nessuno 
dei due può raggiungerlo finchè l’altro è minore. Infatti, quando il maggiore dei duo è già molto 
prossimo a 243°, le sezioni nelle quali ciò accade non sono più in grado di aumentare {1 loro mo- 
mento reagente; per cui, continuando a crescere q e 0/8, deve continuare a crescere il minore 
dei due. 

Il momento M 1/9, che in partenza era minore di |M;l, tende dunque a uguagliare quest’ultimo, 
Però non può accadere che lo uguagli prima che entrambi raggiungano il valore limite My 
e che poi M;/g diventi maggiore di [32;l, perchè se giungesse A uguagliarlo cesserebbe la causa 
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0) Alla stessa conclusione circa lo spostamento della retta di riferimento 
del diagramma 2 si giunge anche ricordando (n. 234 5) che nelle travi perfetta, 
mente incastrate e caricate simmetricamente essa dev'essere la retta di compenso 
(l’area 2 del diagramma M dev'essere nulla, perchè 0/EJ è la rotazione relativa 
dell’estremità A rispetto alla B, che è nulla). Ma nei tratti in cui M > Mi, la de- 
formazione avviene come se il comportamento fosse elastico ed M diventasse 
M= M/B= M/af > M (1444). Quindi la retta r di riferimento dev'essere retta 
di compenso del diagramma M alterato, nel quale sono aumentate le ordinate 
prossime agli incastri (fig. 1640 a); per cui la r risulta più alta della r, che si ha 
in regime elastico (#8). 

Se invece diventa plastico prima un tratto centrale della trave (ciò che può 
accadere per certe condizioni di carico, es. 1649, Oppure se ivi la sezione è minore), 
la retta r si abbassa. 

d) Nel caso della trave prismatica perfettamente incastrata alle 
estremità e soggetta a un carico P in mezzaria, i momenti |M] ed My 
sono già uguali tra loro (= PI/8) in regime elastico, per cui quando essi 
raggiungono e superano il valore M/ continuano a crescere mantenendosi 
uguali, mancando il motivo che potrebbe farli crescere in misura diversa, 
Rimane soltanto il beneficio dovuto alla distribuzione più favorevole 
delle tensioni nelle sezioni in cui M ha superato MY. 

e) Il problema della determinazione del diagramma M quando in 
qualche parte della trave il comportamento è plastico, presenta due 
aspetti diversi. 

Nel caso in cui M ha superato M; in qualche tratto, ma è ancora mi- 
nore di 1", il problema è staticamente indeterminato. Esso si risolve 
studiando la deformazione in uno dei due modi indicati nel n. 769, e im- 
ponendo la condizione del rispetto dei vincoli (nn. 773-775). I risultati 
di tale studio, ripetuto in molti casi, consentono sopra tutto di esaminare 
quale sia l’influenza del comportamento semiplastico sui valori delle 
reazioni, ossia di mettere in chiaro se i valori che esse hanno nella fase 
elastica si modificano sensibilmente già fino dal primo apparire dello 
snervamento in alcune parti, oppure solo quando si è già prossimi al 
collasso (*°). 


(‘) Da un punto di vista più generale, la retta r dev'essere di compenso del diagramma delle 
curvature q == 1/r= M/EJ; per cui dev'essere EMdzx/EJ = 2Mdw= O, essendo dw= dex/EJ i 
pesi elastici dei tronchi della trave ed M l’ordinata del diagramma M misurata dalla retta r di 
riferimento. Perciò Mdw è anche il momento statico, rispetto alla retta r del peso elastico dw 
trasportato verticalmente dal tronco dx della trave alla linea che limita il diagramma M; quindi 
2Mdw è il momento statico totale dei dw così trasportati. Il suo annullarsi significa che la retta r 
Passa per il baricentro di questi dw. (Si veda anche P. Pozzati: Sul calcolo delle travi incastrate 
di sezione variabile, «Il cemento », 1946, n. 6, e si noti l’analogia col metodo di Eddy, n. 413). 

Quando un tronco dx della trave diventa Plastico, l’angolo dp risulta maggiore di Mdx/EJ 
(n. 768), ciò che equivale a un aumento del suo peso elastico dw= de/EJ. Quindi la retta r di ri- 
ferimento (baricentrica come si è detto) deve avvicinarsi a quella parte del diagramma sulla quale 
si è trasportato il dw così aumentato. Per conseguenza se diventano plastici due tratti prossimi 
agli incastri, la retta si alza; se invece lo diventa un tratto centrale, la retta si abbassa. 

(‘’) Questa fase semiplastica non è breve e fugace, bensì è notevolmente estesa; infatti, 
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Quando invece si voglia studiare la situazione finale, in cui M ha rag- 
giunto il valore M/' in un numero di sezioni sufficiente affinchè si abbia 
il collasso, il problema si presenta staticamente determinato e si risolve 
usando le sole condizioni di equilibrio (nn. 777-780). Di solito si cerca il 
valore del carico limite capace di generare tale situazione. Assunto poi 
un coefficiente di sicurezza (esterno) s, il carico ammissibile è quello 
limite diviso per 8. 


773. Impiego della condizione di congruenza in regime plastico. La trave 
incastrata alle estremità. 


a) Quando in qualche tratto di una trave iperstatica il momento 
flettente M ha superato Mi, ma è ancora minore di 3 la ricerca delle 
reazioni staticamente indeterminate si può effettuare imponendo la con- 
gruenza, cioè il rispetto dei vincoli, come si fa quando il comportamento 
è elastico (°°); con la differenza che la deformazione di quei tratti si cal- 
cola tenendo conto di ciò che si è detto nei nn. 768-769. 

Tuttavia il procedimento non è altrettanto semplice, perchè non è più 
lecito considerare la deformazione della trave principale provocata dai 
soli carichi e quella provocata dalle sole reazioni dei vincoli sovrabbone 
danti, per poi sommarle (come ad es. nel n. 230 d e c); e ciò perchè non 
vale il principio della sovrapposizione degli effetti (9). Si deve invece 
considerare la deformazione complessiva provocata dal diagramma totale 
del momento flettente, perchè è il valore definitivo di M in una sezione 
che decide se ivi il comportamento è elastico o plastico, e che, se M> M/, 
determina il valore locale di M° e della curvatura. In tal modo il calcolo 
risulta però assai più complesso, perchè sono ancora incognite le reazioni 
sovrabbondanti, dalle quali dipende il diagramma M totale. Tuttavia 
spesso è possibile procedere in modo semplice usando un particolare me- 
todo inverso (nn. 773 d, 774c). 

b) Riprendiamo il caso della trave perfettamente incastrata alle 
estremità e caricata uniformemente, già esaminato nel n. 772 b). Finchè 
q<12M./l3= q, il comportamento è dovunque elastico e la retta di 


ad es. nel caso considerato nel n. 772 d) il carico 95’ che provoca il collasso è doppio del carico q5 
che provoca il primo apparire di cy nelle sezioni d’incastro. 

(*) O. BELLUZZI, nota già citata (nota 41). 

(5) Quando si pensano agenti sulla trave principale i soli carichi o le sole reazioni sovrabbon- 
danti, si possono avere lunghi tratti della trave in regime plastico (M > M, ): e le deformazioni 
corrispondenti si dovrebbero calcolare come si è detto nei nn. 768-769. Ma le deformazioni così 
ottenute non si possono poi sommare, perchè nella trave reale, soggetta a entrambe le cause 
suddette, i tratti plastici sono di solito molto più corti, o comunque diversi. Anzi nel caso della 
trave incastrata accade facilmente che quasi tutta la sua lunghezza si trovi in regime elastico, 
salvo due tratti molto brevi alle estremità. 
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riferimento del diagramma M è la ro (fig. 1640) che divide l’ordinata ql/8 
in due parti l’una doppia dell’altra (|2,|= 22). Quando qg= 24M [8 = 
= g' risulta |M,|= My= MY e si ha il collasso della trave. 

Se q è compreso fra g; e g/, il comportamento diventa plastico in 
qualche tratto della trave: in due tratti prossimi agli incastri se qè abbae 
stanza minore di g;'; anche in un tratto centrale se q è prossimo a q/. 
Disegnato (fig. 1641) il diagramma para- 
bolico di ordinata massima gl*/8 (diagram- 
ma semplice del momento), si traccia una 
retta di riferimento r di tentativo e le due 
parallele « 0 v distanti da essa M/. Esse 
determinano due tratti prossimi agli in- 
castri, ed ‘eventualmente un tratto cen- 
trale, nei quali M > M/; e in questi si 
alterano le ordinate sostituendo M con 
M°= M;/B= Ma (1444). La retta di 
compenso (Q= 0) del diagramma così al- 
terato deve coincidere con la retta r di 
tentativo; se non coincide, si assume una 
alu retta r e si ripete l'operazione. Ottenuto ciò, la parabola primitiva 
(avente le ordinate M inalterate) riferita alla retta r così trovata è il 
diagramma del momento flettente. 

La scelta di una retta r di tentativo abbastanza verosimile (per ri. 
durre il numero dei tentativi) è facilitata dalle seguenti considerazioni, 

Se qg= q,= 12M/l?, si ha |M;| = ql°/12= M;, My => ql/24 = 0,5.MI. 

Quando q è compreso fra g; e 1,59; = 1824//l? (se la sezione è rettan- 
golare), si ha 90/12 < 1,5M/= M/; quindi risulta |M. < gle/12< M/. 
Il comportamento è plastico in due brevi tratti prossimi agli incastri, 
per cui la retta r si alza poco rispetto alla rg, ossia | M.| è poco minore 
di gl°/12. In particolare, quando g = 1,5%, |M.;| è poco minore di M/, 
In mezzaria è ancora My < Mi. 

Quando g > 1,59; = 18/12, si ha gl?/12 > 1,5M/= M/; per cui ora 
|| è notevolmente minore di 912/12, ma è molto prossimo a M/'. 

Quando q= 20M:/l?, ossia gl:/8 = 2,514;, | M.| è pochissimo minore 
di 17 = 1,514, e quindi M,, è un po’ maggiore di M ,- Il comportamento 
comincia a diventare plastico anche nel centro della trave. 

Infine, quando g tende al valore 29; = 24M//2= 16M//l8=q, i 
due momenti |M,| ed My, tendono a diventare uguali tra loro e a Mi, 
ossia a 973/16 (5). 


Q=ql 


Fig. 1641. 


(5*) In questo caso {l carico 94° che provoca il collasso è doppio del carico di che provoca il 
primo apparire della plasticità. Lo stesso accade anche nel caso dell’esercizio 1639, perchè per 
x= 1/3 si ha I;= — 2Mp. 
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Considerazioni analoghe si possono fare anche nel caso di carico non 
uniforme, ma simmetrico. Di solito esse bastano per tracciare fin dal- 
l’inizio una retta r attendibile. 

0) Se gli incastri non sono perfetti, e consentono due cedimenti 
angolari y uguali e noti, la retta r è determinata dalla condizione che 
l’area positiva non risulti uguale all’area negativa, bensì la superi di 
2EJy. 

d) Quando la trave, caricata simmetricamente, ha due tratti estremi 
a scarichi (fig. 1642 a), ivi la variazione di M è lineare, e quindi conviene 
usare i risultati del n. 769 d), che fanno 
abbreviare notevolmente lo studio (*). —_ 

Se i carichi hanno valori tali che il 7 a) 
momento IM, corrispondente al regime as ea 7) 
elastico è maggiore di M/;, il comporta- i been 
mento è plastico in due tratti 4 pros- ' 
simi agli incastri, e il momento M, di Mi { 
incastro risulta minore di IM, (suppo- i 
nendo però che la parte centrale della te 
trave sia ancora elastica). Se R sono Fig. 1042. 
le reazioni verticali (uguali alla metà 
del carico Q), la lunghezza 4 dei tratti in cui M > M/ è determinata dal- 
l’uguaglianza (27, in valore assoluto) — M,+ R7=— M/ (fig. 1642 b), 
da cui 
(a) A=(M,— M}):R=2(M,— M):Q. 


Considerando separatamente il diagramma M non alterato e lo parti 
aggiunte di ordinate AM = yM; (n. 769 b), e distinguendo nel primo il 
diagramma semplice di area 2, e il rettangolo negativo di ordinata M,, 
l’annullarsi dell’area totale Q è espresso (1449) dall’equazione 20/2 — 
— M,l/2—c4M2=0. Tenendo conto della (a), si ha 


MM 


(1454) aa oa 0, 
ossia, semplificando e sostituendo M, con aM, 
(1454,) QQ — aQMI— Aya —1)M}=0. 


Se si fissano i valori dei carichi (procedimento diretto, n. 773 d), si 
conoscono Q e 2. Quindi si prevede per M, un valore di tentativo, ne- 
cessario per conoscere a, f, y e c; poi dalla (1454) si ricava M,, che deve 
essere circa uguale al valore previsto. Occorrono così alcuni tentativi 
(es. 1637). 


(#) O. BELLUZZI, nota citata (nota él). 
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Per evitare tali tentativi, conviene invece fissare un valore di M, > M} 
(procedimento inverso), e quindi calcolare a, f, y, c. Noto il tipo di distri. 
buzione dei carichi (non il valore), si esprime 2, mediante g, per cui la 
(1454,) diventa un’equazione di secondo grado in @. Risolvendola, si 
ricava il valore di Q corrispondente a M, (es. 1639). Si ottiene così una 
serie di valori di Q corrispondenti a diversi valori di M,; quindi, inter- 
polando, si può anche risolvere il problema diretto (dati i carichi, cal- 
colare M,). 

e) Il procedimento indicato in d) è applicabile quando siano plastici due 
tratti 7 prossimi agli incastri, ma non anche un tratto centrale della trave; ciò 
che accade nei casi più frequenti, in cui il momento I, in regime elastico è note- 
volmente maggiore di Ms». Tuttavia, quando ciò non accade, il tratto centrale 
diventa di solito plastico per ultimo, e con valori di M poco maggiori di M{; per 
cui la sua influenza è ancora scarsa, e quindi il procedimento può ugualmente 
essere impiegato. 

f) Il procedimento può essere usato con buona approssimazione anche nel 
caso in cui i carichi (non concentrati) giungano fino alle estremità della trave, e 
quindi M non vari linearmente nei tratti 4 (es. 1648 e nota 57). Infatti, anche 
nel caso del carico qg uniforme e del diagramma M parabolico, vicino alle estremi. 
tà l'andamento di questo ha debole curvatura. 


g) Come vedremo negli esercizi che seguono, l'influenza della pla- 
gticità sui valori dei momenti diventa rilevante solo quando si è prossimi 
al collasso; per cui lo studio in questione non ha molta importanza pra- 
tica. Tuttavia esso serve per dare una chiara idea dell’influenza del com- 
portamento semiplastico sui valori delle reazioni e sulla distribuzione del 
momento flettente, e quindi per illuminarci intorno al secondo aspetto 
(n. 772 e) del problema (n. 775). 


Esercizio 1687. — Trave di ferro prismatica, perfettamente incastrata alle 
estremità, lunga 7= 2 m, di sezione quadrata di lato a = 6 em, caricata uniforme» 
mente con Q= 9600 kg (*). Determinare M, ed My. 

Soluzione. Se o,= 2500 kg/emq, si ha (es. 1580) M;= 90000 kgem, M// = 
= 135000 kgem. Il carico Q è molto più vicino a Qi: che a Q/ (nota 47), per cui 
M; dev'essere molto prossimo a M{/. ” 

Proviamo con M,= — 134000 kgem. Avendosi Q7/8 = 9800 - 200/8 = 240000 
kgem, risulta M,j;2= 240000 — 134000= 106000 kgem > 2; per cui è plastico 
anche un tratto centrale. La lunghezza 4 dei tratti plastici laterali (fig. 1642) si 
ricava dall’equazione (g= 48 kg/em) M,= qlx/2— qx?/2 = 48000 — 24r= 
= 134000 — 90000-= 44000, da cui x= 7= 9,63 cm. L’ascissa x alla quale ha 
inizio il tratto plastico centrale si ricava dall’equazione 1f, = 4800v, — 24xt = 


(6) L' ‘inizio della plasticità agli incastri si ha per un carico @; tale che sia Qi12= 115, da 
cui = 12My/l= 12- 90000/200 = = 5400 kg. un collasso (che avviene quando Med 31 valgono 
F Mi ) si ha per un carico oo tale che sia Q5'/16= Ms’, da cui Qu= 16043//1= 16 - 135000/200 = 

«= 10800 kg. 
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= 134000 + 90000= 224000, da cui x, = 74,17 cm; per cui tale tratto è lungo 
2A,= 2(100 — 74,17) = 2 - 25,83 cm. 

Diviso 4 in quattro intervalli 4x = 2,41 em, si calcolano negli estremi di questi 
i valori di M,= 48005 — 242°, di M=|M;|- M,= 134000 — M, o di M°= 
= 11/6, ottenendo così le ordinate del diagramma alterato. Tuttavia è preferibile 
calcolare AM= M°— M=yM;, che sono le ordinate della parte aggiunta al 
diagramma M nel tratto Z. Quindi si calcola l’area A considerando le sue strisce 
come trapezi, e si ottiene AQ = — 506000 kg - cm?. 

Si ripete l'operazione per uno dei tratti 7, (Ar = 6,46 cm), e si ottiene 40, = 
= + 79000 kg - cm?. 

Si deve quindi verificare se l’area totale del diagramma M° alterato (o della 
sua metà) è nulla: ossia se è nulla la somma algebrica dell’area 2/2 del diagramma 
semplice M,, dell’area negativa 24,7/2, e delle aree aggiunte 402 negativa e 40, 
positiva. 

Nel nostro caso si ha Q,/2= (1/2)(2/3)7 + Q1/8 = 16000000 kg - em?, M,I/2= 
= — 13400000 kg - em?. Quindi le somme delle parti positive e delle parti negative 
risultano 


16000000 + 79000 = 16079000, — 13400000 — 506000 = — 13906000, 


Prevalgono le aree positive, per cui | M,| dev’essere maggiore di 134000 kgem, 
ossia più prossimo a M{ = 135000 kgem. Il piccolo aumento di cui | M,| è ancora 
suscettibile non fa crescere molto l’area 11/2, ma fa crescere molto M°, e quindi 
AM e l’area A. In queste condizioni però non è più possibile il calcolo pratico 
dell’area 49, causa l'aumento rapidissimo di 3° e di AM nell’immediata vicinanza 
degli incastri; nè tale calcolo sarebbe utile. È sufficiente la constatazione che 
|M;| è già praticamente uguale a MU}. 


Esercizio 1638. — La stessa trave è soggetta a Q = 10500 kg. Calcolare HM, 
ed Mis. 

Soluzione. — Si ha @Q1/8= 10500 - 200/8= 262500 kgem. Quindi, essendo 
(es. 1637) M,= 135000 kgem, risulta 
Mya = 262500 — 135000 = + 127500 kgem. 

Se il regime fosse elastico, si avrebbe 
3,=-—175000kgem, M7,j3= + 87500 kgem. 


Esercizio 1639. -— Trave prismatica, Mi 
perfettamente incastrata alle estremità e 
soggetta a due carichi P uguali e simme- 
trici (fig. 1643). 

Soluzione. Ponendo a/l= x, in regime 
elastico si avrebbe (es. 259) M,=— Pall — a):1=—y(1— y)PI Mn 
= Pa?/l= y*PI. Se P ha valori tali che sia |1;| > M,, si ha qualche tratto 
in regime plastico, ed M, risulta minore di MU 

Con questo carico si ha Q= 2P, Q,= Pall — a)= y(1— g)P}}, per cui la 
(1454) diventa (riducendo) 


(1454,) x(1— x)P® — aM:P1 — 2ey(a — 1)1{}= 0. 


Min 


Fig. 1643. 
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Per evitare i tentativi (n. 773 d) (che possono essere numerosi), conviene ri- 
solvere il problema inverso: dato un valore a U,, e noti così i valori di a, DA Yo 
si risolve la (5) per P e si ottiene 


a+va' + 8cey(a— 1)x(1—%) Mi; 
(0) P x1= 7) n° 


Negli esercizi 1640-1645 vedremo, per diversi rapporti y e per diversi valori 
di M, (ossia di P), di quanto M, risulta minore di JT, 


Esercizio 1640. — Trave di ferro di sezione rettangolare di lati b= 5 cm, 
h= 10 cm, lunga != 4,50 m, perfettamente incastrata alle estremità e soggetta 
a due carichi P distanti a = 1,50 m dalle estremità. Calcolare il valore di P neces- 
sario per avere M,= — 260000 kgem. 

Soluzione. a) Per y = 1/3 la (c) diventa 


(d) P=[4,50+ V20,250° + 360y(a — 1)]M/2. 


Per la sezione suddetta, e se 0, = 2400 kg/emq, si ha (es. 1609) 1 = 200000 
kgem, M{'= 300000 kgem. 

Perciò a M, = — 260000 kgem corrispondono a = 1,30, y = 0,2810, c= 0,275. 
Quindi risulta 


P= (4,5 - 1,30+ V20,25 - 1,30%+ 36 - 0,275 - 0,2310 - 0,30)200000/2 - 450 = 2616 kg, 


A questo valore di P corrisponde Pa = 2616 - 150 = 392400 kgem; per cui 
Mya = 392400 — 260000 = 182400 kgem < Mi. Quindi la parte centrale si com. 
porta elasticamente (e perciò il procedimento è valido; n. 773 e). 

5) Se il regime fosse elastico, con P = 2616 kg si avrebbe (es. 1639) 


H= — (1/3)(2/3)2616 - 450= — 261600 kgem, 
Mj:= (1/3)®2616 - 450= 130800 kgem. 


Per effetto della plasticità 3, è dunque diminuito di 0,61% ed M, ila è aumentato 
di 1,22%. L'influenza è piccola perchè HM, è ancora lontano da M/. 


Esercizio 1641, — Idem, per avere M,= — 280000 kgem. 
Soluzione. a) Si ha a= 1,40, y= 0,8361, c= 0,224. Quindi la (d) dà 
P= 2847kg. 
Si ha poi Pa = 2847 - 150 = 427050 kgem, per cui Mg = 147050 kgem. 
3) Se il regime fosse elastico si avrebbe H,= — 284700 kgem, MW, = 
= 142350 kgem. Quindi la plasticità fa diminuire M, di 1,65% e fa aumentare 
Mila di 3,30%. 


Esercizio 1642. — Idem, per avere 2, = — 290000 kgem. 
Soluzione. a) Ripetendo il calcolo, si ottiene P = 2983 kg, e per conseguenza 
Pa= 447450 kgem, M,j3= 157450 kgem. 
d) Se il regime fosse elastico si avrebbe 77, = — 298300 kgem, I7,j = 149150 
kgem; per cui 1, diminuisce di 2,78% ed M;j, aumenta di 5,56%. 
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Esercizio 1643. — La stessa trave dell’esercizio 1639. Calcolare i momenti 
flettenti quando ciascuno dei due carichi vale P= 3600 kg (a= 1,50 m). 

Soluzione. a) Se con P= 2983 kg si aveva (es. 1642) M,= — 290000 kgem 
(già prossimo a M{' = 300000 kgem), con P= 3600 kg si avrà M, poco minore 
di 23%” (8); per cui si può ammettere che sia M; = — 300000 kgem. 

Essendo Pa = 3600 - 150= 540000 kgem, risulta 13= 540000 — 300000 = 
= 240000 kgem. 

Se il regime fosse elastico, si avrebbe 1, = — 360000 kgem, Uia = 180000 
kgem. 

3) Quando P= 3900 kg, si ha Pa= 3900 - 150 = 585000 kgem; per cui, 
essendo ancora M,= -—— 300000 kgem, risulta Mya= 585000 — 300000 == 
= 285000 kgem. 

e) Quando P = 4000 kg, si ha M,= — MY, Mia= + 15’ (nota 55). 


Esercizio 1644. -— Idem; nel caso di a= 1,80 m, calcolare il valore di P cor. 
rispondente a 1, = — 280000 kgem. 
Soluzione. a) Per g= 180/450= 0,4 la (c) diventa 


(d,) P= [4,170 + V17,3603 + 33,33cy(a — 1)]M/2. 
Nel nostro caso si ha a= 1,40, y= 0,8361, c= 0,224, per cui risulta P= 
= 2639 kg, e per conseguenza Pa = 475020 kgem, ] M1jg= 195020 kgem (5°). 
b) Se il regime fosse elastico si avrebbe M,= — 285012 kgem, dig, =e 
= 190008 kgem; per cui 3; diminuisce di 1,76% ed MM, aumenta di 2,54%. 


Esercizio 1645. — Idem, per avere 1/,= — 290000 kgom. 

Soluzione. a) In questo caso risulta P= 2768 kg, My, = 208240 kgem. 

Se il regime fosse elastico si avrebbe J,= 298944 kgem, Mj3= 199296 
kgem; per cui M, diminuisce di 2,99% ed M./s aumenta di 4,49%. 

3) Essendo 2/3 > Mi, si dovrebbe tener conto del comportamento pla- 

stico del tratto centrale (nota 52). Con My, = 208240 kgem si ha a'= 1,0412, 
p'= 0,958, 7 = 0,0026; quindi il nuovo termine positivo risulta (1 — 2g)yMWl= 
= 0,2 - 0,0026 - 200000 - 450 = 46800 kg- cm? Esso fa diminuire il termine 
noto della (b) (es. 1639); ma questo vale 2cey(a — 1)/2= 2 - 0,180 - 1,7126 - 0,45 * 
+ 200000? = 1,11 + 10! kg « cm?, per cui la diminuzione è inapprezzabile (in ar- 
monia col n. 773 e). L'influenza del tratto centrale plastico è considerevole solo 
quando 1/;/, è prossimo a Ala 


@&) L'inizio della plasticità all’incastro si ha per carichi Pi tali che sia (2/9)P1= MI, da cui 
Pi = 9myzi= 9.200000/2.450 = 2000 kg. Il collasso (che avviene quando M, ed Mila valgone 
+ M{) si ha per carichi Ps’ tali che sia Pl'a= |M;\+ Myg= 205", da cui Pi = 2My la= 
sa 2 + 300000/150 = 4000 kg. a 

(5) Il momento Mija = 195020 kgem è minore di M, = 200000 kgem, per cui il tratto centrale, 
soggetto a momento fiettente positivo, è ancora elastico. 

Se invece MM; ma risulta maggiore di M} (in misura notevole, n. 773 e), si deve tener conto anche 
del comportamento plastico del tratto centrale, considerandolo limitato al tratto 1— 2a fra i due 
carichi. A tal fine si può assumere il valore approssimato Mi 2 che si è ottenuto, mediante il quale 
si calcolano o’, 8’, y° per îl tratto suddetto. Quindi nella (1454) si aggiunge al termine positivo 
0/2 un altro termine positivo y°M3(1— 2a) = (1 — 2) Mal. 
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Esercizio 1646. — Trave prismatica perfettamente incastrata, soggetta a un 
carico P in mezzaria. 

Soluzione. In questo caso, in regime elastico, i momenti valgono M.= — Mya 
e sono uguali tra loro. Quindi il comportamento plastico appare contemporanea. 
mente, e in uguale misura, in due tratti 7 prossimi agli incastri e in un tratto 27 
centrale. Viene perciò a mancare il motivo che faceva crescere meno rapidamente 
il minore dei due e più rapidamente il maggiore; quindi anche in regime plastico 
si ha M,= M,= — Miy=— Mjs= Pi8. 


Esercizio 1647. - Idem; calcolare l'abbassamento in mezzaria. 

Soluzione. a) Il diagramma M° in metà trave, 
rappresentato nella fig. 1644, è ottenuto alterando 
M in due tratti 7, ossia aggiungendo (n. 7695) due 
aree Q= cyM2. Il valore di 7 si ricava dalla pro- 
porzione (7/4 — 2): 4 = M;: M, e vale 7Z= 
[(a— 1) : al}/4. 

Il diagramma M primitivo dà in mezzaria (n. 210) 
il momento fittizio M}, = P#/192. 

La distanza orizzontale dei baricentri dello due 
aree Q è 20/4-7+d), dove d=c'7 (n. 769 d). 
Quindi le due aree (2 danno un supplemento 


Fig. 1644. 
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Il momento fittizio totale in mezzaria risulta così Mîja + AMtp. 

3) Consideriamo la trave dell'esercizio 1640. Per provocare M;= — M;n= 
= 280000 kgem occorre un carico P= 82;/l= 8 - 280000/450 = 4978 kg. Quindi 
risulta Mij, = 4978 + 450°/192 = 2363 - 108 kg - em3. 

A M= 280000 kgem corrispondono a= 1,40, y= 0,8361, c= 0,224, c'= 
= 0,795; (a— 1):a= 0,288. Quindi risulta 


4Mfjx= 0,224 + 0,8361 + 0,286 [1 — 0,205 - 0,286] 200000 - 450%/8= 255 - 10° kg -cm?. 


Quest'ultimo è 10,8% di Mîj. Perciò la freccia f = Pl/192EJ = 4978 + 
* 4503/192 - 2 - 109. 417= 2,83 cm aumenta di 10,8% per effetto delle deforma. 
zioni plastiche, ediventa 3,14 cm. 


4U%n=9-2(1-2+ fa, 


Esercizio 1648. — Studiare la trave dell’esercizio 1637 col procedimento del 
n. 773 d), e calcolare il carico @ che provoca M,= — 126000 kgem. 
Soluzione. a) Si ha Q= (2/3) - QU/8= Q/12; per cui l'equazione (1454,) 
diventa (5°) 
QI — 12aM;Q1— 48cy(a— 1)M2=0, 


(') L’applicabilità della (1454,) nel caso in cui M non varia linearmente (n. 773 f) è subordi= 
nata all’approssimazione del valore di > dato dalla (a) del n. 773. Nel nostro caso (se fosso q= 0 
mentre R= g7/2) si ha X= 2(M, — M3):Q= 2 - 36000/7655= 9,4 om, mentre il calcolo esatto 
di è, dedotto da glz/2 — qr°/2= 3827,5x — 19,13752%= 36000, dà 1= 9,9 cm. Quindi la (1454,) 
è certamente applicabile in questo caso e ogni volta che è non è molto grande. 


LA PLASTICITÀ 613 


da cui 
Q= [6a + 2/9a* + 12ey(a — 1)] MN. 
Per M,= — 126000 kgem si ha a= 1,40, y= 0,8361, c= 0,224. Quindi 
risulta 
Q= (6 - 1,40+ 29 - 1,40° + 12 - 0,224 + 0,8361 - 0,40)90000/200 = 7655 kg. 


A questo valore di Q@ corrisponde Q7/8 = 7655 - 200/8= 191375 kgem; per 
cui M;j,= 191375 — 126000 = + 65375 kgem < M°. Quindi la parte centrale si 
comporta elasticamente. 

Se il regime fosse elastico, con Q= 7655 kg si avrebbe M,=—- Q12= 
= — 127583 kgem, M,= Q1/24=+ 63792 kgem. Quindi M, diminuisce di 
1,24% ed Ma aumenta di 2,48%. 

b) Se invece M,= — 130500 kgem, si ha a= 1,45, y= 1,7126, c= 0,180. 
Quindi risulta Q = 7998 kg, Q7/8= 199950 kgem, 21/3 = 69450 kgem. 

Se il regime fosse elastico, con Q = 7998 si avrebbe 3, = — 133300 kgem, 

M.j,= 68650 kgem. Quindi M, diminuisce di 2,10% ed M,/, aumenta di 4,20%. 


Esercizio 1649. — Trave perfettamente incastrata, soggetta a due coppie 
MH = 420000 kgom nei punti O e D (fig. 1645) che dividono / in tre parti uguali. 
Soluzione. a) Nel caso generale in cui il 
tratto centrale compreso fra le due coppie 


A B 
sia lungo c, se il regime fosse elastico l’equa- Y M; M ,, 
zione determinatrice dei momenti di inca. us \C D/U, 7 
stro M, sarebbe 1 

Mc/2EJ — MJ/2EJ = 0, 
; " MO =] 


M,= Mo/l. 


Se 0 < 1/2, si avrebbe M, < M/2, per cui il Fig. 1648 
momento positivo M — M, nel tratto cen- 
trale risulta maggiore di M,, contrariamente a ciò che di solito accade quando 
agiscono dei carichi. 

Nel nostro caso (c= 1/3) si avrebbe M,= 14/3 = 140000 kgem ed M — M,= 
= 21/3= 280000 kgem > Mi. 

b) Il regime diventa plastico nel tratto centrale; per cui la rotazione di 

O rispetto a D è (1444) M12/3EJ, dove M°= (M — M): B (M; în valore assoluto). 
Invece la somma delle rotazioni di 0 rispetto ad A e di D rispetto a B è 2 + M,/3EJ 
(perchè si prevede che risulterà M, < 2}). Quindi l’equazione determinatrice di 
M,; diventa 


da cui 


M_- Ml MI ‘ M 
3° 3577 2351" da cui Mesa 
Inoltre è 
M_-M_M_-M:(1+ 26) 28__M 
gn "ii ITA 1+28 I° 
da cuì 


_1+28) pr 
Me Mi. 


614 CAPITOLO TRENTESIMO 


Se proviamo (n. 757 a) a= 1,20, f= 0,77, troviamo M= 896000 kgem. Se 
proviamo a= 1,25, p= 0,71, troviamo M = 420000 kgem. Interpolando si rico- 
nosce che dev'essere a= — 1,24, cui corrisponde f = 0,721. Quindi si ottiene 

420000 


dee 1+2-0,721ì 


= 172000 kgem, M — 3,= 248000 kgem, 


774. La trave con appoggio e incastro. 


a) In questo caso la condizione di congruenza che rende determinate 
le reazioni può essere l’annullarsi dell’abbassamento in corrispondenza 
dell’appoggio, oppure l’annullarsi della rotazione in corrispondenza del- 
l’incastro (n. 230 5, c). A meno del divisore ZJ, l'abbassamento Na del- 
l’estremo A appoggiato, reso libero, è dato (255,) dal momento statico 
Sa del diagramma M (del diagramma M alterato nel caso plastico) rispetto 
alla verticale per A; mentre la rotazione ©, dell’estremo B incastrato, 
reso libero di ruotare, è dato (250,) dalla reazione fittizia B*, che a sua 
volta è uguale a S,/2. Perciò sia la condizione n4= 0, sia la 9 = 0, richie- 
dono che sia nullo il momento statico $, dell’area del diagramma M 
(o M°) rispetto alla verticale per A. 

Come nel caso del n. 773, si può usare un procedimento diretto per ten- 
tativi, oppure un procedimento inverso più rapido. 

b) Dato il carico, e quindi il diagramma semplice M,, si assume 
un valore M, di tentativo, che determina la retta di riferimento, ossia il 
diagramma M. Quindi si altera M sostituendolo con M° nel tratto o nei 
tratti in cui M > M,. Infine, si verifica se il momento statico $, del dia- 

gramma alterato è circa nullo. Se non 


P lo è, si ripete il procedimento assumendo 
= ì 5 4 muovi valori di M,. 
7, Sl 7 c) Per evitare i tentativi, spesso si 


ra t-_->i i può procedere in modo inverso, fissando 


M Ig D | un valore di 1, e calcolando il carico 
ls Ma corrispondente (come nel n. 773 d). 
| Ea A tal fine si considerano la reazione 
eb fittizia Bi provocata dall’area del dia- 
Fig. 1046. gramma semplice 1, (espressa in fun- 


zione del carico incognito), B* provo- 
cata dal triangolo negativo di ordinata massima M,, e la 4B* provocata 
dall’area 402 aggiunta al diagramma M in seguito all’alterazione. La 
somma algebrica di queste tre reazioni dev'essere nulla, ciò che fornisce 
un’equazione dalla quale si ricava il carico. 
La trave sia soggetta, ad es., a un carico concentrato P (fig. 1646). 
Posto a/l= %, la prima reazione fittizia è data (n. 228 Db) da 
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B* = Pa(l* — a?) :61= y(1— y°)P/6. 
La seconda reazione vale (n. 228 a) (a= M,/M{) 
= MJ/3=aM13. 


Per ottenere la terza reazione occorre determinare la lunghezza 4 del tratto 
in cui M > M/. Dai triangoli simili della fig. 1646 si ha 


oa DA 


rs= M,_} =M3r da cui = mit upli 
xi bia po gnlb=Mi, 
3 i i, da cui ’= HH, di; 


quindi, sostituendo, 


OMM, M,— MK; 1-1/a 
= Tit Ho!" Kia g+ hm! vanizt=p” 


Il quoziente M/M, si può sostituire con M, o/M», essendo M, il valore 
che si avrebbe in regime elastico, perchè con ciò si altera pochissimo la 
sola reazione AB* (che è la meno importante); per cui si ha (214), (309) 

Mo _ Mo_ Pab/l x(1— x)P1 2 

MU, i, Pal@—a9);287y1—-y)PR1+%° 
Quindi si ottiene 

2= 1_x.az1 1 

(a) 3_-%3 a 
L'area 40 aggiunta vale perciò (1449) 


49= 09M; -1= wg=t «el yy. 


Il suo baricentro ha una piccolissima distanza d’ dall’appoggio B; per 
cui la terza reazione risulta AB*=40(1—d'):1= 40. 
Pertanto, l’equazione BY — B% — 4B*= 0 diventa 


PI Mil dg. ezl 
1455 1- xa 
( ) x 2°) 6 3 vg 


M.=0. 


Da essa si ricava 
203 — g°)a+ 6ey(1 — x°)a —1), =. 
z(1— 2°)(8 — 2°)a 


Se è dato il carico P (procedimento diretto), si prevede per M, un 
valore di tentativo, necessario per conoscere a, y, c; poi si ricava M, 
dalla (1455), che dev'essere circa uguale al valore previsto. Occorrono 
così alcuni tentativi (es. 1651). 


(1456) P= 
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Per evitarli, conviene invece fissare un valore di M, > Mi (procedi- 
mento inverso), e quindi calcolare a, y, e. Poi si calcola il valore di P 
mediante la (1456). Si ottiene così una serie di valori di P corrispondenti 
a diversi valori di Mf,. 

d) Analogamente a ciò che si è detto nel n. 773 e), il procedimento è valido 
quando sia plastico solo un tratto prossimo all’incastro. 

e) Il procedimento si può applicare con buona approssimazione (nota 57) 
anche se M non varia linearmente (cioè se non esiste il tratto scarico) in pros- 
simità dell’incastro (es. 1652). 


Esercizio 1650. - La trave è caricata uniformemente. Dato il valore di % 


Q=ql calcolare M,. 
ii Soluzione. a) Supposti noti q ed M,, 
4 4 B l’ascissa x alla quale si ha IM=— M/ 
ZA 1. si deduce dall’equazione (3, in valore 
CS 0 z CR assoluto) (fig. 1647) 


— 23 
E Mi, 


ossia 
qlo* + (2M, — ql')e — 2MA=0. 


Fig. 1647. 


Ricavato il valore di x la lunghezza del 
tratto in cui |M|]>M{ è A=1—-x, e risulta 


-1,1I_yF_204-M,, Mì 
(0) de3+Tî at a ta 


5) Noto 4, si procede come nel n. 774 0). Nel nostro caso si ha Bî = gql8/24, 
e l'equazione Bf — Bi — 4B*= 0 diventa 


(0) ql mor: 


Dato g, conviene prevedere un valore per M, e calcolare 4 mediante la (6). 
Quindi si verifica se la (0) è circa soddisfatta. 


Esercizio 1651. — Trave lunga /= 4 m, di sezione quadrata di 6 cm di lato, 
soggetta al carico g= 6 kg/cm. Calcolare M,. 
Soluzione. a) Proviamo |M,| = 118000 kgem. La (5) dà (es. 1632) 


A 40 +. 118000 _ 2001 2 + 90000 — 118000 118000* _ 
ie 6 - 400 4 6 6° - 400? 


19,5 cm, 


Quindi la (0) diventa (a= 1,311, B= 0,615, y= 0,315, c= = 0,271) 
6 - 4003 A 118000 - 400 


24 3 

b) Provando |M,|= 119000 kgem (a= 1,322, B= 0,597, y= 0,354, 

o= 0,264), si ha 7= 20,1 cm, e il primo membro della (c) risulta — 36000+0, 
Interpolando si ottiene M,= — 118800 kgem. 


— 0,271 - 0,315 - 90000 - 19,5= + 117000+0. 
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Esercizio 1652. — La trave dell’esercizio 1640 è appoggiata in A e incastrata 
in B, ed è soggetta a un carico P distante a= 27/3 da A. Calcolare il carico P 
necessario per avere M,= — 280000 kgem. 

Soluzione. a) Per y= aft= 2/3 la (1456) diventa 


12420? + 810cy(a — 1). Mi 
2300 ia 
Con M,=— 280000 kgem si ha a= 1,40, y= 0,8361, c= 0,224. Quindi 
risulta 


Pas 


1242 - 1,40? + 810 - 0,224 - 0,8361 - 0,40 200000 


E 230 - 1,40 a50 = 3464 he. 
Sotto il carico si ha 
3444 - 300 - 150 300 ) 
MU, Zi — 280000 753 = + 157730 kgom < Mi. 


__ b) Se il regime fosse elastico, con P= 3444 kg le (309), (311) darebbero 
MI, = — 287000 kgem ed 3, = + 153067 kgom, 


Esercizio 1658. — La trave dell'esercizio 1651. Calcolare il carico g necessario 
per avere M, = — 130500 kgem. 

Soluzione. a) Per questo calcolo inverso si determina 7 in modo approssimato. 
La reazione PR, vale R, = gl/2.+ My/l= (q* + 224) : 2 (M; in valore assoluto). 
Quindi 7 si deduce dall’equazione approssimata (si trascura g nel tratto 2) 
M,- Mi 1 
qey23M, 

Sostituendo questa espressione di 7 nell'equazione B$ — Bî — AB*= 0, ossia 
Bi — Bi — cyM;A= 0, e semplificando, si ha 


ql — 6aM{gl® — 16M{[a® + 3ey(a — 1)]}= 0, 


RAÀ- M,=- Mi, da cui 4=2 


da cui 


(@d) q= [3a + V25a + 48cy(a — 1)]M:/0. 


b) Con M,=— 130500 kgem si ha a= 1,45, y = 1,7126, c= 0,180; per 
cui la (d) dà 


q= (8 - 1,45 + V25 1,45? + 48 - 0,180 - 1,7126 + 0,45) 90000/400° = 7,68 kg/em . 


775. Osservazioni. 


a) Negli esercizi 1637, 1640-1642, 1648, 1652 abbiamo riconosciuto 
che l’influenza del comportamento plastico dei tratti prossimi agli incastri 
sul valore dei momenti IM, d’incastro, ossia la diminuzione di M, rispetto 
a HM, che si avrebbe se il regime fosse elastico, diventa considerevole 
solo quando questi momenti sono molto prossimi al valore limite MES 
Ciò che è naturale, perchè soltanto allora la curvatura p= 9; - h/h' = g;/f 
diventa molto maggiore di g/;, e i tratti plastici 4 diventano abbastanza 
lunghi. 
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La conseguenza di ciò è che, finchè il carico è tale che il momento HM n 
che si avrebbe se il regime fosse elastico, non ha ancora raggiunto il 
valore limite — M/’, il momento effettivo M, è poco minore di M, e il 
momento M,, è poco maggiore di M,, (se, come di solito accade, è 
MH.> Mn): per cui si possono ancora accettare i valori che si ottengono 
considerando il regime elastico (5). E solo quando il carico è tale che M, 
sia maggiore di M/’, il momento M, rimane circa uguale a M/’ anche se 
il carico cresce, e aumenta invece molto Mis 

In altri termini, M, ed M,, crescono circa proporzionalmente al carico 
finchè questo è tale che gli corrisponda un momento I. i elastico circa 
uguale a — Mf'; e solo in seguito M, cresce ancora di pochissimo ed Mij 
cresce rapidamente. 

b) Inoltre se il tipo di carico è tale che in regime elastico |M.| 
sia assai maggiore di 1/,,, accade che mentre M, tende al valore MI, 
il momento My, è ancora minore di M/, ossia il tratto centrale della trave 
è ancora elastico; e diventa plastico solo quando M, è già praticamente 
uguale a M/°. Ad es., questo accade nel caso degli esercizi 1640-1642, 
perchè con y = 1/3 si ha, in regime elastico, | M;| doppio di 37, (come 
pure nel caso del carico uniforme); e non accade nel caso dell’esercizio 
1645, perchè con y= 0,4 si ha |M.|=1,5My. 

e) La constatazione fatta in a) mostra 7a scarsa importanza pratica 
dello studio delle strutture iperstatiche in regime semiplastico mediante 
le condizioni di congruenza, appunto perchè nelle situazioni intermedie 
fra l’inizio della plasticità e il collasso i valori delle incognite staticamente 
indeterminate sono poco diversi da quelli che avrebbero se il regime fosse 
elastico. 

Perciò possiamo limitarci a studiare il caso limite in cui tanto Mi 
quanto M,,, sono uguali a M/‘, e si ha il collasso; caso che è molto impor- 
tante, perchè consente di ricavare il valore del carico limite corrispondente 
e quindi di valutare il coefficiente di sicurezza s quando il carico ha un 
dato valore (nn. 777 e seguenti). 


(°*) Ad es. nel caso della trave di sezione rettangolare, incastrata alle estremità e caricata 
uniformemente, il carico che in regime elastico provocherebbe Mx — Mi è una volta È) 
mezzo il carico Q; che provoca M;= M$ (perchè Mj' = 1,5M/). 

Se si considera la trave dell’esercizio 1637, essendo Qf = 5400 kg (nota 54), tale carico vale 
Q= 1,5-5400= 8100 kg. In regime elastico, esso provocherebbe 7; == — Q7/12 = — 8100» 
* 200/12 = — 135000 kgem, cioè appunto — Ms. 

Il momento M; che invece si ha in regime plastico con Q = 8100 kg si può ottenere per estra- 
polazione, sapendo (es. 1648 a, d) che i carichi Q= 7655 kg e 7998 kg provocano M; = — 126000 
kgem e — 130500 kgem; per cui si trova che Q= 8100 kg provoca M;= = — 131900 kgem. 
Confrontando questo valore con M;= — 135000 kgem che si avrebbe se il regime fosse elastico, 
esso è minore soltanto di 2,3%. Il momento Mia vale 70600 kgem, ed è maggiore di 37 > 
= 67500 kgem di 4,6%. 

Queste alterazioni rispetto ai valori elastici sono poca cosa, perchè quelle che si hanno 
all’atto del collasso sono del 25% per M; (QU/12— QU16= QU48, che è % di M,= — QU/12) e 
dol 50% per Myz (0/16— Q1/24= 01/48, cho è % di I7,g= Q1/24). 
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d) La constatazione fatta in b) ci assicura che (quando in regime 
elastico |M ;| sia abbastanza maggiore di My, (5)) è possibile la situazione 
in cui I, è già praticamente uguale MY, mentre My, ha il valore (pur- 
chè non troppo piccolo) che desideriamo: ad es. M;. E anche in questo 
caso possiamo ricavare il valore corrispondente del carico. 

È interessante anche la ricerca di My, quando sia dato il carico e si 
abbia |M.|= — MY? (es. 1669 d). 

e) I due problemi indicati in c) e in d) sono staticamente determinati, 
perchò sono noti i valori di M in alcune sezioni. Perciò si studiano in modo 
molto semplice, come vedremo nei nn. 778-780. 

e) Pur non avendo dunque molta importanza pratica, lo studio 
dei nn. 773, 774 e degli esercizi relativi ci ha tuttavia consentito di avere 
una chiara idea dell'andamento quantitativo del fenomeno, e quindi di 
giungere alle conclusioni dette in a), in b)e inc) 


776. Le strutture reticolari iperstatiche. 


a) Nel caso delle travi inflesse iperstatiche a parete piena, è facile 
determinare il carico necessario affinchè il momento flettente massimo 
raggiunga il valore Mi, perchè fino a questo punto sono validi i risultati 
del regime elastico. Però quando il carico cresce ulteriormente, il problema 
è ancora staticamente indeterminato, perchè tale momento può avere infi- 
niti valori compresi fra 1} ed M/'; e per determinarne il valore vero sono 
ancora necessarie le condizioni di congruenza, da usare come si è visto 
nei nn. 773, 774, tenendo conto del comportamento parzialmente plastico. 

Invece nel caso delle strutture reticolari iperstatiche, quando nel- 
l’asta più affaticata la o raggiunge il valore o,, lo sforzo nell’asta è S,= c,A, 
e, ammessa al solito valida la legge 0,8 della fig. 1609 a, non può crescere 
ulteriormente, anche se i carichi continuano a crescere. È ancora facile de- 
terminare il minimo carico necessario affinchè l’asta raggiunga la plasticità, 
perchè fino a questo punto sono validi i risultati elastici. Ma quando il carico 
supera tale valore, il problema diventa staticamente determinato (se la struttu- 
ra era una sola volta iperstatica), perchò l’asta in questione si può sostituire 
col suo sforzo $,, perfettamente noto, e la rimanente struttura è isostatica. 

3) Se la struttura è due volte iperstatica, al crescere del carico a un 
certo punto l’asta più affaticata diventa plastica ($,,= 0,4;). Il minimo 
carico necessario si deduce dallo studio della struttura in regime elastico. 
Quando il carico supera tale valore (purchè non di molto, fig. 1609 Db), 
nell’asta suddetta si ha ancora S= $,,, mentre le altre aste sono ancora 
elastiche. Perciò se si sostituisce l’asta divenuta plastica col suo sforzo 


(@&) Se invece 7; è poco maggiore di II, 3) quando M; è maggiore di MI} esi avvicina a M5" 
anche 17,3 è già maggiore di M5. 
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8,» si ha una struttura elastica una volta iperstatica, soggetta ai carichi 
ea Su Studiandola in regime elastico, si ottengono gli sforzi nelle aste, 
e si determina il carico necessario affinchè una seconda asta diventi plasti- 
ca (S,= 0,43). Quando il carico supera questo secondo valore, il problema 
diventa staticamente determinato, potendosi sostituire le due aste plasti- 
che coi loro sforzi $,, ed S,, ed essendo la rimanente struttura isostatica, 

Si procede in modo analogo se la struttura è più volte iperstatica. 

0) Nel caso delle strutture una volta iperstatiche (n. 776 a), crescendo 
il carico dopo che un’asta è diventata Plastica, a un certo punto diventa 
plastica una seconda asta, e si Ra il collasso dell'intera struttura. Infatti, 
oltre questo punto l’equilibrio non può più sussistere, perchè se si aumenta 
il carico anche di poco, le due aste plastiche continuano a deformarsi 
illimitatamente, mentre la rimanente struttura, essendo labile, non può 
opporsi al progredire della deformazione. Il carico necessario per pro- 
vocare il collasso (carico limite), diviso per un opportuno coefficiente di 
sicurezza (esterno) s, dà il carico ammissibile. 

Analogamente, se la struttura è n volte iperstatica, quando sono di- 
ventate plastiche n + 1 aste si ha il collasso della struttura. 

Nel caso delle strutture isostatiche, si ha evidentemente il collasso 
appena un’asta diventa plastica. 

Questo metodo fa parte del calcolo a rottura, che studieremo nei numeri 
che seguono. 

d) Se in un’asta compressa lo sforzo raggiunge il valore critico, 
l’asta diventa instabile per carico di punta, e la conseguenza è la stessa: 
cioè l’asta cede come nel caso dello snervamento, e il valore dello sforzo 
non cresce ulteriormente al crescere dei carichi. 

e) Ad es., nel caso della fig. 1650, se le tre aste hanno sezioni uguali, l’asta 
verticale è la più affaticata (es. 1656), per cui è la prima che diventa plastica; 
e ciò accade quando lo sforzo X dato dalla formula dell’esercizio 54 (che è ancora 
valida) diventa uguale a S,= c,A. Il carico minimo necessario P; si ricava da 


tale formula, ponendo X = g,A. Intanto le altre due aste, meno affaticate, sono 
ancora elastiche. 

Quando P cresce oltre P/, il problema è staticamente determinato, poichè 
nell’asta verticale lo sforzo rimane uguale a 8,, mentre continuano a crescere gli 
sforzi nelle aste inclinate. Quindi questi si ottengono decomponendo la forza 
P_X=P_$, in due forze parallele alle due aste. 

Crescendo ancora P, per un certo valore 2‘ anche gli sforzi nelle due aste 
inclinate diventano uguali a 0,4 (%), e si ha il collasso, perchè le tre aste conti» 
nuano ad allungarsi spontaneamente. 

Nel caso di a= 45°, risulta P/= 1,710,4, P//= 2,4lo,A. 


(‘*) In questo caso non diventa plastica una seconda asta, come si è detto in c), ma lo die 
ventano contemporaneamente entrambe le aste inclinate, perchè, per la simmetria, i loro sforzi 
sono uguali. Se invece non fossero simmetriche, la seconda asta che diventa Plastica sarebbe quella 
più vicina alla verticale. 
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Esercizio 1654. - Una trave molto ri- 
gida è sostenuta da tre aste uguali ed equi- 
distanti, ed è soggetta al carico P (fig. 1648). 
Calcolare i valori Pj e P;' di P che provo- 
cano lo snervamento di una o di due aste. 

Soluzione. a) Si hanno le due equazioni 
di equilibrio 

8S+89+8,=P, 
81+S1/2-Pb=0. 


Fig. 1648. 


Inoltre, se si trascura l’incurvamento della 
trave, in regime elastico gli allungamenti delle tre aste, e quindi anche i loro 
sforzi, sono tali che 


2M0= Na + N > 28,= St S. 
Da queste tre equazioni si ricava 
8,= P(bI1— 1/6), 8,= P/3, S,= P(5/6 — b/I) è 


Affinchè anche $, sia di trazione, dev'essere B < (5/6)L. 
0) Se a= 1/3, si ha S,= P/2, S= P/3, Sy= P/6. 

Diventa plastica l’asta a quando P/2=0,4=$, da cui P= Pi=2Sx 
A questo punto si ha S,= So 80= (2/3)8, Sy= (1/3)S 

Quando P cresce oltre P;, si ha S,= S,, mentre $, ed S, crescono. Dall’equa- 
zione di equilibrio S,1+ 8,1/2 — Pb= Osiricava S,= 2Pb/l — 28,= (4/3)P — 29, 
Diventa plastica anche l’asta c quando S,= $,, ossia quando P= Pi = (9/4)S,= 
= 2,259, A questo punto si ha il collasso. 


Esercizio 1655. — Tre barre verticali di ferro, di uguale sezione A e di lune 
ghezze 1, 21, 31, hanno le estremità inferiori solidali tra loro e sono sostenute in 
alto in tre punti ad altezze diverse (fig. 1649). Calcolare i valori 
Pi, Pi', Pi” del carico P applicato in basso, necessari per pro- 
vocare lo snervamento in una, in due, in tutte e tre le barre. 

Soluzione. a) Finchè il comportamento è clastico, i tre sforzi 
sono determinati dalla condizione che gli allungamenti siano uguali 
(S.1/EA= 8,21/EA= $;31/E4); per cui essi devono essere inver- 
samente proporzionali a 1, 2, 3, e risultano 


s;= 6P/11,  S,=3P/11,  S,=2P/11. 


La prima barra si snerva quando 6P/11=$,= 0,4, ossia 
quando P= Pi= (11/0)S,= 1,833S,, A questo punto si ha 
G1= 0, 03= 0,50, 03= 0,3330,. 

b) Quando P cresce oltre Pi, la prima barra ha sempre lo 
sforzo S,, mentre S, ed $; continuano a crescere. Questi due sono 
determinati dalla solita condizione ($,221= $332), e la loro somma è P—S, 
Quindi essi valgono 


Sa= (8/5\P— S), = Sa= (2/5)P_—Sa). 


Fig. 1649. 
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La seconda barra si snerva quando (3/5)(P — S,)= S,, ossia quando P = 
= Pi’ = (8/3)S,= 2,6678,. A questo punto si ha 01 = += 0,, 03 = 0,6670,. 

c) Quando P cresce oltre P;', si ha Sf = P— 28,. Lo snervamento in 
tutte e tre le barre, e quindi il collasso dell'insieme, si ha quando P= P;//= 38, (9). 
Il collasso richiede dunque un carico 1,636 volte maggiore di quello che provoca 
l'avvento della plasticità. 

d) Se si tratta di ferri tondi di 20 mm di diametro (4= 3,14 cmq) e se 
C,= 2400 kg/emq, si ha S,= 7536 kg, P{= 13820 kg, P{"= 20100 kg, P/// = 
= 22610 kg. 

Se si adotta X= 1200 kg/emq, si ha il coefficiente di sicurezza s = 2 rispetto 
al raggiungimento di 0,, e si può far agire P= (% + 0,5% + 0,333%)4 = 6910 kg. 
Il coefficiente di sicurezza rispetto al collasso risulta s = 22610/6910 = 3,27. 

Se invece si adotta s= 3 rispetto al collasso, si può far agire P= 7540 kg, 
e si ha o, = 1310 kg/emq, og = 655 kg/cmq, 03 = 437 kg/cmq. Rispetto al primo 
raggiungimento di c, si ha #= 1,83. 


Esercizio 1656. — Nella struttura della fig. 1650 le tre aste hanno sezioni A 
uguali. Calcolare i valori Pj e P/ di P 
che provocano rispettivamente l’inizio dello 
snervamento nell’asta verticale e il collasso 
della struttura. 

Soluzione. a) Finchè la o nell’asta vere 
ticale non raggiunge la 0, la struttura è 
ancora elastica (9), per cui valo l’espres- 
sione di X dell’esercizio 54. Ponendo 
X= S,= 0,4 e risolvendo per P, si 
ottiene 


Fig. 1650. 


P ; V2+1 
fato co di pa p,= YETi 
- 1+201/V98 ©” dii VE; 


b) Si ha il collasso della struttura quando anche gli sforzi S,, 93 nelle altre 
duo aste diventano uguali a S,; e ciò accade quando 


8,= 1,7079,. 


P= Py = 8,+ 28,008 45°= (V/2+ 1)S,= 2,4148,. 


Il carico Pi’ che provoca il collasso è 1,414 volte maggiore del carico P/ che 
fa iniziare lo snervamento nell’asta verticale. 


Esercizio 1657. — Idem. Calcolare gli sforzi nelle aste inclinate quando 
P= 28,(> Pi). Calcolare il valore di P necessario affinchè tali sforzi valgano 
0,758, 

Soluzione. a) Quando P= 2$,, la forza che sollecita le aste 2638 P— S,= 


(61) A differenza dal caso dell’esercizio 1654, nel quale si aveva il collasso quando due delle 
tre aste diventavano plastiche, qui il collasso si ha quando diventano plastiche tutte e tre. 

(*) Se si calcolano gli sforzi nelle due aste inclinate, che sono dati (es. 52) da (P— X):2 sen 45° 
si trova che valgono 5/2; per cui in tali aste si ba soltanto cy/2. 
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= 28,— S,=S, Scomponendola, si ottengono (es. 52) gli sforzi Sj= Sg= 
= 8,/2 sen 450 = S,/V2= 0,7078,. 

b) La forza necessaria affinchè si abbia Sg = S3= 0,758, è 
P= $,+ 28, cos 45°= S, + 2 - 0,759, sen 45° = (1 + 1,5/V2)S, = 2,0619,. 


Esercizio 1658. — Nella struttura della fig. 1651 le sei aste hanno sezioni A 
uguali. Calcolare i valori Pi e Pi’ di P che pro- 
vocano rispettivamente l’inizio dello snervamento 
e il collasso della struttura. 

Soluzione. a) In regime elastico si ha (es. 72) 
8,= X= 0,707P, S;= — 0,293P, Sj=..= S&= 
= 0,207P. Perciò la diagonale orizzontale è la pri. 
ma asta che diventa plastica. Ciò accade quando 
X= 0,707P= $,= 0,4, da cu P=P;= 
= V28,= 1,4149,. 

In queste condizioni si ha S3=... S= 
= 0,2938,, Ss = — 0,4148, Fig. 1651, 

3) La seconda asta che diventa plastica è l’altra diagonale 2. Infatti, le 
quattro aste del contorno non possono raggiungere lo sforzo $,, perchè nella dia» 
gonale 2 si avrebbe 9, = V28,> 8, (equilibrio del nodo 0). 

Il collasso si ha dunque quando 8, = $,, cui corrisponde nelle aste 3, 4, 5, 6 
lo sforzo S,= S/V2= 8./V3= 0,7078, (6 le tensioni 9 = 0,7070,). Perciò la 
forza P deve valere 


P= Pi = 8+ 28, c0s 45°= 9, + 2(9,/V/2) cos 45°= 29,. 


Esercizio 1659. — Idem; calcolare gli sforzi S, ed S3=.. $ quando P= 
= 1,88,(> P{). Calcolare il valore di P necessario affinchè si abbia Sy= — 0,98, 
Soluzione. a) Quando P= 1,89,, la forza che sollecita le aste 3640 P— S,= 
= 1,89, — S,= 0,88, Scomponendola, si ottiene S= S,= 0,89,/2 sen 450 = 
= 0,5669,= S;= Sy. Componendo $S, ed 8; si ottiene S, = — 0,88, 
b) Se Ss=— 0,98, si ha S=.. S= 0,98,/V2= 0,6369,. Quindi la P 
necessaria è 
Pz 8,+ 28; cos 45° = 8, + 2 - 0,636$, cos 45° = 1,99,» 


Esercizio 1660. — Nella struttura della fig. 1652 gli angoli CAD e A0B 
sono di 60° e di 120° e le sei sezioni sono uguali. 

Soluzione. Procedendo come negli eser- 
cizi 71, 72, in regime elastico si trova 
6= (5/3)Ps/EA, S,= X=[5 :(3V3+ 5)]P= 
= 0,490P, S,= Ss= .. S= 0,69, 

Ha inizio lo snervamento nell’asta 1 
quando P= P;= 2,04S,. Quando P= Pi/= 
= 2,738, si ha $, in tutte e sei le aste (0). 
Ad es., quando P= 2,508, si ha S,= Sw 
Fig. 1652. S,= S3= Sy = 0,8669, 


(®) In questo caso i sei sforzi possono diventare uguali, perchè l’equilibrio del nodo C richiede 
che sia Sg= Sp = Sg 
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Esercizio 1661. — Nella struttura della fig. 1651 le due diagonali hanno la 
sezione A, mentre le altre quattro aste hanno 4/V2. Calcolare PretBil 

Soluzione. In regime elastico il problema si risolve in modo del tutto analogo 
a quello dell'esercizio 72. Nel nostro caso (A3= 4/V2) lo spostamento é del. 
l'esercizio 71 risulta d= 3V3Ps/EA. Quindi l’equazione dell’esercizio 72 diventa 

sie DVI ded I i P= 055P. 

Si ha dunque Sj= X=0,75P, S=..8y=0,25P/V3, 8,=—0,25P; e 
quindi o,= 0,75P/4, G3= . 09= 0,25P/A= 01/3, cy= — 0,25P/A = — 0,250, 
Perciò la prima asta che si snerva è la diagonale 1. 

Il valore P; di P che genera 01= 0, ossia S,j=0,4= $&,, è tale che S= 
= 0,75Pi= #8, da cui P,= 1,3338,. 

In queste condizioni si ha 43 = ... S5 = 0,3338, Sa = — 0,3339,; 03 = 0g 
= 0,4710,, 69= — 0,3330, 

è) In questo caso si può avere 7 = 0, tanto nella diagonale 2 quanto nelle 
aste 3, ... 6, perchè a o, corrispondono gli sforzi Sj= — c,4=— S, ed S= 
=. S= 0,° 4/V2= 8,/V2, che rispettano l'equilibrio dei nodi 0 e D. 

La forza esterna che provoca il collasso è dunque 

P= Pi = 8,4 28, cos 459= S, + 2(9,/V2) cos 450= 28,. 


All'atto del collasso si ha dunque 0 = 0, in tutte e sei lo aste (54) (09). 


Esercizio 1662. — Nella struttura della fig. 1653 a) le aste 1 e 2 hanno la stes» 
sa sezione A, mentre la 3 ha la sezione molto maggiore per tener conto del carico di 
punta. Calcolare i valori Pj e P;’ di P che provocano lo snervamento nell’asta 1 
oppure nelle aste 1 e 2 (collasso). 

Soluzione. a) Finchè il regime è elastico, gli sforzi 8,, 8, sono determinati dalla 
condizione che gli allungamenti AI, e 7, corrispondano allo stesso abbassamento 
ò del nodo 0. Se trascuriamo l’accorciamento dell'asta 3 (5°), dalla fig. d) si ricava 
d = Al/sen a = Al»/sen a, dove Al = S,h/EA, Ah = Sgly/EA, mentre, = 1/cos ay 
l,= l/cos a. Quindi dev'essere 

Si «E DA 
Sen Qi COS dj SEN Qy COS Gg ° 


Inoltre per l’equilibrio del nodo O in direzione verticale dev'essere 


8, sen a, + Sy sen ag = P. 


(4) Il beneficio recato dalla plasticità consiste in una ripartizione equa delle tensioni, che 
però si manifesta soltanto in prossimità del collasso; e non in un miglioramento quando agisce 
il carico di esercizio. 

Si consegue invece un beneficio maggiore se si corregge il regime statico provocando uno 
sforzo iniziale (autotensione) di compressione nella diagonale 1 o nella 2 (è la stessa cosa, perchè 
l’uno fa nascere l’altro). In tal modo è possibile rendere uguali le tensioni nelle sei aste nelle condi- 
zioni attuali e per quel valore di P che si vuol fare agire. 

(*) Questo esempio è studiato con metodo generale nella memoria di G. COLONNETTI: La 
statica dei corpi elasto-plastici, « Pont. Acc. Scient. », 1938, pagg. 472-475. Qui si è preferito risolvere 
Il problema in modo elementare, ma di comprensione più immediata, 

(‘) Se si volesse tenerne conto, converrebbe risolvere il problema staticamente indeterminato 
facendo uso del principio dei lavori virtuali (n. 322). 
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Gli sforzi S, ed $, risultano così determinati. 
b) Se aj= 459, a, = 300, si ha 


8: 81= (V2/2)(V/3/2) : (1/2(V3/2)= 2V3, 
mentre l'equazione di equilibrio diventa 
8° V2/2+ 83: 1/2=P. 
Quindi si ottiene 


4 
S= ——=P= 0,877P 
1 2V2+v8 È 
2V3 
B,= —  ——=P=0,760P. 
È 2V2+ V3 


La prima asta che diventa plastica è la 1, quando 
0,877P= 8, ossia quando P= P;= 1,1408,. A que- 
sto punto si ha o,= 0, 0, = 0,8660, 

Si ha il collasso quando 


P= Pi'= $,sen 45° + 8, sen 30° = 1,2079, è Fig. 1653. 


e) Se le aste 1 e 2 sono ferri tondi di 20 mm di diametro (A4= 3,14 cmq), 

e se o, = 2400 kg/omq, si ha S,= 7536 kg, Pi = 8590 kg, Pi’ = 9100 kg. 

Se si adotta # = 1200 kg/cmq, si ha s = 2 rispetto all’inizio dello snervamento; 
o si può far agire P= 1200 - 3,14/0,877 = 4300 kg. Rispetto al collasso si ha 
s= 9100/4300= 2,12. 

Se invece si vuole s= 3 rispetto al collasso, si può far agire P= 9100/3= 
= 3030 kg. La tensione massima (nell’asta 1) è 0,= 846 kg/omq; quindi rispetto 
all’inizio dello snervamento si ha s= 2400/846= 2,84. 


Esercizio 1668. — Idem, nel caso della struttura della fig. 1654. 
Soluzione. a) Procedendo come nell’esercizio 1662 si ot 
tiene 
8, : sen a; cos a = Sy : Sen ag C08 Ag = 83 : Sen Qg COS Ag, 
8; sen a, + S, sen a, + S3 sen ag = Pi 


5) Se a;= 75°, ag= 45°, as= 30°, dalle prime si 
deduce 
Sg= 2,0008,, S,= 1,7328,, 
e sostituendo nell’altra si trova 
S,= 0,308P, = S,=0,616P, &=0,533P. 


La prima a raggiungere la plasticità è l'asta 2, quando 
0,616P=S,, da cui P= Pi= 1,628, A questo punto si 
Fig. 1054. ha 0,= 1200 kg/emq, c3= 2400 kg/omg, 03= 2078 kg/emq. 
e) Crescendo P oltre Pi, S, rimane invariato, mentre 

S; ed 8; crescono. L'equazione di equazione di equilibrio diventa 


8; sen a, + $, sen aa + Sssenag = P. 
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Essendo ancora 8, = 1,732S,, si ottiene 
S,= 0,546P — 0,3869,, —S3=0,946P — 0,6699,. 
L’asta 3 diventa plastica quando 8;= Sy da cui P= Pl = 1,769,. A questo 
punto si ha 0, = 1380 kg/emq, o3= 03= 2400 kg/emq. 
d) Diventano plastiche tutte e tre le aste quando 
P= Pi’ = 8, (sen a, + sen a, + sen a3)= 2,178,. 
e) Se A= 3,14 cmq, e sec, = 2400 kg/cmq, si ba P/= 12210 kg, Pl = 
= 13260 kg, P//”= 16350 kg. 
Se si adotta &= 1200 kg/emq (s=2 rispetto allo snervamento), si può far 
agire P= 6120 kg e si ha s= 2,67 rispetto al collasso. 
Se invece si vuole s8= 3 rispetto al collasso, si può far agire P= 5450 kg. 
La tensione massima (nell’asta 2) è 03 = 1069 kg/cmq, e si ha 8= 2,25 rispetto 
all’inizio dello snervamento. 


Esercizio 1664. — Data la struttura della fig. 1655, una volta iperstatica, 
determinare i coefficienti e, e e, per i quali si devono moltiplicare i valori attuali 
dei tre carichi affinchè si raggiunga lo 
snervamento in una prima asta, poi in una 
seconda asta (collasso). Le sezioni delle 
aste si assumono uguali (A= 16 cmq) 
per semplicità del calcolo e dei confronti 
dei risultati. 

Soluzione. a) Fino a quando non si 
raggiunge lo snervamento in una prima 
asta, il comportamento della struttura si 
può ritenere elastico; quindi il regimo sta- 

st tico si può studiare mediante il principio 
Fig. 1655. dei lavori virtuali (n. 322). 


Bi 
CO 


Sos | 8% |S=S4+8 


CORSA Ret CASO] 
ce00ano 
sesscboso 


Sperone 
+4+++++++++ 


dodo 09 
nao 
++14+4+1++1 


II 
sé 


1 
2 
3 
4 | 
5 
6 
7 
8 
9 
0 
1 


I] 
(o) 
NOE 


+ 33,081 


La tabella contiene gli sforzi 8, calcolati supponendo uno dei vincoli scorrevole 
orizzontalmente, gli sforzi 8” provocati da X= 1% agente orizzontalmente e in 
fuori, e i prodotti 9,S’s, 8°2s, le cui somme valgono — 558,411 e 34,500. La X 
risulta (469) 

— 558,411 


Las 34,500 


= 16,1868, 
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Quindi si calcolano gli sforzi S = S, + S°X, che figurano nella tabella. Il maggiore 
di essi è S,,=+ 16,895t; per cui l’asta 11 sarà la prima a diventare plastica. 

Assunto o,= 2,400 #/cmq, un’asta raggiunge lo snervamento quando in essa 
è S= 2,400 - 16= 38,400#. Quind. affinchè lo sforzo attuale S,,= 16,895 # diventi 
38,400 occorre moltiplicare i carichi attuali per 


e, = 38,400/16,895 = 2,273 ; 


ossia occorrono i carichi P, = 22,730t, P.= 34,095t, P,= 27,276t. 

b) Se i carichi crescono ulteriormente, lo sforzo nell’asta 11 rimane inva- 
riato e uguale a 38,400 f. Perciò possiamo sopprimere l’asta 11 e sostituirla con due 
forze P,,= 38,400t applicate al nodo d e al vincolo B, e quindi calcolare gli sforzi 
nelle alire aste sommando gli sforzi 8* provocati dai carichi agenti sulla struttura 
isostatica priva dell’asta 11 e quelli provocati dalla forza P,;= 38,400t applicata 
in d e rivolta verso B. 

Per calcolare gli sforzi S*, supponiamo per ora che i carichi abbiano i valori 
attuali (10-12-15 t). Determiniamo da prima St, che si ottiene annullando rispetto 
ad A la somma dei momenti di S}, e dei tre carichi, e che risulta 


S* = (10 - 1,50 + 15 - 3,75 + 12 - 6,00) : 3,75= + 38,200£. 


Quindi si calcolano gli S* nelle altre aste, e si ottengono i valori contenuti nella 
tabella. Quando i tre carichi verranno moltiplicati per un fattore e, > 1, anche 
gli sforzi S* risulteranno moltiplicati per c,. 

La forza P,,= 38,400 che si è applicata al nodo è in sostituzione dell’asta 11, 
e che passa per B, genera in A una reazione £, che passa anch’essa necessariamente 
per B. Per calcolarne il valore consideriamo l'equilibrio alla rotazione intorno 
alla cerniera m della parte di struttura che precede m, pensata svincolata in 4 
e soggetta alla reazione R, e alla forza P,, = 38,400 applicata in d. Le distanze 
di m da R, e da P, sono uguali tra loro (1,30 m), per cui risulta R, = P,, = 38,4008, 
rivolta da A verso B. Pertanto, gli sforzi che la P,, = 38,400 provoca nelle varie 
aste si ottengono moltiplicando per — 38,400 gli sforzi 8° che erano provocati 
da X== 1t rivolta in fuori. 

c) Facendo crescere i tre carichi P oltre i valori ottenuti in a), a un certo 
punto lo sforzo in una seconda asta raggiunge il valore di snervamento g,4 = 
= 38,400t, e l’asta diventa plastica. Provando le diverse aste che appaiono più 
aflaticato, si trova che la prima che diventa plastica è l'asta 2. Il coefficiente 0g 
per il quale si devono moltiplicare i carichi si deduce dall’equazione 


S,= 0339,398 — 38,400 - 1,732 = 38,4008, 
da cui 
cy = 38,400 - 2,732/39,398 = 2,663. 


(Se si fa lo stesso calcolo per altre aste, si trovano per c, valori maggiori). I valori 
dei carichi che provocano lo snervamento di una seconda asta, e quindi il collasso 
della struttura, sono dunque P,= 26,630t, P.= 39,945î, Ps = 31,965t. 

a) Concludendo, i coefficienti di sicurezza rispetto al primo apparire della 
tensione di snervamento e rispetto al collasso della struttura (quando i carichi 
crescono proporzionalmente tra loro) risultano rispettivamente c,= 2,273 e 
c= 2,663. 
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Esercizio 1665. — La barra dell’esercizio 57 (figg. 137, 1656), avente le estre. 
Mità fissate rigidamente e soggetta a un peso P in un punto intermedio, è costitui. 
ta da un materiale che segue la legge 0,8 della fig. 1614. 

Soluzione. a) In regime elastico si ha nei due tratti (es. 57) (Na 
e Gy in valore assoluto) 


N,= Pdl, Na=Pelt3  0.=Pd/Al, 04=Po/Al. 


Si ha l’inizio della plasticità nel tratto c più corto quando 
= 0» ossia quando P= 0,4l/d= Pj. Quando P > Pi, nel tratto 
e si ha ancora 0,= 0,, mentre nel tratto d la o continua a crescere 
e vale 0a= (P—g,4):A= P/A-c, 

Diventa plastico anche il tratto d, e si ha il collasso, quando 
P= 20,4= Py°. Se c= d= 1/2, risulta P;= P/. 

b) Ad es., se d= 8e, si ha P/= 1,3380,A, cui corrisponde 
To= Os Ca = 0,3 = 0,330. 

Quando ad es. P= 1,60P= 1,600,4 si ha 0= 0, Ga= 0,600,. L’abbassa- 
mento del punto d'applicazione di P è determinato dall’accorciamento del tratto 
d ancora elastico, e risulta d= (0,600,/2)d = 0,450 3/E. 


Fig. 1656. 


Esercizio 1666. — Idem; il diagramma 0,8 è qualsiasi e diverso a trazione e 
a compressione (fig. 1627). Dato P, determinare Co © Ga 

Soluzione. a) L’allungamento del tratto c dev'essere uguale all’accorciamento 
del tratto d, per cui dev'essere (04 ed ez in valore assoluto) e, : &,= d: 0. Inoltre, 
per l'equilibrio, si deve avere c;4 + 0z4= P, ossia C+ 04= P/A. Perciò si 
prova con diverse coppie di ascisse (fig. 1627) tali che sia e/€a= d/e, finchè a 
esse non corrispondono ordinate 0, e 04 tali che 0, + 04 sia uguale a P/A. 

0) Se il diagramma 0,8 è uguale a trazione e a compressione (fig. 1626), 
basta portare sull’asse 0 l’ordinata Omegia = (0, + Ga) :2= P/2A, e cercare suo 
due punti equidistanti dall’estremo di Gmedia ® tali che le £ corrispondenti abbiano 
il rapporto 8/64 = d/o. 


Esercizio 1667. — Al crescere del carico P, studiare il comportamento della 
struttura della fig. 1657, avente le due aste di uguale sezione A. 

Soluzione. a) Finchè il comportamento 
è elastico, e quindi gli allungamenti delle 
due aste sono tanto piccoli da non alterare 
sensibilmente l’inclinazione delle aste, si ha 
8,= 0,866P2, S,= 0,52. 

L’asta 1, più affaticata, diventa plasti. 
ca quando 

S;= 0,866P= 0,4, 
ossia quando 
P= P'= 0,4/0,866= 1,1550,4. FIRST9OT, 


b) Se P cresce oltre il valore P’, lo sforzo 8, rimane costante e uguale 
a osA4. L'asta 1 si allunga plasticamente e il punto O si abbassa notevolmente. 
Finchè l’asta 2 rimane elastica, la sua lunghezza varia pochissimo; per cui O per- 
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corre un arco di circolo di centro B, ossia (nel nostro caso) all’incirca la tangente 
a questo, che è diretta secondo l’asta 1. Quindi l'inclinazione dell'asta 1 rimane 
praticamente invariata (60° rispetto all’orizzontale), mentre l’angolo dell’asta 2 
con l’orizzontale assume valori f crescenti al crescere di P. Però l’equilibrio è 
stabile, perchè se O si abbassasse ulteriormente gli sforzi S, ed 8, diminuirebbero, 
e diventerebbe S, < 054. 

Quando P diventa cP'= c 1,1550,4, con c > 1, le equazioni di equilibrio del 
punto 0 sono dunque 

8, sen 60° + S, sen f= cP”, S; cos 600= S, cos f, 
ossla 
g,A sen 60° + S, sen 8 = 1,155c0,4, g,A cos 600 = $, cos f. 
Eliminando $, nella prima mediante la seconda e sopprimendo il fattor comune 
c,A, si ottiene 
sen 60° + cos 60° tg f = 1,1550, 
da cui 
te = (1,155c — sen 60°) : cos 60° = 2,310 — 1,73. 

(Per c= 1 risulta tg 8 = 0,58, S= 30°). 

Se P= 1,05P’, ossia c= 1,05, si ottiene tg 8 = 0,69, B= 34936”. 


TTI. Studio della situazione limite all’atto del collasso. La trave incastrata 
alle estremità. 


Studiamo ora il secondo aspetto (n. 772 e) del problema delle travi 
iperstatiche inflesse in regime plastico: ossia determiniamo i valori dei 
carichi limiti capaci di fare raggiungere a M il valore M. 7 in un numero 
di sezioni sufficiente per provocare il collasso (*). La conoscenza di tali 
valori consente di ottenere i carichi ammissibili, quando si sia assunto 
il desiderato coefficiente di sicurezza (esterno) 8 rispetto al collasso della 
trave. Questo metodo costituisce il calcolo a rottura (limit design degli 
americani). 

Come si è detto nel n. 775 d), il problema è staticamente determinato, 
perchè si conosce M in un numero di sezioni sufficiente per consentire di 
risolvere il problema mediante sole considerazioni di equilibrio. 

Il caso delle strutture reticolari si è già considerato nel n. 776 e). 

a) Nel caso della trave prismatica incastrata alle estremità, che è 
due volte iperstatica, si ha il collasso quando risulta J/ = M/ in tre 
sezioni (quando M= M/' in due sezioni, ivi si formano due cerniere 
plastiche, e la trave diventa isostatica). Se il carico è simmetrico, occorre 


(6) Se si considera la capacità che ha il materiale di sopportare tensioni maggiori di c; dopo 
che la fase di snervamento è terminata (fig. 1609), il collasso suddetto non è definitivo, perchè 
la trave è ancora capace di sopportare dei carichi ulteriori. Tuttavia non è prudente far assegna- 
mento su tale possibile riserva di resistenza. 
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che il momento M,, e i momenti M,, M, diventino uguali a M{'. Perciò, 
Se 20/2 è il momento in mezzaria nel caso della trave appoggiata, deve 
risultare Mj;= 20M"; da cui si deduce il valore del carico necessario 
(carico limite). 

Ad es., se il carico è uniforme e se la sezione è rettangolare, dalla con- 
dizione g;'12/8= 22M} si ricava g; = 16M///I2= 24M//1, come si è già 
accennato nei nn. 772 b), 773 b). Per cui g;' è doppio del carico gj = 12.M;/l? 
che provoca il primo apparire di o, ai lembi delle sezioni d’incastro (9). 

Se invece il carico non è simmetrico, i momenti M, ed M, in regime 
elastico non sono uguali; ma lo diventano al limite quando entrambi 
raggiungono il valore M{°. Perciò, se Moma: è il valore massimo del mo- 
mento flettente semplice (di solito non in mezzaria), dev'essere ancora 
M Oman = 2M. ns 

b) Nel caso della trave di sezione variabile e simmetrica, siano Wi), 
Wi ed Mi=0,W%, M=0:W i moduli di resistenza e i momenti re- 
sistenti nelle sezioni d’incastro e nella sezione 0 in cui si hanno, rispetto 
alle altre sezioni interne, le messime tensioni. Si ha il collasso della trave 
quando il momento in tali sezioni raggiunge i valori 17//, M7, ossia 
quando M,= M+ Mi. 

c) Se gli incastri non sono perfetti, cioè se consentono dei cedimenti 
angolari, il momento positivo M/, può essere raggiunto prima che nel 
caso degli incastri perfetti, e talvolta anche prima che si raggiunga Mi, 
Tuttavia, se i cedimenti non sono molto grandi e se gli incastri sono capaci 
dire agire con momenti almeno uguali a M%, i risultati suddetti non cam- 
biano, cioè il collasso avviene con lo stesso carico come nel caso degli 
incastri perfetti. 

d) Come si è osservato nel n. 775 a, c), se la distribuzione del carico è 
tale che in regime elastico |M,;| sia notevolmente maggiore di M. mar accade 
che quando M, raggiunge il valore M; il momento M, è già praticamente uguale 
a My’. Anche il calcolo del carico capace di provocare questa situazione è stati. 
camente determinato (es. 1669, 1678, 1689). 


Esercizio 1668. — Trave di ferro lunga = 3 m, di sezione rettangolare co- 
stante larga db = 6 cm e alta #= 8 cm, caricata uniformemente e incastrata alle 
estremità (fig. 1658 a). Calcolare @; e 07, assumendo g,= 2400 kg/cmq. 

Soluzione. a) Il primo apparire di o, ai lembi delle sezioni d’incastro si ha 
quando 

Qui2= Mi= c,bh8/6= 2400 - 6 - 88/6= 153600 kgom = 1536 kgm ; 


da cui Qj= 12M;/1= 12 - 1536/3= 6144 kg. 
(*) La capacità che ha la trave di sopportare un carico gs’ doppio del carico qs è dovuta in 


parte al fatto che M,mgr diventa 91°/18 anzichè d°/12, è in parte al fatto che TW diventa dh?/4 
anzichè 0h*/6. Per cui @ deve diventare (4/3) ‘1,5 © 95 = 20s. 
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b) Si ha il collasso quando a) Q 
Que=2M/=3M;; N 
da cui Q/=16MU//Nl= 24Mp=24-159/3= N Ò 
= 12288 kg= 20/. 5) Q . 
Esercizio 1669. - Idem. Calcolare il valore Ò 
di Q che provoca i momenti M= — M;° ed 0) 
My = N n N Q & 
Soluzione. a) Dev’essere N N 
QUg= IM + M=2,5M}; niche 


da cui Q= 207///1= 20 - 1536/3 = 10240 kg. 
b) Se Q è un po’ minore di 10240 kg, ad es. è 10000 kg, si ha ancora 
|M;|= — HM}, mentre 1/3 è minore di 2. Il valore di M/, è dato da 


Mi} = 1/8 — DIL = 10000 - 3/8 — 2304= 1446 kgm. 


Esercizio 1670. — Calcolare Q/ e Q/’, essendo il carico distribuito come nella 
fig. 1658 D). 

Soluzione. a) In regime elastico si ha M,= — 507/48, Mj,= 1/16. Perciò 
il primo apparire di o, si ha quando 5Q7/48= M;= 1536 kgm; da cui Q= 9,6 » 
«+ 1536/3 = 4915 kg. 

b) Il momento flettente semplice in mezzaria valo My mar = @1/6. Perciò 

si ha il collasso quando Q1/6 = 227; = 3M; = 4608 kgm; da cui Q5' = 6 + 4608/3= 
= 9216 kg= 1,8750/. 


Esercizio 1671. - Idem, col carico distribuito come nella fig. 1658 c). 
Soluzione. a) In regime elastico si ha M,= — QV/16, 23f/,= QV/48. Perciò il 
primo apparire di o, si ha quando @/16= M/= 1536 kgm; da cui Q/= 
= 16 - 1536/3 = 8192 kg. 
b) Il momento flettente semplice in mezzaria vale IM, mas = 94/12. Perciò 
si ha il collasso quando @Q7/12= 22" = 3M= 4608 kgm; da cui Q/= 
= 12- 4608/3= 18432 kg= 2,25 Qf. 


Esercizio 1672. — La trave dell’esercizio 1668 è soggetta a due carichi P 


uguali e simmetrici (fig. 1659 a). Calcolare 
a) |P (IPA Pi e P!. 
AN B Soluzione. a) In regime elastico si ha 
U M,=— Pa(l—a) :1. Perciò il primo apparire 
d) P : di o, si ha quando Pal—a):1=M{= 
% a db Ùg 1536 kgm; da cui P/= 1536//al— a). 
Ò b) Il momento flettente semplice 
nel tratto centrale è 13, = Pa. Perciòsi 
0) Q . ha il collasso quando Pa=20//= 3M/{= 
AÒ ÙÎg  =4608 kgm; da cui P;= 4608/a. 
Se 1 c) Se a=1/4, si ottiene P,= 2731 kg, 


Fig. 1659. Pi’ = 6144 kg= 2,25 Pi. 
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Se a= 1/3, si ottiene Pj= 2304 kg, Py = 4608 kg= 2P.. 
Se a= 27/5, si ottiene P{= 2133 kg, P;/= 3840 kg= 1,8P/. 
Se a tende a zero, il rapporto P;'/Pi tende a 3. 


Esercizio 1673. — Idem, caricata come nella fig. 1659 b) (a < d). 
Soluzione. a) In regime elastico si ha (319) M,= — Pab?/l8. Perciò il primo 
apparire di o, si ha quando Pab?/l2 = Mi = 1536 kgm; da cui P{= 15367/ab?, 
b) Il momento fiettente semplice nel punto 0 vale My ma = Pab/l. Perciò 
si ha il collasso quando Pab/l= 2M}' = 4608 kgm; da cui P;' = 46087/ab. 
c) Se a= 7/3, si ottiene P.= 3456 kg, Pi = 6912 kg= 2P1. 


Esercizio 1674. - Idem, caricata come nella fig. 1659 c). 

Soluzione. a) In regime elastico si ha (es. 252) |mawM|= | M,|= Q1/10. 
Perciò il primo apparire di o, nella sezione in B si ha quando Q7/10= M{; da cui 
Qi = 10Mi/. 

b) Il valore massimo del momento flettente semplice è (es. 171) 
Mo mes = 201/9V3. Perciò si ha il collasso quando 2Q7/9V3=2M/; da cui 
= 9V3M//1= 15,59M///1= 2,34M/1= 2,349; 


Esercizio 1675. - Nel caso dell’esercizio 1668 la trave ha la sezione a T. 

Soluzione. Si ha ancora Q;= 12M{/l, Q:' = 16M{'/l. Però qui non è M{/ = 
= 1,50}, ma MU} = —1,17M; (n. 7586); per cui Q;' è assai minore di 24M{/I, 
ossia è Qi = 18,7MI/l (99). 


Esercizio 1676. - Nel caso dell’esercizio 1669 calcolare l'abbassamento in 
mezzaria. 

Soluzione. Da Q1/8 = 2,5M; (es. 1669) si deduce M= @1/20, e quindi M,= 
= — MY =— 1,5M/= 301/40. 

Considerando la trave appoggiata e soggetta. al carico @ e alle coppie M, 
la freccia risulta (7°) (71) 

5Q8 Ml __5Q0 308 __7Q0_ _T-10240- 300° 

1= 36457 + 35J > 38457 — 32013 — 192087 > 1920 - 2-10 - 256 


1,97 em, 


(**) Dei due motivi che fanno crescere CHA rispetto a Qi, indicati nella nota 68, il primo rimane 
immutato, mentre il secondo è molto attenuato. 

(?°) Come si è osservato nel n. 773 a), e per la ragione detta nella nota 51, in regime plastico 
non è valido il principio della sovrapposizione degli effetti, nemmeno se le deformazioni dovute 
alle singole cause si calcolano tenendo conto del comportamento plastico. E tanto meno sarebbe 
lecito calcolare tali deformazioni singole supponendo che il comportamento sia elastico (come 
si fa qui scrivendo i due termini che costituiscono laf), perchè quando agisce il solo carico Q si 
comporta invece in modo plastico un lungo tratto della trave (appoggiata), e quando agiscono f 
soli momenti M; si comporta in modo plastico addirittura l’intera trave. 

Tuttavia, se si tiene conto dell’azione contemporanea del carico Q e delle coppie M;, e se si 
osserva che (essendo in mezzaria 3 = 15) il comportamento della trave è elastico (salvo due 
brevi tratti alle estremità), si riconosce che è lecito calcolare le frecce singole in regime elastico 
e sovrapporle. 

Non sussiste il dubbio che il comportamento plastico dei due brevi tratti estremi (equivalente 
a cedimenti angolari degli incastri) possa influire sul valore dei momenti M;, perchè nel nostro 
caso i momenti sono già definiti, avendo assunti i valori Mj= = — 11” ed M, g= Mi (ciò che 
è possibile; n. 775 c). E nemmeno il dubbio che esso possa far aumentare sensibilmente la freccia, 
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Esercizio 1677. — La trave di sezione rettan- a) th) 
golare di altezza variabile della fig. 16602) ha % 
b=6cm, kh =14cm, h=10cm ed è lunga G} 
I=3m. Calcolare Q// 4 c IB 

Soluzione. a) Si ha il collasso quando t——— 1 

,r rr Pi tO 
Qus= + Me=olz+ = 44 48 

= 2400 + 6(14® + 10?) : 4= 1065600 kgem ; Serge gere 

da cui Q//= 8 - 10656/3 = 28416 kg. A e B 


b) In regime elastico il momento M}ja è 
notevolmente minore di 0,5|/,|, mentre Mi è 
poco minore di 0,5M{,- Perciò il primo apparire della 0, si ha ai lombi delle 
sezioni d’incastro. 


Fig. 1660. 


Esercizio 1678. — Idem. Calcolare il valore di Q che provoca M,= =» M sq ed 
UM ua = Mis 
Soluzione. Dev'essere 
QU8= Mi+ Mi,= 0:(1Wi1 + Wi,)= 2400 - 6(142/4 + 10%/6) = 945600 kgem ; 
da cui Q= 8 9456/3= 25216 kg. 


Esercizio 1679. — L'altezza è variabile come nella fig. 1660 b). 
Soluzione. a) Sono scambiati 1f;/ ed Mii del caso precedente. Il valore di 
Qi: risulta lo stesso. 
3) In regime elastico il momento |.1£,] è minore del doppio di Mila, ma 
(coi valori dati di ), e },) è certamente maggiore di 0,5 1/3; mentre M; fa è circa 
metà di 1, Perciò il primo apparire di 0, si ha ancora ai lembi delle sezioni 
d’incastro. 


Esercizio 1680. — Negli incastri della trave dell'esercizio 1668 avvengono i 
cedimenti a = Sh = 0,01. Calcolare Q/ e 0° 

Soluzione. a) Supposto che la o, faccia la sua prima apparizione ai lembi 
delle sezioni d’incastro (cfr. l’es. 1681), l'equazione che determina Qèar—an= 
= 0, Ossia 


te AGI 
24EJ 2EIJ ‘® 
da cui 
,__ 12M} , 24EJ 12 - 1536 , 24 - 2 - 109 - 256 
Qi= + a 3 3007 0,01= €144 + 1365= 7509 kg. 


b) Si ha ancora Q;' = 12288 kg come nel caso dell'esercizio 1668. 


perchè tali tratti sono molto corti, e sopra tutto perchè sono adiacenti alle estremità o quindi 
i carichi fittizi (1/r)dx corrispondenti non concorrono ad aumentare sensibilmente i momenti 
fittizi M* = n (n. 210 a). 

Giova ripetere che nell’esprimere le condizioni di congruenza che determinano le reazioni 
sovrabbondanti di una trave iperstatica non è possibile calcolare le deformazioni separate e so- 
vrapporle, per lo stesso motivo detto all’inizio di questa nota, ma molto più per il fatto che 
le reazioni stesse non sono ancora note (n. 773 a); mentre nel nostro caso lo sono già. 

(1) Non è possibile studiare nello stesso modo il caso dell’esercizio 1668 d) (— M= Mipg> 
= 113"), perchè un notevole tratto centrale della trave si deforma in modo plastico, 
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Esercizio 1681. — Nel caso dell’esercizio 1680 determinare che valore deve 
avere a, affinchè M, ed M.j, raggiungano contemporaneamente il valore M}, 
e calcolare Qi. 

Soluzione. a) Dev'essere 


[26 = Mn=M=+-£, 


to] = 


da cui 
Qi= 162//1= 16 - 1536/3 = 8192kg. 
Quindi si ottiene 
_ Que MA 160% MA _ MI _ 153600-300 
&do= 24RT 35EI  24EJS 255 6EI 6-2-10°-250 
b) Si raggiunge il valore M{ prima all’incastro o prima in mezzaria secondo 
che a, $U0- 


0,015. 


Esercizio 1682. — Nel caso dell’esercizio 1680 calcolare Q; essendo a, = 0,018. 
Soluzione. a) Si ha ao > & (es. 1681), per cui si raggiunge il momento Mi 
prima in mezzaria. L'equazione che determina @; è 


Qu _(Q48- MN _ 


34R} 3257 Sol 
da cui 
4M; 48EI — 24-153600_48-2-10°- 256 
Qi= PI IZ SI ir" 0,018 = 7878 kg. 


b) Il comportamento di trave appoggiata si ha quando a, = M:1/3EJ = 
= 0,030. Si ha allora Q/= 8M:/M1= 4096 kg, My, = Mi, M= 0. 

c) Se gli incastri costringono le estremità della trave a ruotare di un angolo 
&,= M1/2EJ, si ha in mezzaria (e in tutte le sezioni) My, = 1; senza che oc- 
corra nessun carico. Nel nostro caso risulta @,= 0,045. 


778. La situazione limite per la trave con appoggio e incastro. 


a) In questo caso la trave diventa labile, e si ha il collasso, quando 
M raggiunge il valore 1//’ in due sezioni, che generalmente sono quella 
B d’incastro e una sezione C intermedia. Il calcolo del carico capace di 
provocare tali momenti è reso staticamente determinato dalla conoscenza 
di questi. 

3) Nel caso di carichi concentrati, la sezione C si trova sotto uno 
dei carichi, che s’individua facilmente. Dopo di che la condizione |M4,|= 
= M,= MY si esprime mediante un semplice esame geometrico del 
diagramma M. 

Nel caso di carico ripartito, si può scrivere l’espressione del valore 
massimo del momento positivo (tenendo presente che |M,| = M{'), e 
uguagliarla a 1/7" (es. 1686). Oppure, più semplicemente, si può dividere 
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la trave in due parti (di lunghezze incognite) in corrispondenza del massimo 
momento positivo, ed esprimere l’equilibrio di ciascuna parte (es. 1687, 
1688). 

c) Se il tipo di carico è tale che in regime elastico | M,| sia notevolmente 
maggiore di II, (n. 775 e), si può anche calcolare il carico capace di provocare 
|M;|= > MY ed 3I= Mi. 


Esercizio 1688. -— La trave dell'esercizio | P 
1668 è appoggiata in A e incastrata in B, ed è U % 
soggetta a un carico P nel punto di mezzo N ni 
(fg. 1661). Calcolare Pi e Pi. AS | ! 
Soluzione. a) In regime elastico si ha Ù ' 


(n. 231 d) 31,= — 621/32, M,= 6Pl/32. Quindi Eta die 

il primo apparire di o, ai lembi della sezione ” È Mi 
B si ha quando 6PI/32= 1/= 1536 kgm, da ds] 

cui Pj= 2731 kg. RA 


b) Si ha il collasso quando 
Pijt— 0,5M//= MY, dacui P’=6M//l=9M{/1= 4608 kg= 1,699. 


Esercizio 1684. — Il carico P agisce in un punto generico (fig. 1662). 
Soluzione. Si ha il collasso quando 


Pab/l— (a/)M1/= MY", dacu P/=M/(1+a):ab, 


Fig. 1662. Fig. 1663. 


Esercizio 1685. - Agiscono due carichi come nella fig. 1663. 
Soluzione. a) Il momento positivo massimo si ha sotto il primo carico. Perciò 
l'equazione determinatrice di P;’ è 


Pa— (a/)M/=M/,  dacu P/‘=M/0+a):la. 
3) Se a= 1/3, risulta P!/= 4U//l. 


Esercizio 1686. —- La trave è caricata uniformemente con Q= gl. Calcolare 
Que 
Soluzione. a) In regime elastico si ha M, = — Q/8. Quindi il primo apparire 
di 0, ai lembi della sezione in B si ha quando Q/8= Mi, da cui Q/= 8M/l. 
6) Si ha il collasso quando |1/3| = 23M; me:= Mi. 
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La reazione in A vale A= gl/2 — M;/lI. I1 momento M, max è dato (es. 177) 
da M, mas = 4*/2g. Quindi risulta l'equazione 
(q*0/4— qMi' + My) :29= Ml, 
che semplificata diventa 
Q—- 12Q.M/1+ 4M{2/= 0. 
Risolvendo, si ottiene 


So È 11,657 
= 64 4vDa= {AI 


La radice minore non è accettabile, perchè a essa corrisponde un’ascissa nega» 
tiva per la sezione O (es. 1687). Si ha dunque il collasso per Qi; = 11,657/{/1 
(= 2,190 se la sezione è rettangolare). 

c) Nel caso della trave dell’esercizio 1668 si trova Q;' = 8953 kg. 


Esercizio 1687. — Idem, usando il secondo procedimento (n. 778 d). 
Soluzione. Se C è la sezione di mo» 


Q x mento positivo massimo, di ascissa x inco- 

À IC B gnita, in essa il taglio 7 è nullo. Perciò, 

MANN © i ica } se si separano le due parti AO e OB 
Pen —__+ 


(fig. 1664 b), in O si deve aggiungere sol- 
tanto il momento flettente 1, che vale 
21". Inoltre, se in B si sostituisce l’inca- 
stro con un appoggio, si deve aggiungere 
n (E sibi. \m° M,, che vale pure M/°. 

(1-2) 8 L'equilibrio alla rotazione delle due 
parti, rispettivamente intorno ad A e a B 
fornisce le equazioni 
(a) qr/2— Mi =0, — gl —x):24+2M//=0; 
ossia 

= 23/4» (—- a) = 4M{/q. 
Bi ottiene così l'equazione 
((—- x}= 203, ossia 2+2lo—=0, 

le cui radici sono 


0,4141 
e=(-14v20= {_ 24141. 
Dalla prima delle (a) si ricava q= 2/;'/x?. Sostituendo a « la radice positiva 
w= 0,414], si ottiene Q// = g/1= 11,657M///l. 
Se invece si sostituisce la radice negativa = — 2,414!, si ottiene il valore 
Qi: = 0,3431;"/l (es. 1686), che non è accet- 
tabilo. 


Esercizio 1688. — La trave è soggetta a un 
carico triangolare (fig. 1665). 
Soluzione. a) In regime elastico si ha (os. 242) Fig. 1665, 
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M,= — 201/15. Il primo apparire di 0, nella sezione B si ha quando 2Q1/15= M;, 
da cui Q/= 7,5M;/l. 

3) Procedendo come nell’esercizio 1687, si ottengono le due equazioni di 
equilibrio (9. = @m@/1) 


(a) (In&/1)(x/2)(2x/3) — MI = 
— (Im&)— 2) :2- [mlt — 2) DIO — 2) :20—2):3]+22//=0; 
ossia x = 3Mi am, 3x1 — a)? + (1— 2) = 12M4//m> 


Risulta così l’equazione 
Bell — a+ (1—- 2))= 423, ossia 223 + 3a? — B= 0. 
La soluzione utile è x = 0,50. 
Dalla (a) si ricava qm= 30/23, Q= qnl/2=1,5M//2/s3, Sostituendo la 
radice 2= 0,51, si ottiene Q;/ = 12M{//l 
Perciò, se la sezione è rettangolare, si ha Q//= 1,5 - 12/7,5Q= 2,401. 


Esercizio 1689. — Nel caso dell’esercizio 1686 determinare il valore di Q 
che provoca | M,| = — M{' ed M. mar= Mi. 

Soluzione. Nell'esercizio 1687 basta sostituire M/' in O con Mi. Procedendo 
in modo analogo, si ottiene l'equazione 1,50? + 2x — R= 0, la cui radice positiva 
è o=(VIO— 2)/3= 0,387. Quindi risulta Q= 13,322///= 8,88M2"/l (se la 
sezione è rettangolare). Nel caso della trave dell’esercizio 1668 si trova Q= 6825 kg. 


Esercizio 1690. - Nel caso dell’esercizio 1689 calcolare l'abbassamento del 
punto di mezzo. 

Soluzione. Da Q= 8,88M{'/l (es. 1689) si deduce M,= — MM =— QU8,88= 
mr — 907/80. 

Avendo presente quanto si è detto nella nota 70, l'abbassamento del punto 
di mezzo risulta 

508 Ml __5Q0 908 _ 2308 
Mia = 33457 + 1653 > 3345) — 16 - 8023 © 354087 ° 


So la sezione è la stessa come nell’esercizio 1668 e se 7= 3 m, si ottiene 
N: = 2,16 em. 


Esercizio 1691. — La trave degli esercizi 1686, 1689 ha lasezione a T adalilarghe. 
Soluzione. Si ha W,= —1,10W, (n. 7583) invece di 1,507, 
a) Nel caso dell’esercizio 1686 si ottiene 
;' = 11,65724,//l= 11,657 - 1,10M//1= 12,821//l. 
Quindi è Qi = (12,82/8)0/= 1,609/ (se la sezione è rettangolare si ha Q// = 
= 2,199); ossia per provocare il collasso occorre moltiplicare per 1,60 il carico 
che fa apparire a, (invece che per 2,19; n. 758 b). 
b) Nel caso dell’esercizio 1689 si ottiene 
Q= 8,88 - 1,10M;/1= 9,771/l. 
Quindi è Q= 1,220/ (invece di 1,670/) (72). 


(‘*) Nei casi degli esercizi 1668, 1669 si trova rispettivamente 05 = 1,470/ invece di 20/. 
e Q= 1,400; invece di 1,6705. 
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779. La situazione limite per le travi continue. 


a) Il caso della trave continua su tre appoggi, con le due campate 
uguali e caricata simmetricamente, non differisce da quello della trave 
con appoggio e incastro (n. 778). Perciò valgono gli stessi procedimenti 
e i risultati degli esercizi 1683-1691. 

Questo è vero se le due campate vengono caricate contemporaneamente. 
Se invece si caricano luna dopo l’altra, e se si supera il regime elastico, 
le sollecitazioni risultano diverse (n. 787 d). 

b) Nel caso della trave su tre appoggi caricata in una sola campata, 
se le due campate hanno lunghezze non molto diverse, il momento sul- 
l'appoggio centrale (in regime elastico) è minore del massimo momento 
positivo che si ha nella campata carica. Perciò la plasticità si manifesta 
prima in questa, poi (crescendo il carico) sull'appoggio centrale. 

c) Il caso della trave continua con n + 2 appoggi è più complesso. 
Se tutte le campate sono soggette a carichi intensi, a un certo punto si 
formano n + 1 cerniere plastiche, che fanno diventare labile l’intera 
struttura e provocano il collasso totale. Se invece un gruppo di campate 
è caricato più intensamente, in tali campate si formano delle cerniere 
plastiche in numero sufficiente a rendere labile una parte della trave con- 
tinua, mentre le campate meno caricate continuano a resistere, e si ha 
il collasso parziale. Questo accade anche nel caso di due campate, se una 
è caricata molto più dell’altra. 


Esercizio 1692. — Trave continua di due campate uguali, di sezione rettango- 
lare, soggetta a un carico P nel punto di mezzo della prima campata (fig. 1666 a). 
Soluzione. a) In regime elastico si ha (n. 231d) M,=— 6Pl/64, M.=+ 

+ 1327/64. La prima apparizione di o, si ha 


vl AP per P= P;= 64/;/131= 4,923M;/1. Il momen- 

È to M, è molto maggiore di |M,|, per cui è 

a) 1 7B 1 2. possibile la situazione che esamineremo in b). 

"0-9 sor b) Si ha M,= — M/ cd |M)|= M{ 
quando 

db) 72 7 7, Pl/4 — M;/2= Mi, 
tt] 1. da cui 
Fig. 1666. P= 4M/'[3= 20} = 1,625 Pi. 


c) Si ha M,= |M}| = M{' (collasso della sola prima campata) quando 
(come nell’es. 1683 è) 


Pij4 — M{/2= MY, dacui P=P//=6My/l=9M;1= 1,828P;. 


Esercizio 1693. — Idem, con carico uniforme nella prima campata (fig. 1666 b). 
Soluzione. a) In regime elastico si ha IM, = — QU/16= — 320/512, Mg max = 
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= 49Q1/512. La prima apparizione di o, si ha perQ= Q/= 5121/;/491 = 10,45M}/1, 
Anche in questo caso, M, maz è notevolmente maggiore di 135]. 

b) Determiniamo il valore di Q che provoca M, ma: = — M. sed |M|= Mi 
(l'opposto di ciò che accade nell’esercizio 1689). Procedendo come nell’esercizio 1687, 
si ottiene l'equazione 2° + 3x — 1,522= 0, la cui radice positiva è 2= (VI3 — 
— 3)7/2= 0,4367. Quindi risulta Q = 10,50M///l= 15,751I//1. 

e) Il collasso (1: moz= |M,| = M{') avviene con lo stesso carico Q//= 
= 11,65714"/l, come nel caso di entrambe le campate cariche o in quello dell’eser- 
cizio 1686; e si ha Q; = 1,670. 

d) Se ciascuna campata è uguale alla trave dell'esercizio 1668, risulta 
Q= 8064 kg, Q'= 8953 kg. 


Esercizio 1694. — Trave continua di tre campate uguali, di sezione rettango- 
lare, con un carico P in mezzaria della campata centrale. 
Soluzione. a) In regime elastico si ha M,= — 327/40, M,= 7P1/40. Quindi 
risulta Pj = 40M4{/71= 5,7130/l. 
b) Si ha M= > My, M,= Mi; quando P= 10M//I. 
e) Si ha M,= |14,]= M{ quando P= Py = 8M{"/l= 12M;/l (come se 
la campata centrale fosse perfettamente incastrata); o avviene il collasso della 
sola campata centrale. Risulta così P//= 2,10P/. 


Esercizio 1695. - La stessa trave è caricata uniformemente nelle prime due 
campate. 

Soluzione. Il carico Q;' = g;’l che provoca il collasso della prima campata 
risulta uguale a 11,6572;’/l (come nel caso dell’es. 1686). 

La seconda campata subirebbe il collasso quando @/' = 161//’/l (come nel 
caso del n. 778 a). 


780. Nota al paragrafo 779: La situazione limite per i telai. - Il teorema 
di Greenberg - Prager (72). 


a) Per i telai, come per le travi continue, si raggiunge il collasso 

— e si determina quindi il coefficiente di sicurezza s — quando, aumen- 

tando i carichi dai valori P; di esercizio ai valori estremi sP; si formano 

cerniere plastiche in numero sufficiente a rendere labile l’intera struttura 
o una parte di essa. 

Naturalmente valgono ancora i procedimenti di calcolo esposti nei 

paragrafi precedenti; però, quando la struitura è complessa, può essere 


(*) Nel mettere a punto gli ultimi manoscritti lasciati dal mio compianto Maestro Professore 
Belluzzi, ho trovato, in una Sua nota, espressa l'intenzione di dedicare un paragrafo al calcolo a 
rottura dei telai. Ho ritenuto, per la devozione che mi lega alla Sua memoria, di dover esaudire 
questa Sua volontà, inserendo un cenno sull'argomento. PIERO POZZATI. 
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difficile individuare la posizione delle cerniere plastiche, e riuscire quindi 
utile un teorema di Greenberg e Prager ("*), la cui applicazione consente 
di definire un valore maggiore ed uno minore del coefficiente di sicurezza 
e di accostare poi a piacimento tali valori limitatori. 

Premettiamo qualche osservazione e riferiamoci, a titolo di esempio, 
al telaio della fig. 1667 a, per il quale pensiamo nota la configurazione a 
rottura (fig. 1667 b), ossia la configurazione comprendente un numero di 


Fig. 1667. 


cerniere plastiche sufficiente a rendere labile il telaio. Alle facce unite 
dalle cerniere sono quindi applicati i vari momenti limiti M/°, a due a 
due uguali ed opposti; momenti 1", carichi sP e corrispondenti rea- 
gioni sono legati dalla condizione di costituire un sistema equilibrato, 
che ha esaurito — almeno stando alla solita ipotesi di assoluta plasticità 
— le estreme riserve di resistenza della struttura. 

Essendo il sistema equilibrato, la corrispondenza fra carichi e momenti 
limiti può senz’altro essere espressa mediante il principio dei lavori vir- 
tuali: Imprimiamo allora alla struttura spostamenti congruenti e picco- 
lissimi; spostamenti che, essendo la struttura labile, si realizzano con 
movimenti rigidi delle varie membrature. Se al punto di applicazione di 
uno dei carichi, per esempio del carico sP,, imprimiamo lo spostamento 
è, (*), rimangono quindi definiti, in funzione di ò,, i movimenti in qua- 
lunque punto del telaio: Per esempio, le rotazioni in corrispondenza dei 
vari snodi plastici valgono (fig. 1667 c) pa = d./b, pr = Pa = Pay Pe (rotaz. 
relat.) = di/a + pa, 9. (rotaz. relat.) = d./a + d;/b; lo spostamento del 
punto di applicazione del secondo carico è d, = ye = d,e/b. 

Noti i movimenti, è quindi immediato il calcolo dei vari lavori vir- 
tuali: Quello compiuto dai carichi è LZ, = sY/P,d;; quello compiuto dai 
momenti è Ly = 2'M® avendo presente che il senso di ciascuna coppia 


("*) H. J. GREENBERG, W. PRAGER, Limit design of beams and frames, « Proceedings », ASCE, 
vol. 77, febbraio 1951, n. 59. Per l’interessante discussione su tale memoria si veda il vol. 78, feb» 
braio 1952. 

(*) Il segno deve essere tale da rendere positivo il lavoro complessivo dei carichi, 


LA PLASTICITÀ 641 


deve essere sempre tale da rendere negativo il corrispondente lavoro ("°). 
Dovendo essere Le + Lx = 0, si ricava il valore del coefficiente di 


sicurezza 
EM z 
(1457) 7 Pd * 


nella (1457), per quanto è stato detto precedentemente, e in particolare 
nella nota 76, tutti i prodotti M{',g, sono da assumere positivi (77). 

b) Moltiplicatori ammissibili e moltiplicatori cinematicamente suffi- 
cienti. Una struttura iperstatica può sempre essere resa isostatica inse- 
rendo in posizioni arbitrarie un conveniente numero di cerniere ed appli- 
cando poi alle facce unite dalle cerniere stesse i momenti M, staticamente 
indeterminati; il diagramma totale dei momenti M è naturalmente dato 
dalla sovrapposizione, per la stessa struttura principale isostatica, del 
diagramma M(P) dovuto ai carichi e del diagramma M(M,) relativo ai 
momenti stessi. 

Ogni diagramma M complessivo, nel quale in nessuna sezione il mo- 
mento |M| supera il corrispondente valore |M] (*), è detto ammissi- 
bile; e se aP, sono i carichi che ad esso competono, a viene detto mol- 
tiplicatore ammissibile dei carichi. 

La configurazione a rottura di una struttura, la cui conoscenza consen- 
tirebbe di calcolare assai speditamente il valore del coefficiente di sicu- 
rezza, di solito non è nota. Pertanto, adottata una configurazione arbi- 
traria, ed applicati in corrispondenza delle presunte cerniere plastiche 
i relativi momenti limiti (1//,)*, è assai semplice il calcolo del corri- 
spondente moltiplicatore limite. Basta procedere come in @) per otte- 
nere, impressa al solito una deformazione arbitraria, 

ZI, 91 
(1458) v= TS, 


(**) Isolato un breve tratto di trave nell’intorno di una sezione interamente plasticizzata, 
momenti e rotazioni delle due facce estreme debbono avere naturalmente segni concordi, essendo 
legati nel rapporto di causa ed effetto. Quindi, passando alle corrispondenti facce delle due mem- 
brature collegate al tratto plasticizzato, il lavoro compiuto dalle coppie ad esse applicate è nega- 
tivo, perchè le rotazioni sono le medesime, mentre si inverte il senso dei momenti. 

Mano a mano che con il progressivo aumento dei carichi si plasticizzano le varie sezioni, 
{l diagramma dei momenti modifica la sua forma. Si potrebbe quindi ritenere possibile che, una 
volta formato uno snodo plastico e avvenuta una determinata rotazione delle facce da esso colle- 
gate, tale rotazione possa cambiare segno a causa della successiva trasformazione del diagramma 
dei momenti. Se questo avvenisse, si avrebbe però una immediata cessazione del funzionamento 
a cerniera (n. 755 a, fig. 1610) e la sezione non rappresenterebbe più un punto di cedimento nella 
configurazione a rottura. 

() Nella ®P;$; alcuni termini possono essere negativi, pur dovendo risultare sempre po- 
sitivo il lavoro complessivo (v. nota 75). 

(*) Per una sezione, appartenente per esempio ad una struttura di cemento armato, potreb- 
bero essere diversi i momenti limiti positivo (di; o) e negativo Min). In questo caso un diagramma 
è detto ammissibile se Mia SM< Mig. 
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Nella (1458) l’asterisco sta ad indicare che si opera su una configura» 
zione a rottura scelta a caso. Anche nella (1458) conveniamo di assumere 
sempre positivi i prodotti M/p (nota 76). 

Il numero y, che fornisce il valore dei carichi corrispondente alla adot- 
tata configurazione labile, ossia sufficiente per trasformare la struttura 
in una catena cinematica, viene chiamato moltiplicatore cinematicamente 
sufficiente. 

È facile ora dimostrare che un qualsiasi y non può mai risultare infe- 
riore a un qualsiasi a, ossia che deve sempre essere y > a. 

Infatti, scelta una configurazione a rottura arbitraria ed adottata 
un’arbitraria deformata, calcoliamo mediante la (1458) il relativo mol- 
tiplicatore y. Quindi, in corrispondenza delle presunte cerniere, appli- 
chiamo i momenti M, che competono a un qualunque diagramma di mo- 
menti ammissibile e calcoliamo, analogamente a quanto è stato fatto 
nel punto a), i corrispondenti valori aP; dei carichi. Carichi aP; e mo- 
menti M, fanno parte di un sistema equilibrato; associandoli allora agli 
stessi movimenti adottati per ricavare y, l'equazione dei lavori virtuali 
fornisce 


® 
(1459) Sai 


d= EP,0° 


Confrontando la (1459) con la (1458) è facile riconoscere che, poichè 
in entrambe si hanno gli stessi P, d*, g*; avendo assunti positivi tutti 
{ prodotti (M;‘.)*y? ed essendo — per definizione di moltiplicatore am- 
missibile — |M.| < ||, risulta y > a. 

Il coefficiente di sicurezza s è un moltiplicatore cinematicamente suf- 
ficiente, quindi non può risultare inferiore a un qualunque a. Ma è anche 
un moltiplicatore ammissibile, e quindi non può essere superiore a un 
qualunque y. Pertanto è il numero separatore delle due classi di molti- 
plicatori, ossia è 


a<s<y7. 


c) L'applicazione pratica. Si è dunque accertato che il coefficiente 
di sicurezza s è il maggiore dei moltiplicatori ammissibili ed il minore dei 
moltiplicatori cinematicamente sufficienti. Ecco quindi come si procede in 
pratica per utilizzare tali proposizioni. 

1) Per una presumibile configurazione a rottura si calcola, mediante 
la (1458), il corrispondente moltiplicatore y cinematicamente sufficiente 
(v. punto bd). 

2) Per la struttura con una delle cerniere plastiche in meno, ossia 
isostatica, si calcola il diagramma M dei momenti relativo ai carichi 
yP e ai momenti M/' applicati in corrispondenza delle cerniere (?). 


(**) Come controllo del calcolo del diagramma M, l’ordinata in corrispondenza della cerniera 
piastica esclusa deve uguagliare il corrispondente valore limite. 
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3) Se in nessuna sezione il momento supera il corrispondente valore 
limite, la configurazione a rottura scelta è quella effettiva ed è s=y. 
Se in una o più sezioni si supera il corrispondente momento limite, si 
determina il maggior valore on dei rapporti |M/M"| e s1 dividono tutte 
le ordinate del diagramma M per on; ciò che equivale a dividere per on 
sia i carichi yP, sia i momenti M7' applicati in corrispondenza delle cer- 
niere plastiche considerate nel punto 2). Poichè il moltiplicatore dei 
carichi y/on è un moltiplicatore ammissibile, si ha di conseguenza 
(1460) ylom <8 <p. 

4) Se l'intervallo (1460) è sufficientemente ristretto, la media dei 
valori y, 7/0» fornisce un valore del coefficiente di sicurezza di solito molto 
prossimo al reale. Se è troppo ampio, si calcola un altro y, considerando 
una cerniera plastica là dove si è riscontrato il più elevato rapporto 
M]MY ed escludendo naturalmente una delle cerniere adottate nel pre- 
cedente calcolo. 

d) Da quanto è stato esposto nei paragrafi precedenti consegue 
che, se una struttura viene irrigidita in modo che il momento limite M dl 
venga aumentato in una o più sezioni e diminuito in nessuna, il coeffì- 
ciente di sicurezza — come è intuitivo — non può diminuire. 

Basta infatti notare che il coefficiente di sicurezza relativo alla strut- 
tura non irrigidita è un moltiplicatore ammissibile per la struttura irri- 
gidita e che quindi (punto b) non può risultare superiore al coefficiente 
di sicurezza di quest’ultima. 

e) La determinazione del coefficiente di sicurezza operando sulla strui- 
tura resa isostatica (8°). Il coefficiente di sicurezza s di una struttura, 
per la quale sia nota la configurazione a rottura, può essere trovato 
rendendola isostatica con l'inserimento di n cerniere plastiche (se n è 
il grado di indeterminazione statica della struttura) là dove viene rag- 
giunto il momento limite e ponendo la condizione che in corrispondenza 
di una ulteriore sezione X interamente plasticizzata, venga raggiunto, 
ad opera dei momenti M,(sP) dovuti ai carichi e dei momenti M.(M{,) 
dovuti agli n momenti limiti M//, il corrispondente momento limite 
My Ossia, in formula, s è determinato dalla condizione 

ZM .(8P.)— ZM.(M7) = Mis, 

n Mia + EM (IM) 

(1461) s= TETI) 5 


avendo presente che i momenti M (11) debbono essere assunti sempre con 
il loro valore assoluto (8). 


da cui 


(*) P. Pozzati, Sul calcolo a rottura delle strutture iperstatiche, « Giornale del Genio Civile», 
1955, n. 5. 
(&) Se uno dei termini relativo ad una generica sezione, figurasse con il segno negativo, si 
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In pratica non si conosce di solito la posizione delle sezioni plasticizza- 
te; si considera allora una struttura isostatica di tentativo ponendo ad arbi- 
trio le posizioni delle n cerniere plastiche (se n sono i vincoli iperstatici), 

La struttura principale considerata è sottoposta ai carichi e ai momenti 
Mi: applicati in corrispondenza dei presunti snodi e si calcola sempli- 
cemente il momento in qualunque sezione i ponendo la condizione che in 
un’altra sezione X (oltre alle n scelte) il momento raggiunta il valore 
estremo M;' si ottiene il corrispondente moltiplicatore dei carichi (82) 


MY + SM.(M7 
(1462) y= III 


Il coefficiente y è, per la definizione data in b, un moltiplicatore cine- 
maticamente sufficiente. Se nella (1462) i momenti Mizar Mx(M{;) ven- 
gono assunti tutti con il loro valore assoluto (*), è facile constatare che, 
analogamente a quanto è stato visto in d), è sempre, per qualunque y 
e per qualunque a, y >a (*). Allora, al solito, essendo il coefficiente di 
sicurezza s sia un coefficiente y sia un coefficiente a, deve essere a <8 <y. 

Si procede poi nel modo già visto in e (85): Si determina, per la strut- 


avrebbe che, irrigidendo la stessa sezione (ed aumentando quindi fl suo momento limite), s demi= 
nuirebbe. Ciò è assurdo, per quanto è stato detto in d). 

Oppure, con dimostrazione diretta: Sia già individuata la configurazione a rottura e sia sP il va- 
lore dei carichi corrispondenti. Pensiamo di irrigidire di pochissimo una qualunque sezione elevando 
di ds il suo momento limite (non si modifica la posizione delle cerniere); in questo caso, se ai 
carichi viene attribuito il valore sP precedente, non si verifica la rottura perchè un piccolo incre- 
mento d(sP) agisce su una struttura isostatica e non labile e i carichi possono essere aumentati 
fino a provocare l'incremento 4M;' (carichi e ‘momento in una qualunque delle sezioni interamente 
plasticizzate sono funzioni entrambe crescenti in valore assoluto; infatti, se così non fosse per una 
qualunque cerniera t, la situazione a rottura in esame non sarebbe quella reale perchè, aumentando 
il carico, la sezione # tornerebbe ad essere attiva). Quindi tutti i termini My(M: 1) (compreso lo 
stesso Mie) debbono avere segno concorde perchè, se fosse discorde il contributo di una cer- 
niera plastica i, si avrebbe che ad un dMii corrisponderebbe, per la (1461), una diminuzione di 
#, in contrasto con quanto è stato detto. 

(**) Il ragionamento è identico a quello fatto per ricavare l’espressione (1461) di s. 

(**) Ciò è coerente con quanto è stato dimostrato per il coefficiente s. 

("*) È facile rendersi conto che la (1462) coincide con la (1458). Infatti la deformata impressa 
da utilizzare nel calcolo dei lavori virtuali, è arbitraria; può quindi essere quella derivante da 
una rotazione relativa @ == 1 in corrispondenza della sezione X. 

Se si vuole calcolare con il principio dei lavori virtuali il momento in una sezione X apparte- 
nente ad una struttura isostatica, caricata per esempio in corrispondenza di una cerniera Y con 
due momenti M, (applicati uguali ed opposti alle facce collegate dalla cerniera) e con un carico P, 
basta introdurre una cerniera in X, (la struttura diventa labile), imprimere una rotazione relativa 
arbitraria, che quindi può essere uguale ad 1, e scrivere che la somma dei corrispondenti lavori 
è nulla. Si ha quindi, se 9, e è sono la rotazione relativa in F e lo spostamento del punto di appli- 
cazione di P conseguente a ©, = 1, 

M,-1= My9y+ PS. 
Quindi il momento M, dovuto ai momenti M, e al carico P è uguale al lavoro che compiono My 
e P per effetto di una rotazione 1 in X. E rimane quindi dimostrata la coincidenza delle due 
espressioni. 

(“) Per una dimostrazione diretta, si veda l’articolo della nota (80). 
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tura isostatica scelta, il diagramma totale dei momenti conseguente ai 
carichi yP e ai momenti M/' e, di conseguenza, il massimo valore Om 
dei rapporti M/M}; si ha quindi y/on <8 <y. 

Tale procedimento è, nell’essenza, identico al procedimento originale 
(nota 84); ciò che è evidente, perchè in entrambi la condizione che deter- 
mina il moltiplicatore dei carichi di collasso è sempre quella concernente 
la fase estrema di equilibrio fra carichi e momenti limiti. Presenta il van- 
taggio di poter esplorare diverse situazioni di rottura, spostando a piaci- 
mento la sezione X ed operando sempre sulla medesima struttura princi- 
pale isostatica; di evitare l’esame dei movimenti (da introdurre nell’equa- 
zione dei valori virtuali) alle volte non semplice; e di calcolare imme- 
diatamente il coefficiente 0, avendo già studiato la struttura isostatica 
per il calcolo di y. 

}) L'influenza dello sforzo normale (8°). La presenza di N modifica 
i valori dei momenti limiti e, di conseguenza, del coefficiente di sicurezza. 
Il momento limite My può essere calcolato per le sezioni rettangolari con 
la semplice relazione (1437,) Miw= M(1— N?/N?) (v. n. 765), che è la 
equazione di una parabola di ordinata massi- 
ma My = o,bh*/4, delimitante nel piano M, N 
la parte di superficie tratteggiata, che com- 
prende punti ai quali corrispondono caratteri- 
stiche di sollecitazione ammissibili (fig. 1668). 

Nello studio dei telai l’influenza di N è 
di solito trascurabile (*); può gioeare in- 
vece un ruolo importante quando, come ad 
esempio per gli archi e per i piedritti inferio- 
ri dei telai a numerosi piani, la curva delle 
pressioni è assai vicina all’asse della struttura. Se si deve tenerne conto, 
si comincia a determinare per successive approssimazioni il valore di un y: 
Per una presunta configurazione a rottura, fissati ad arbitrio i valori degli 
sforzi normali in corrispondenza delle cerniere plastiche, si calcolano 
mediante la (1437,) i valori dei momenti limiti, quindi con la (1458) il 
corrispondente y’. Si determinano poi, in una successiva fase di calcolo, 
in funzione dei precedenti momenti My e dei carichi y'P, nuovi valori 
degli sforzi normali quindi, attraverso la solita trafila di calcoli, un nuovo 
y'. E così si prosegue, con convergenza di solito assai rapida, sino ad ot- 
tenere un valore sufficientemente approssimato di y. 

Al moltiplicatore y corrispondono, per la struttura, definiti diagrammi 


(**) V. FRANCIOSI, Sul calcolo a rottura delle strutture monodimensionali in regime elasto-pla- 
stico, « Giornale del Genio Civile », 1952, n. 7-8, pp. 387-400; Ponti ad arco con impalcato sospeso, 
Hoepli, 1958, cap. VII. 

(©) In proposito si veda, per es.,: I. F. BAKER, The Design of steel Frames, « The Structura] 

gineer », 1949, p. 397, p. 408. 
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M, N. In una qualunque sezione X se il punto C(M, N) cade al di fuori 
della superficie tratteggiata, le caratteristiche non sono sopportabili dalla 
cezione stessa. Ma M., N. sono dati in funzione dei yP e dei momenti 

“n, quindi sarà sempre possibile dividere carichi e momenti limiti 
per un numero g tale da portare il punto C sul contorno della superficie 
tratteggiata ammissibile, ossia in 0° (fig. 1668); risulta quindi o = 0C/0C°. 

Determinata la sezione dove si verifica il massimo valore 0, 8 0m > 1} 
il numero y/on è un moltiplicatore ammissibile, perchè dividendo carichi 
e momenti limiti per om; (ossia dividendo per 0 tutte le ordinate dei dia- 
grammi M, N) in qualunque sezione il corrispondente punto C(M, N) 
non può trovarsi all’esterno della superficie ammissibile. 

g) Il metodo delle cerniere plastiche - Osservazioni. A questo pun- 
to può valere la pena di soffermarci 
brevemente per mettere in luce alcu- 
ni aspetti delicati del metodo delle 
cerniere plastiche; altre osservazioni 
in ordine ai coefficienti di sicurezza 
interno ed esterno si troveranno nel 
n. 781. L’ipotesi fondamentale è che 
— come più volte è stato detto — 
il diagramma o— e sia schematizza- 
bile con una bilatera e che la e possa 
correre indefinitamente lungo il lato 
orizzontale, senza tener conto quindi 
della ripresa del modulo per effetto 
dell’inerudimento e della possibilità 
che si raggiunga per la # il valore di 
rottura e, (8°). 

Al diagramma o—e a bilatera 
corrisponde il diagramma M, g = 1/r 
(curvatura) riportato nella fig. 1669, 
del quale ci si può rendere conto facil- 

Fig. 1669. mente ricordando l’espressione (1444): 

Sorpassato M) cessa la proporzio- 

nalità fra M e e si tende con andamento assintotico al valore 
limite M/. 

Consideriamo, per meglio comprendere alcuni particolari aspetti della 
vicenda plastica, il solito esempio della trave incastrata di sezione ret- 
tangolare, caricata uniformemente. Per essa, raggiunto il carico g; = 
= 12M;/13, che segna l’inizio della plasticizzazione alle estremità, il 


(8) Si veda, in proposito, l’interessante discussione seguita alla memoria di Greenberg-Prager 
(Proceedings, vol. 78, febbraio 1952). 
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momento d’incastro comincia a crescere più debolmente del carico, mentre 
più rapidamente cresce, per le note ragioni, il momento nel centro; il 
collasso sopraggiunge quando, sia in mezzaria che all’incastro, viene rag- 
giunto M/'. 

Se M.,, M, sono i momenti che, per un carico g > g; si hanno in due 
sezioni vicine A, B (fig. 1669 b), che delimitano il tratto plasticizzato, 
la loro rotazione relativa 4g vale 

B B 
a) 49 = Il pds = J 7ds/0,5% 3 
4 4 


essendo € la dilatazione su uno dei due lembi, naturalmente variabile da 
punto a punto. 

Mano a mano che il momento d’incastro si approssima a M7’, il com- 
portamento della trave, nei confronti dei nuovi carichi, è sempre più 
vicino a quello di una trave semplicemente appoggiata alle estremità. 
La rotazione relativa delle sezioni A, C deve però continuare ad essere 
nulla, cioè si deve continuare ad avere @a,a = Ya,c} Ciò che è possibile 
perchè, in prossimità della sezione d’incastro plasticizzata, a piccoli in- 
erementi del momento possono corrispondere elevati valori della cur- 
vatura g [(relaz. a)]. 

Quindi, secondo la a), dovendo continuare a crescere Ag, debbono 
continuare a crescere le z; le quali a un certo punto possono superare e;” 
e dar luogo a inerudimenti; e, peggio ancora, raggiungere &rottura prima 
che la mezzaria si possa completamente plasticizzare, ossia verificare una 
rottura localizzata prima del collasso dell’intera struttura o di una parte 
di essa (8°). Pertanto se si adotta, per esempio, la costruzione grafica 
del n. 7735, si dovrà controllare che la curvatura effettiva (M/af):EJ 
sia inferiore alla curvatura limite g, = e,/0,5%, per la quale si raggiunge 
la dilatazione e, sui lembi. 

Il valore del momento di rottura M,, che corrisponde alla g,, si 
ricava facilmente in funzione della stessa e, e della e, valori noti della 
dilatazione. Dal diagramma delle tensioni della fig. 1616 b, essendo e = e; 
lungo i segmenti ii, jj, e= e, sui lembi, quindi h° = » - e;/e,, si ottiene 
facilmente, per la sezione rettangolare, 


de Mps ae 
= MA — 61/88); 


5) M,=M/—0, 


espressione, questa, che si può ricavare anche dalla (1423), ponendo 
W = heife,, M=M,e M,=2M/3. Naturalmente, per e,=00 ed e,= e) 


(®) A. GALLI - T. RENZULLI, Contributo alla evoluzione del metodo delle cerniere plastiche = 
Metodo della rottura localizzata, « Giornale del Genio Civile », 1954, n. 11-12. 
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essa fornisce M,= M e M,= M;. Sono state però espresse le ragioni 
per le quali il valore M, è sempre assai prossimo a M{' (n. 757)). 

Per quanto è stato esposto, può alle volte interessare di conoscere 
la rotazione 4g consentita dal concio plastico A-B, lungo 4, sottopo- 
sto in A al momento M/' e in B a M.. Se si pensa rettilineo il tratto 
a-b del diagramma M— p; M, coincidente con M{' e costante, lungo 
4x, lo sforzo di taglio, ossia variabile linearmente il momento flettente, 
può essere ritenuta lineare anche la variazione della curvatura fra i 
valori estremi g, in A e g; in B. Essendo, se la sezione ha il baricentro 
a metà dell'altezza R, p,= 2e,/h, g:= 2e/h si potrà quindi porre, di 
solito con soddisfacente approssimazione, 
0) Ap = ema 0 : 0,50 = 92 (6,451); \ 
4g è dunque tanto minore quanto più Ax è piccolo, ossia quanto più 
Mi è prossimo a IM‘; pertanto le travi a doppio T possono presentare 
limitati cedimenti plastici. In pratica, l’eventualità che, per una struttura 
iperstatica, si possa verificare una rottura localizzata, con conseguente 
diminuzione del coefficiente di sicurezza rispetto al valore calcolato am- 
mettendo illimitato l'aumento della e, può essere scongiurata se l’inter- 
vallo e,— ey è sufficientemente ampio (per i materiali molto duttili e 
può essere fino a 20 volte maggiore di 1) e se — come di solito si verifica 
per una struttura progettata correttamente — a molte sezioni viene 
attribuito lo stesso margine di sicurezza rispetto a 1), in modo che la 
plasticizzazione investa simultaneamente un numero di sezioni suffi- 
ciente a fornire un grado di libertà alla struttura. È bene però avere pre- 
sente che in tal caso il beneficio derivante dalla iperstaticità può essere 
piccolo, perchè esso è tanto più elevato quanto più sono disuguali fra 
loro i rapporti 1{..0,:./M}" in corrispondenza delle sezioni destinate a 
divenire nello stato di rottura sedi di cerniere plastiche. Da quanto è stato 
detto si comprende che la plasticità può giocare quindi un ruolo impor- 
tante per le lastre, che presentano una forte connessione interna; e che 
l’importanza è tanto maggiore quanto più è variabile lungo le linee di 
rottura il diagramma dei momenti che si ha nella fase elastica (99). 

L’approssimarsi di un momento al corrispondente valore limite, com- 
porta anche una graduale riduzione dell’area reagente al taglio (n. 7 64), 
si che si possono verificare inconvenienti, oltre che per l’azione flettente, 
anche per effetto dell’azione tagliante (n. 788 4). 

Altro fatto da tener presente e che, se nella situazione di esercizio si 
supera la tensione di snervamento, le inevitabili ripetizioni del carico 


(*°) Si veda, in proposito, il metodo di Back (cap. XXVI, n. 644); H. CRAEMER, Berechnung, 
Kreuzweise bewehrter Platten nach der Plastizitàtstheorie, «Osterreichische Bauzeitschrift », 1951, 
H. 3, pp. 46-49. Altri contributi si trovano citati nella bibiografia (n. 788). 
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accidentale sconfinano in campo plastico, con tutte le complicazioni che 
si vedranno nel par. E a proposito delle tensioni residue. 

Chiudiamo queste brevi riflessioni ricordando che di solito è oppor- 
tuno assicurare coefficienti di sicurezza diversi per i vari tipi di carico, 
non potendo, ad esempio, trattare alla stessa stregua carichi permanenti 
e accidentali, e carichi accidentali di brevissima e di lunga permanenza. 
Il procedimento di Greenberg-Prager vale ancora essendo sufficiente 
operare sui carichi s(P,.rman. + CPaccidentate), essendo c il desiderato rap- 
porto fra i coefficienti di sicurezza dei carichi accidentali e dei carichi 
permanenti. 


Esercizio 1696. — Determinare il coefficiente di sicurezza esterno per il te- 
laio della fig. 1670 a, che ha trave e piedritti di uguali sezioni e lunghezze. 

Soluzione. a) Adottiamo la configurazione a rottura della fig. 1670 b, con 
le cerniere plastiche in A, B, 0, E. Impresso sotto il carico lo spostamento é 


(fig. 1670 c), le rotazioni in corrispondenza degli snodi valgono: ga = A ) = 


4 4 ò ò _ 16 
= db Po = Pa = Pa 9=%=FT+47T=3ÎÒN 


Fig. 1670. 


Dalla (1458) si ottiene quindi (91) 
” 1, 1 I 40M; 
Y = (Mia + Mio + MiPe+ Mv) : PÒ = 


3 PI 
In funzione dei carichi yP e dei momenti limiti si calcola poi il diagramma dei 
momenti (fig. 1670 d), quindi il maggiore dei rapporti |M/M}"|, che in questo 
caso si verifica in D e vale 0m = 3. È quindi (13,3/0m = 4,4) 


= 13,3M/P1. 


4,4M"[P1 < 8 < 13,3M"|PI. 


Dalla media dei due moltiplicatori si ottiene s =  8,9M”/PI. 

Consideriamo quindi una nuova cerniera in D dove si è riscontrato il mas: 
simo rapporto |M/M{'|, ed escludiamo una delle altre quattro cerniere preceden- 
temente considerate, per esempio quella in A. Le cerniere 0, E, D sono però già 
sufficienti per provocare il collasso di una parte del telaio, ossia della trave CED; 
allora in questo caso bastano tre cerniere per dar luogo alla labilità. 


(*) Non si tiene conto, per il valore dei momenti limiti, dell’influenza di N. 
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Impresso lo spostamento è sotto il carico, le rotazioni in corrispondenza 
degli snodi valgono @, = 40/l, pa = 46/31, 9, = 166/31. 

Dalla (1458) si ottiene ora 

= i ary]PL = 106M7/PI. 

Poichè in questo caso si ottiene on=1, è s= 10,6M/"/PI 

Quindi, nonostante che nel primo tentativo l’intervallo sia risultato molto 
ampio, la media di y e Y/0m ha dato soltanto l’errore di 17% circa. 

b) La stessa struttura. Calcolare s impiegando il procedimento del punto e). 

Adottata la struttura principale isostatica con le cerniere in A, O, E (fig. 1671), 
ricaviamo le reazioni dei vincoli. Per effetto dei 
carichi yP è 


Vap=0, 
a) Ha,n=0, 
Vi,»=yP. 


Per effetto dei momenti limiti (applicati con 
segno arbitrario; il segno di M{/ è volutamente 
sbagliato), la condizione che il momento in 0 sia 
nullo fornisce 
— Ha,uh—- M{a+M{,=0, 

Ho, = (-Miat Mi)ih; 


Fig. 1671. d) 


dalla condizione di equilibrio per il tratto CY si ottiene lo sforzo di taglio relativo 
allo stesso tronco 02, quindi la reazione Va,y 


D) Va, = (Mot Mi): (UA) + 


Fin qui questi calcoli sono stati necessari anche in a), per determinare Qu 
Il moltiplicatore dei carichi relativo al momento limite in B vale 


_ Mi + ZI) 
” ga: E° 


La 2M,(M{/), che deve comprendere i valori assoluti dei momenti in B pro- 
vocati dai vari momenti limiti M7/ (il segno del momento M;/ è dunque da 
invertire), vale: 

Va,at+ Mia = ‘(Mit Mi) + Mia. 


Essendo M,,» = - 31/4, e poichè i momenti M}/, sono tutti uguali fra 


loro, si ottiene 
ji PSA = 133M//P1. 

Per calcolare il diagramma dei momenti (dovuto ai carichi yP e alle coppie 
M;;) e, di conseguenza, il massimo rapporto 0,m, si utilizzano ancora i valori 
158 a//PV < 8 < 135 MY/PI: 
Operando sulla medesima struttura principale, si può calcolare il moltipli- 


a), b), c) delle reazioni. Si ottiene, come in a), 
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catore y relativo al raggiungimento della completa plasticizzazione ad esempio 
per la sezione D e si ottiene (si utilizzano ancora i valori a, b, c delle reazioni) 


M,,=P-3U/4, 

ZM(M4) = Va,l— Ha,xh — Mia = 

= 4(M{+ Mi) (Mit Mi Mi = MAMI = MI, 
sat 71M 


— eat 10 _ Fari 
r= 5 10,61///P1. 


Ancora una volta le reazioni a, bd, c ci servono per determinare ii nuovo rap» 
porto Om; che in questo caso risulta 1. Allora ès=y. 


781. Coefficienti di sicurezza esterno e interno. - Osservazioni. 


a) La Scienza delle costruzioni classica studia le tensioni provo- 
cate dai carichi nell’ipotesi che il comportamento sia elastico, e pone 
la condizione che esse non superino il carico di sicurezza %, che è una 
frazione della o, di rottura ed è inoltre notevolmente minore delle 0, 
e 0, Qi limiti di elasticità e di proporzionalità. Ciò che non solo ci ga- 
rantisce contro la rottura, ma ci consente di ritenere attendibile l’ipotesi 
fatta, e quindi anche i risultati del nostro studio. 

Il calcolo a rottura, invece, considera deliberatamente le deformazioni 
non elastiche, e determina i valori dei carichi Q;' che provocano il collasso 
della struttura. Così che quando applichiamo i carichi Q di esercizio, 
sappiamo qual’è il coefficiente di sicurezza s = @/°/Q rispetto alla rottura, 
ossia il rapporto 1:s nel quale i carichi dovrebbero crescere affinchè il 
collasso avvenisse (9°). 

Non è detto a priori che una delle due vie sia nettamente da accettare 
e l’altra da respingere, perchè ciò dipende dal criterio che si vuol seguire. 
Ed è facile riconoscere che ciascuna ha i suoi pregi e i suoi difetti. 

b) Se si vuol conoscere il margine che esiste fra i carichi attuali Q 
di esercizio e quelli Q;' che provocherebbero il collasso, margine che cau- 
tela il progettista, si deve effettuare il calcolo a rottura, che fa ap- 
punto conoscere i 0”. 

Se invece si vuol conoscere il vero stato attuale della struttura, cioè 
le vere tensioni provocate dai carichi Q di esercizio, che col calcolo a rot- 
tura rimangono sconosciute, si devono usare i metodi della Scienza delle 
costruzioni classica. 

La prima via fa conoscere il coefficiente di sicurezza esterno 3, = Q:/2, 


(®*) Si noti che questo collasso non consiste in una vera rottura nel senso di separazione 
della struttura in più parti, bensì in uno stato di grandi deformazioni, ossia di labilità, che è 
praticamente equivalente, perchè significa la cessazione della capacità della struttura di soppor- 
tare ulteriori aumenti dei carichi. 
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mentre la seconda fornisce il coefficiente di sicurezza interno sj = 0/0, 
che, come si è visto in numerosi esercizi, può essere assai diverso da E 

c) Un esempio chiarisce meglio i due punti di vista. 

Confrontiamo la trave appoggiata in A e incastrata in B con la trave 
appoggiata in A e in B, di uguali lunghezze / e soggette allo stesso carico 
uniforme Q = gl. (Oppure confrontiamo la trave continua a tre appoggi, 
avente due campate uguali 7, con l’insieme di due travi uguali 7 appoggiate 
alle estremità; ciò che è lo stesso). Il calcolo elastico ci dice che il momento 
fiettente massimo è lo stesso, in valore assoluto, nei due casi, perchè nella 
prima trave M, = — Q1/8 e nella seconda 1, = Q/8; per cui in entrambi 
i casi si ha la stessa 0maz. Perciò il coefficiente 8, = Or/Omaz risulta uguale 
nei due casi, e si potrebbe pensare che il margine di sicurezza fosse lo 
Stesso. Invece l’intuizione e l’esperienza ci dicono che la prima trave è 
capace di sopportare carichi notevolmente maggiori della seconda. E il 
calcolo a rottura fornisce per la prima Q/ = 11,65721//l (es. 1686), che 
è 1,46 volte maggiore del valore Q// = 82////l che si ha nella seconda. 

Inoltre nella seconda il carico Q = 82/1 (che fa apparire la o, in 
mezzaria) provoca l'abbassamento 77/a = 5Q?/384EJ = 5(8M. /)/384EJ = 
= 0,104M;0°/EJ, mentre nella prima il carico (es. 1689) Q= 13,32M4/1 
(che è 1,67 volte maggiore, e che non solo fa apparire la c, nel mezzo della 
trave, ma rende anche totalmente plastica la sezione all’incastro) provoca 
l’abbassamento (es. 1690) 72 = 2307/384027 = 23(13,32M//)12/38402J = 
= 0,0801M;7°/EI, che è minore del 23%; ciò che costituisce un altro indice 
della maggior capacità di sopportare il carico. 

In entrambe le travi occorre lo stesso carico Q; = 8M sl per far appa- 
rire la c,. Però nella trave appoggiata questo carico è tale che se si supera 
del 50% nel caso della sezione rettangolare, e solo del 17 % circa (n. 758 b) 
nel caso della sezione a T, si giunge al collasso. Invece nella trave con 
appoggio e incastro lo stesso carico segna l’inizio di una distribuzione 
più favorevole delle sollecitazioni, sì che per giungere al collasso occorre 
superarlo di 119% nel caso della sezione rettangolare (es. 1686) e del 
70% circa nel caso della sezione a T. 

d) Concludendo, il calcolo a rottura fa conoscere il coefficiente di 
sicurezza esterno s,, mentre il calcolo elastico fa conoscere quello interno 
8 assai meno significativo. Tuttavia col calcolo elastico si ottengono le 
tensioni effettive provocate dal carico di esercizio, ossia la vera situazione 
attuale; e quindi si conosce il margine rispetto a certi valori delle tensioni, 
ad es. la 0,, che è bene non raggiungere, perchè col tempo fanno peggiorare 
le qualità resistenti dei materiali (*). Il progettista prudente terrà natu- 
ralmente nel dovuto conto entrambi i criteri. 


(**) Non si deve dimenticare che il cambiamento del regime statico in senso favorevole, che 
subentra quando le c raggiungono la cy in qualche parte della struttura, significa soltanto che 
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I due criteri sono meglio chiariti negli esercizi 1697, 1698. 

e) Nel caso in cui si prevedano numerose ripetizioni del carico, si 
deve tener presente anche ciò che diremo nel par. E. Se le ripetizioni 
sono numerosissime, si deve inoltre tener conto dell’incrudimento, in 
seguito al quale la rottura avviene con un carico minore di Q;/; per cui 
8, risulta diminuito. 


Esercizio 1697. — Confrontare i coefficienti di sicurezza s; o s, (a parità di 
Omaz) nel caso della trave di ferro a due incastri, di sezione rettangolare, caricata 
uniformemente. 

Soluzione. a) Se c,= 4200 kg/cmq e se si assume X= 1400 kg/emq, si ha 
8;= 0,/k = 4200/1400 = 3,00. 

Il carico che si può applicare si deduce da Omar = Mmaz/W.= QU12W,= k, 
e risulta Q= 12%W.,/l. 

b) Si ha (n. 777a) Q;/ = 1611///1= 24M/l= 240,IV./2. So 0,= 2400 kg/emq, 
si ha o,= 1,71%, e quindi 0; = 24 - 1,714KW,/l= 41kW,/l. Perciò quando agisce 
lo stesso carico @ trovato in a) risulta s8,= Q//Q = 41/12= 3,42. 

Se invece si adottasse s, = 3,00, si potrebbe far agire un carico (3,42/3,00)Q = 
= 1,140. Però in condizioni di esercizio si avrebbe Graz = 1,14% = 1,14 - 1400= 
= 1600 kg/emq. 


Esercizio 1698. — Idem, nel caso della trave con appoggio e incastro. 

Soluzione. a) Con k= 1400 kg/emq si ha ancora s;= 3,00. 

Il carico che si può applicare si deduce da Gmaz = QY/8W.,= k, e risulta Q= 
= 8kW./1. 

3) Si ha (es. 1686) Q// = 11,6571///l1= 17,49M;/l= 17,490,77./l= 17,49 + 

» 1,71kW./t= 29,91kW./t. Perciò quando agisce lo stesso carico Q trovato in a) 
risulta s,= Q//2 = 29,91/8= 3,74. 

Se si adottasse s,= 3,00, si potrebbe far agire 1,25Q. Però in condizioni di 
esercizio si avrebbe Omar = 1,25 * 1400= 1750 kg/cmq. 


782. Altri casi vari. 


Esercizio 1699. — Calcolare P{ (inizio della plasticità) e P/" (collasso) nel 
caso della trave ad anello circolare della fig. 1672 a). 

Soluzione. In regime elastico si ha (es. 564) M,=— Pr/a=— 0,318 Pr, 
M,= + 0,182Pr. Quindi si raggiunge la c, in A e B quando P= Pj= xMi/r. 

Si ha il collasso quando |1,] = M,= (P/2):/2= M{' (*), da cui P= P//= 
= 4M{/r. 


l'avvento del collasso richiederà carichi maggiori di quelli che sarebbero sufficienti se proseguisse 
{l regime elastico; e che perciò costituisce un beneficio potenziale nel senso che allontana il peri- 
colo, facendo crescere s,. Ma non significa affatto che tale beneficio possa intervenire attualmente 
in condizioni di esercizio, perchè non possiamo ammettere la presenza normale di tensioni del- 
l'ordine della 0,, il cui perdurare fa appunto peggiorare le qualità resistenti, e provoca nel 
tempo accentuate deformazioni viscosa. 

(*) I momenti limiti sono uguali se si trascura l’effetto dello sforzo normale, che non è 
nullo per la sezione C. (Si veda in proposito il n. 7809). 
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Se la sezione è rettangolare di lati d De 5 em, &4= 10 cm, ser= 1,50 m, e so 
G,= 2400 kg/emq, si ha M{= 200000 kgem, 2; = 300000 kgem e risulta P/= 
= 4190 kg, 1; = 8000 kg, P//= 1,91P/. 


o) 


Fig. 1672. 


Esercizio 1700, — Idem, nel caso del telaio della fig. 1672 b). 

Soluzione. In regime elastico si ha (es. 563) I, = — 3P1/16, M,= + Pl/16. 
Quindi risulta P;= 5,33///L. 

Si ha il collasso quando (si veda la nota 71) || = M;= (P/2)/4; per 
cui Py = 81/1. 

Se la sezione è quella dell’esercizio 1699 e se 7= 3 m, risulta P/= 3550 kg, 
P; = 8000 kg, P//= 2,25 Pi. 


Esercizio 1701. — Idem, nel caso del telaio della fig. 1672 c). 

Soluzione. Procedendo come negli esercizi 563, 564 e avendo presente la posi. 
zione del baricentro elastico (fig. 630), si trova che |3.|= M,= PI/4V2= 
= Pd/8 (cfr. l’es. 427). Quindi P! = 81///d. 

Si ha il collasso quando |M] = M,= Pd/8= M{', per cui Pj/ = 8M(/d. 

In questo caso è Pi = (M;/M)P{= (W,/W.)Pi (99). 

Se il telaio è quello dell’esercizio 1700, risulta P{ = 3770 kg, P//= 5660 kg. 


Esercizio 1702. — Trave appoggiata allo estremità A e B e sostenuta nel punto 
di mezzo 0 da un tirante verticale di sezione A. Calcolare i valori Q/ e @// del 
carico uniforme. 

Soluzione. a) Se la sezione A non è grande, si raggiunge prima la o, nel ti- 
rante, quando la reazione in 0 vale R,= o,A. Se si trascura l’allungamento del 
tirante, si ha E, = 50/8, da cui Q{= 1,60,4. Tenendone conto, il carico Qi risulta 
un po’ maggiore. 

Quando 9 > @', il regime diventa staticamente determinato (perchè R, = GA), 
e il momento in © risulta M,= (Q — 22.)I/8= (Q— 20yA)1/8. Si ha il collasso 
quando M,= M{, per cui si ricava Q;// = 8M{//l1+ 20,4. 

3) Se il tirante è un ferro tondo di 1 cm di diametro (A= 0,785 ema), 
se la trave è lunga Z= 6 m e ha la sezione rettangolare larga d= 5 cmealtal= 


(*) In questo caso i momenti | 17, ] ed M, sono già uguali tra loro in regime elastico; per 
cui manca il beneficio dovuto alla distribuzione più favorevole delle sollecitazioni in regime pla- 
stico (cfr. il n. 773d), e si ha soltanto quello dovuto alla distribuzione più favorevole delle ten- 
sioni nelle sezioni in cui M ha superato My. 


2% 
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= 10 cm, e se o,= 2400 kg/emq, risulta Q/= 3010 kg, @/ = 7770 kg, mentre 
quando Q= 6430 kg si ha M,= M. 


Esercizio 1708. — La trave della fig. 1673 a) ha la sezione rettangolare di 
larghezza 5 e di altezze 4 nel tratto centrale e 2% nei tratti laterali. Calcolare Q/ 

Soluzione. a) Se c/l è piccolo, le cerniere plastiche si formano in mezzaria e 
agli incastri, Nei due tratti si ha W, e 47, e quindi M/° e 42f/”. Perciò si rag. 
giunge il collasso quando 


_ aMr , pe"__i===# P 
Qu8= 4 + MU, DEPPETTA ST TETERES x 
da cui ì I Ò } H ì 
= 40M. red € i dA ted ic dn 
a) ) 
b) Se c/l è grande, Fie. 1678, 


le cerniere plastiche si 
formano in mezzaria e alle estremità del tratto ec quando Qc/8= MY + M{°, 
da cui Q;/ = 16M’/e. Si verifica prima questo caso se c/l > 16/40 = 2/5. 


Esercizio 1704. — Idem, nel caso della fig. 1673 b) (altezze % e 2%). 
Soluzione. a) Se c/l è grande, si ha il collasso quando 
Pl/4= Mi +4M{', da cui Pi = 20M. 


b) Se c/l è piccolo, si ha il collasso quando (P/2)a = M{° + M{', da cui 
Pi =4M{/a. Si verifica prima questo caso se a/l > 1/5, cioò se c/l < 3/5. 


Esercizio 1705. — I due tratti 7/2 della trave della fig. 1674 a) hanno i moduli 
di resistenza plastici W, e 2W,. Calcolare Pi”. 


nd w 
(e Ò 


a) d) o 


Fig. 1674. 


Soluzione. a) L'equilibrio di ciascuno dei due tratti 7/2 (fig. 1674 b) fornisce 
le equazioni 
B,-I2=2M, E, -42=3M/". 
Ma si ha 
R,+R,=P, da cui P;'= 10M;/l. 


6) Se si osserva il diagramma M al collasso (fig. 1674 c), si ha direttamente 
Pl/4i= My + 1,5M;, da cui Pi = 10M;'/l. 

c) Se si vuole anche P;, si trova facilmente che in regime elastico M,= 
= — 7Pl/66, M,= — 10P1/66, e quindi M,= + 827/66. Perciò la plasticità ha 
inizio in 0 con Pj= 8,25M(/l. 
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Esercizio 1706. — Arco semicircolare di sezione costante, a due cerniere, 
caricato nel vertice (fig. 1675). Calcolare Pie. Pl. 
Soluzione. Se a è l’inclinazione della reazione R, le massime distanze d, 6 d, 
dai punti C e D valgono 
d,= (rtga—7)cosa= r(sen a — cos a), 
d,=r—rsena=7(1— seno). 
a) In regime elastico si ha (es. 429) 
H= P/x, per cui 
tga= V/H= (P/2) :Pla=xn/2, 
a= 57930’, 
sena= 0,8434, 
cosa= 0,5373. 
Quindi risulta d,= 0,3061r, d,= 0,15687, 
d= = 2d, M,=-2|M;|. Perciò la plasticità ha inizio quando M,= Rd,= 
= NM, da cui E= Mi/d,, Pj= 2R sen a= 2(2/:/0,30617)0,8434 = 5,5612//r. 
Più direttamente, si ha M=Vr-Hr=(1- 2)Pr/2x= 0,1817Pr, da cui 
Pi= 5,50M{/r= 3,67M{'/r (se la sezione è rettangolare). 
b) Si ha il collasso quando si formano due cerniere plastiche in 0 e in D 
(nonchè nel punto simmetrico D’). Perciò dev'essere M,= |M}, d=d,=d, 
ossia 


sena—cosa=1—sena, 2sena—cosa=1, sena= 0,8, cosa=0,6, 


e quindi d= (0,8 — 0,6)= 0,2r. Si ha così R= P/2 sen a= P/1,6, M,= Rd= 
= (P/1,6)0,2r= 0,125Pr= M{°, da cui PY/= 81{/=2,18P5. 

c) Se r= 5 m, se la sezione è rettangolare di lati b= 5 cme #= 10 em, 
e se G,= 2400 kg/emq, si ottiene P/= 2200 kg, Pi = 4800 kg. 


Esercizio 1707. — Lastra quadrata di ferro, appoggiata al contorno e cari- 
cata uniformemente. Calcolare il carico Pi 6 il carico limite pj'. 

Soluzione. In regime elastico e per v= 0,3 si ha nel centro (1104) m= 
= 0,0479pa®= mi, da cui pj= 20,88mj/a? (99). 

In regime totalmente plastico si ha (1186) m= pa?/24= mi’, da cui pi 
= 24my'/a = 36m/a? (la sezione è rettangolare), p;' = 1,72p{. 


Esercizio 1708. — Idem, nel caso della lastra circolare. 

Soluzione. In regime elastico si ha nel centro (1017) m= 3,3pR?/16= mi, 
da cui p; = 4,85m//R2. 

In regime totalmente plastico si ha (1188) m= pR°/6= my’, da cui p//= 
= 6m;°/E*= 9mi/R?, py' = 1,86p/. 


(**) Nel centro è (1109) m;= 0,0368(1 + v)pa? e negli angoli (nel piano della diagonale e 
nel piano normale a questa) è (1111) m3= F 0,0464(1 — v)pa?. Per v = 0,3 essi valgono 0,0479 pa 
e F 0,0325pa?, per cui m è massimo nel centro. Invece per piccoli valozi di v ,m è massimo negli 
angoli. Lungo la sezione diagonale il diagramma dei momenti si scosta poco dall’uniforme (v. n. 
780 9 e nota 90). 


S| 
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E) LE TENSIONI E LE DEFORMAZIONI RESIDUE. 


783. Considerazioni generali. 


a) Finora ci siamo occupati di alcune conseguenze del superamento 
della fase elastica, che è opportuno riepilogare. Rispetto ai risultati della 
teoria classica, abbiamo riconosciuto che le deformazioni sono maggiori, 
e che il regime statico risulta modificato: se la struttura è isostatica cam- 
bia soltanto la distribuzione delle tensioni nelle sezioni dei tratti che hanno 
superato la fase elastica, mentre se è iperstatica cambiano anche le rea- 
zioni dei vincoli e quindi la distribuzione delle caratteristiche di solle- 
citazione. 

Altre conseguenze non meno importanti, delle quali dobbiamo ora 
occuparci, sono la permanenza di deformazioni residue e di tensioni residue 
quando cessa l’azione dei carichi. Riguardo a queste ultime, se la struttura 
è isostatica si limitano a delle tensioni residue nelle sezioni (soggette a 
flessione o a torsione) dei tratti che hanno superato la fase elastica; mentre 
se è iperstatica si possono avere anche delle reazioni residue dei vincoli, e 
quindi delle caratteristiche di sollecitazione residue e delle tensioni re- 
sidue in tutte le sezioni. 

b) Il permanere di deformazioni residue al cessare del carico è 
naturale, avendo superato il limite di elasticità 0. 

Quanto alle tensioni residue nelle sezioni, esse sono dovute al fatto 
che le deformazioni permanenti nelle zone della sezione che hanno supe- 
rato la fase elastica impediscono che i vari tronchi dx riprendano la loro 
forma primitiva; e perciò la zona che era ancora in fase elastica rimane 
un po’ deformata, e quindi conserva delle tensioni, che a loro volta indu- 
cono delle tensioni anche nella zona che aveva raggiunto la plasticità. 

Analogamente, se la struttura è iperstatica le deformazioni residue 
impediscono alla struttura di riprendere la forma primitiva, che era con- 
gruente coi vincoli; per cui, se mancassero i vincoli sovrabbondanti, 
assumerebbe una configurazione che non è compatibile con la loro presenza. 
Quindi in questi vincoli nascono delle reazioni capaci di modificare tale 
configurazione e di renderla compatibile coi vincoli stessi. Queste reazioni 
fanno sì che anche le sollecitazioni non sono nulle. 

Esiste però una netta differenza fra i due casi. Nelle strutture iso- 
statiche (nelle quali non nascono reazioni residue, e quindi le caratteristiche 
di sollecitazione sono dovunque nulle) le tensioni residue esistono soltanto 
in quei tratti che avevano superato la fase ‘elastica, e in ogni sezione 
essi sono tali da equivalere a sollecitazioni nulle, cioè sono equilibrate 
tra loro. Invece nelle strutture iperstatiche possono esistere tensioni re- 
sidue in tutte le sezioni, con distribuzione e valori tali da equivalere alle 
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sollecitazioni residue agenti nella sezione stessa. Nelle sezioni che erano 
ancora in fase elastica sono dovute soltanto alle sollecitazioni suddette; 
in quelle che erano già in fase plastica sono dovute a entrambe le cause. 

c) La presenza delle suddette tensioni e sollecita- 
zioni residue, dovute all’azione di carichi soppressi, è 
importante, perchè modifica il modo di comportarsi della 
trave quando viene sottoposta a nuovi carichi, come 
vedremo nei nn. seguenti. 

d) Abbbiamo visto nel n. 755 che, superata la fase 
elastica (fig. 1676), se si fa diminuire la o fino ad an- 
nullarla, il ritorno avviene circa secondo la retta cd, 

€ parallela al tratto Oa rettilineo del diagramma 0,8. 

Perciò durante il ritorno scompare della e totale Oc, la 

parte c.d, che è uguale alla c.c’ che si avrebbe durante 
l’andata se il tratto elastico 0a proseguisse rettilineo fino in e’. Ciò signi- 
fica che la diminuzione della £ è proporzionale alla diminuzione della CA 
con lo stesso valore di Z dell'andata. 

Pertanto, lo studio degli effetti che si hanno durante lo scarico, e che 
si sovrappongono agli effetti primitivi, si effettua ritenendo valida la legge 
di Hooke, qualunque sia stato il valore della tensione raggiunta durante il 
carico. E questo vale anche se si oltrepassa lo scarico, cioè anche se poi 
si applica un carico opposto (perchè la retta cd prosegue per un certo 
tratto anche sotto l’asse €). 


(cl 


ol ‘d c 
Fig. 1676. 


784. Le deformazioni residue nelle travi inflesse. 


a) Dopo ciò che si è detto nel n. 783 d), il calcolo delle deformazioni 
residue è molto semplice, quando siano già note le deformazioni in regime 
plastico che il carico ha provocato. Infatti, basta calcolare la deformazione 
elastica provocata dall’azione del carico invertito (la cui aggiunta equivale 
alla soppressione del carico) e sovrapporla a quella primitiva, cioè sot- 
trarla da questa. Il risultato è positivo, perchè la deformazione plastica 
è maggiore di quella elastica. 

3) La curvatura residua in una sezione di una trave inflessa si 
ottiene sottraendo dalla curvatura plastica (1444) o (1445) la curvatura 
elastica M/EJ dovuta all’annullarsi di M. 

Ad es. nel caso della sezione rettangolare risulta (1444) 


== ma) (5-1). 


I valori di 1/08 per diversi valori di a= M{ {Al si trovano nella tabella 
del n. 768. 
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c) Anche gli abbassamenti residui delle travi inflesse si ottengono 
sottraendo da quelli calcolati in regime plastico quelli elastici dovuti alla 
soppressione del carico, che si calcolano nei modi noti. 

Nel caso delle travi isostatiche ciò è vero per quanto si è detto nel 
n. 783 d). Ed anche per le travi iperstatiche, perchè le diminuzioni delle 
reazioni sovrabbondanti sono proporzionali alle diminuzioni del carico, 
e quindi sono tali anche le diminuzioni degli abbassamenti. 


Esercizio 1709. — Calcolare la freccia residua nella trave dell’esercizio 1620. 

Soluzione. La freccia plastica è risultata f= 4,22 cm. La diminuzione della 
freccia quando si sopprime P è uguale alla freccia elastica che sarebbe provocata 
da P agente verso l’alto, e vale (es. 1620) f, = 3,81 cm. Perciò la freccia residua 
è f,= 4,22— 3,81= 0,41 cm (9,7% della totale). 


Esercizio 1710. — Idem, col carico P= 950 kg dell’esercizio 1621. 
Soluzione. In questo caso si ha f, = 5,16 — 4,02= 1,14 cm (22% della totale). 


Esercizio 1711. — Calcolare l'angolo 9, e la freccia residui quando si scarica 
la trave dell’esercizio 1623. 

Soluzione. Le deformazioni plastiche g, = 0,225 ed f= 20,2 em diminuiscono 
delle rispettive deformazioni elastiche, che in questo caso sono date dalle stesse 
espressioni dell’esercizio 1623 con 1 al posto di M° e che risultano @a, = 0,108 
ed f= 9,7 cm. Perciò si ottiene pg, = 0,117 ed f,= 10,5 cm. 


Esercizio 1712. — Calcolare f, nella trave dell’esercizio 1626. 
Soluzione. Coi risultati dell’esercizio 1626 si ottiene f, = 9,29 — 7,66 = 1,63 cm 
(17,5% della totale). 


Esercizio 1713. — Calcolare la freccia residua nel caso della trave incastrata 
dell’esercizio 1676. 
Soluzione. La freccia plastica vale f= 7Q2/1920EJ, e quella elastica è data 
da /,= Q/384EJ. Quindi si ottiene 
__7Q® Que Qe 10240 - 3008 
h= 1920EJ = 384EJ  960EJ 960 -2- 10° - 256 


ari a 28,6%, della freccia totale. 
P 


= 0,56 cm, 


Esercizio 1714. — Calcolare l’abbassamento residuo del punto di mezzo 
della trave con appoggio e incastro dell’esercizio 1690. 
Soluzione. L’abbassamento plastico vale 7:/5= 230?*/3840£J, e quello elastico 
è dato (n. 230 e) da 7:/,= Q1/192EJ. Quindi si ottiene 
__23QP Q® Que 6825 - 3003 
Mir = 334057 — 19257 — 128057 — 1230 - 2 - 10° - 256 


pari a 13% di quello totale. 


0,28 em, 
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785. Le tensioni residuo nelle sezioni delle travi inflesse, 


@) Se il momento M in una sezione di una trave inflessa ha raggiunto 
un valore compreso fra M/ ed Mi (nn. 757, 758), la distribuzione delle 
tensioni o nella sezione non è lineare, bensì ha l’andamento Tappresentato 
per esempio nella fig. 1616 b. Invece durante la successiva diminuzione di M 
il ritorno avviene rispettando la legge di Hooke. Perciò le nuove c, che 
si devono sottrarre dalle precedenti, sono rappresentate da un diagramma 
lineare, e quindi sono date dalle formule della flessione elastica (nn. 125, 
127 

i o=My/J, Omas = M/W,. 


La Cmaz di lembi è maggiore della c, che ivi si ha quando il diagramma 
non è lineare, 


A + Pertanto, al diagram- 
ma della fig. 1677a) 
Z si sovrappone il dia- 
h> lineare della 
b È d) £ramma 
o ) ) sr 1677b); 6 quindi 
+ -, c il diagramma risultan- 


dFIg::1077, te, cioè delle tensioni 

residue che permangono 

quando M si annulla, si può rappresentare come nella fig. 1677 ce) 0 nella 
fig. 1677 d). 

In particolare, se M aveva raggiunto il valore M/' e il diagramma 
era quello della fig. 1616 c), il diagramma delle tensioni residue si può 
rappresentare nei due modi della fig. 1678. Se la sezione è rettangolare, 
si ha M/=1,5M;; quindi risulta Ores. mar. = + 0,50%. 

In ogni caso il diagramma delle o residue è equilibrato, ossia ha la 
risultante nulla e il momento risultante 
nullo (??). 


b) Come si è già osservato, la Cmaz Che 
si ha al ritorno è maggiore della 9, prece- 
dente. Perciò ad es. nel caso di M positivo 
(0, di compressione in alto e di trazione in 
basso), le tensioni residue sono tali che si ha 
trazione in alto e compressione in basso (men- Fig. 1678. 


5) 


a) 


(*) Ad es. nel caso della fig. 1678 b) la verifica di questo fatto è facile. L’area totale del dia- 
gramma c, è senz’altro nulla perchè le parti positive e negative sono uguali. Quanto al mo- 
mento risultante, il diagramma equivale a due coppie opposte. La coppia di braccio minore 


2(1/3)2/3 = 24/9, e quello della seconda coppia è 24/3 + (2/3)1/6]= 84/9, ossia è quattro volte 
‘maggiore. 
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tre nella zona centrale le o conservano i versi che avevano). Questo si spiega 
pensando che la zona centrale, ancora elastica, tende 
ad annullare la sua deformazione, e ne è ostacolata 
dalla deformazione permanente delle zone esterne, le 
quali perciò oppongono delle tensioni invertite (se fos- 
sero nello stesso verso aiuterebbero l’annullarsi della 
deformazione centrale). Fig. 1679. 
È questo il motivo per cui nelle prove a piegamen- 
to di barrette di ferro si osservano spesso delle fenditure nella parte interna, 
che era compressa (fig. 1679) (facilitato dal fatto che il metallo si è inerudito). 


c)- La determinazione del diagramma delle a residue è facile anche 
nel caso della sollecitazione composta di flessione e sforzo normale (n. 765, 
es. 1721). 


Esercizio 1715. — Nel caso dell’esercizio 1582 calcolare le tensioni residue 
quando si sopprime il carico. 

Soluzione. In mezzaria è M = 1,3753{{; perciò le Omaz ai lembi della sezione 
dovute alla soppressione di M valgono 1,3750, = 1,375 - 2500 = — 3440 kg/ema. 
Quindi le o residue ai lembi risultano o,= # 2500 + 3440= + 940 kg/emq 
(fig. 1680). 

Nei punti a e d si ha o,= # 2500 + 0,5 + 3440= F 780 kg/emq. 


Fig. 1680. Fig. 1681. 


Esercizio 1716. — Calcolare le o residue nel caso dell'esercizio 1593. 
Soluzione. Essendo M}' = (2 — V2)Ch/6, W. min = DA?/24, W, mon = bh?/12, 
le tensioni ai lembi dovute allo scarico valgono 


0=+M{/W ma= + 2(2— V2)G:= + 1.170, 
o”=-— Mi[WV, min = — 4(2— V2)co,= — 2,340,. 
Quindi le tensioni residue risultano 
o.=—0,+1,170,=+ 1,170,, ci =+0,— 2,340,= — 1,340,. 


In corrispondenza dell’asse n, le tensioni valgono + 1,140, e — 0,860, 
(fig. 1681). 
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Esercizio 1717. — Calcolare le o residue nel caso dell’esercizio 1597. 

Soluzione. Si ha W,= 83,3 cm. Quindi le tensioni ai lembi della sezione do- 
yute allo scarico valgono + M/W,= + 125000/83,3 = + 1500 kg/emq. Perciò 
le tensioni residue ai lembi risultano # 1398 + 1500= + 102 kg/emq. 


Esercizio 1718. — Calcolare le o residue quando si sopprimono le sollecita- 
zioni M ed N nel caso dell'esercizio 1613. 

Soluzione. Si ha A= 50 emq, W,= 83,3 cmq. Quindi le tensioni ai lembi 
della sezione dovute allo scarico valgono 


20000 , 250000 + 3400 kg/emq 
daiini if mn = = 
50 + 533 = 400 + 3000 i 2600 è, 


Perciò le tensioni residue ai lembi risultano 
— 2400 + 3400= + 1000 kg/emg, —2400— 2600= — 200 kg/emq . 


786. Le tensioni residue nelle sezioni delle travi soggette a torsione. 


Anche in questo caso, quando siano note le tensioni plastiche provocate 
da un momento torcente 1, > Mi, (n. 766), si ottengono le tensioni 
residue calcolando le tensioni elastiche 7 = M, :7/I3, e in particolare tras = 
= 2M./xE? (se la sezione è circolare piena), 
e sovrapponendole alle tensioni precedenti, 

La Tmax elastica è maggiore della 7,, è 
per conseguenza risulta una zona periferica 
nella quale le 7, residue sono di verso con- 
trario a quello delle 7 preesistenti, e una 
zona centrale nella quale le 7 conservano 
il loro verso. Il diagramma delle T, è come 
quello della fig. 1682, e il momento risul- 
Fig. 1682. tante è nullo. 


Esercizio 1719. — Calcolare le 7 residue nel caso dell'esercizio 1615. 

Soluzione. Essendo M,= 1,23% io 12 Tmax elastica è uguale a 1,237,. Perciò 
la massima 7 residua vale 0,237,2, = 0,23 + 2400 = 552 kg/cmq; e il diagramma 
delle 7, risulta quello della fig. 1682. 


787. Le reazioni e le sollecitazioni residue nelle travi inflesse iperstatiche. 


a) Se la struttura è iperstatica, quando si sopprimono i carichi 
rimangono non solo delle tensioni residue nelle sezioni nelle quali le ten- 
sioni avevano superato la o, di snervamento, ma anche delle reazioni 
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residue nei vincoli, e quindi delle sollecitazioni residue, cui corrispondono 
delle tensioni residue in tutte le sezioni (n. 783 b). 

Come si è già osservato, la soppressione dei carichi equivale all’ag- 
giunta di carichi uguali e di verso contrario. Questi generano un secondo 
regime statico che si sovrappone a quello preesistente, e che si calcola 
coi soliti metodi e le solite formule che valgono in regime elastico. È 
questa una conseguenza della proporzionalità che si è riconosciuto esistere 
(n. 783 d), durante il ritorno, fra le o’ e le e’ (che sono le diminuzioni 
delle o ed e preesistenti). Infatti, se si considera la struttura principale, 
la sua deformazione provocata dai suddetti carichi invertiti avviene se- 
condo le leggi elastiche ed è proporzionale ai carichi stessi. Quindi le 
reazioni che si sono sostituite ai vincoli soppressi (e che devono annullare 
i movimenti della struttura nei punti che erano vincolati), provocando 
deformazioni proporzionali ai loro valori, risultano anch’esse proporzio- 
nali ai carichi. Pertanto, i carichi invertiti generano un regime di reazioni, 
di sollecitazioni, di tensioni interne e di deformazioni che è lo stesso che 
si otterrebbe se tali carichi agissero per la prima volta sulla struttura 
scarica e se il comportamento fosse elastico. 

b) Riprendiamo l’esempio della trave incastrata e caricata unifor- 
memente, che si è esaminato nei nn. 772 b), 773 b), e supponiamo che il 
carico q sia maggiore del carico g; che provoca l’inizio della plasticità 
agli incastri. In queste condizioni i momenti d’incastro | M,| sono minori 
di gl*/12 e quello in mezzaria My, è maggiore di gl°/24. Quando si scarica 
la trave, gli effetti ulteriori sono quelli che provocherebbe in regime 
elastico il carico g rivolto verso l'alto. Perciò ai momenti d’incastro M; e 
a quello in mezzaria Ms si sovrappongono i momenti + gl*/12 e — ql°/24, 
e quindi i momenti residui sono entrambi positivi. Inoltre, poichè in re- 
gime plastico la diminuzione di | M;| era uguale all'aumento di Mn 
(n. 773 b), i momenti residui agli incastri e in mezzaria risultano uguali tra 
loro (e uguali all’innalzamento da r, a 7 che ha subito la retta di rifemento 
del diagramma della fig. 1640). Questo è vero anche perchè nella trave 
scaricata le reazioni verticali sono nulle (dovrebbero essere uguali per 
simmetria); quindi la trave risulta soggetta a momento flettente residuo 
costante. 

In particolare, se il carico g aveva raggiunto il valore g;/, e si aveva 
M,=— ql*/16, My.=+ gl*/16, i momenti residui risultano M;=— 
— ql?/16+ ql2/12= + gl?/48, My=+ gl?/16 — gl°/24=+ ql?/48 (valore 
costante nell’intera trave). E se la sezione è rettangolare, poichè q= gi = 
= 24M;/l? (nn. 772 b, 777 a), si ha anche M,= 0,5M. 

c) Se la trave incastrata è soggetta invece in mezzaria a un carico 
P>P.,, i momenti M; ed M,, sono gli stessi (4 PI/8) che si avrebbero 
in regime elastico (n. 772 d). E poichè la soppressione di P genera gli 
stessi momenti invertiti, le reazioni e le sollecitazioni residue sono 
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nulle. Quindi si hanno delle tensioni residue (equilibrate tra loro) sol- 
tanto nei tratti in cui la fase elastica era stata superata. Si ha anche 
una deformazione residua, nella quale sono curvi i tratti suddetti e 
rettilinei i rimanenti. 

d) Il superamento della fase elastica può produrre talvolta conseguenze 
curiose. Ad es., nel caso della trave simmetrica su tre appoggi caricata uniforme- 
mente sull’intera lunghezza, il regime finale è diverso se si caricano contempora- 
neamente le due campate, oppure se si carica la prima poi si aggiunge il carico 
sulla seconda. Infatti, se la sezione è rettangolare e se il carico è uguale o poco minore 
di qg= 8,88M{"/I2 (es. 1689), applicandolo contemporaneamente sulle due campate 
si ha |M] = — M{ ed M, < Mi; per cui nelle sezioni prossime alla mezzaria 
delle campate il diagramma c è lineare. Se invece si applica lo stesso q sulla prima 
campata, nelle sezioni prossime alla mezzaria di questa si hanno momenti poco 
minori di M}' e il diagramma o non è lineare; per cui quando poi si carica anche 
la seconda campata e diminuiscono i momenti positivi nella prima, alle prece» 
denti si sovrappongono delle 0 di verso opposto lineari, così che il diagramma delle 
o risultanti non può essere lineare come nel primo caso. 


Esercizio 1720. — Calcolare le sollecitazioni residue nel caso dell’esercizio 1669, 

Soluzione. Il carico Q= 20M:;/l rivolto verso l’alto genera i momenti M,= 
= + 07/12 = + 1,674, My,= — QU24=— 0,83. Sovrapponendoli ai mo- 
menti preesistenti M,= — Mi =-1,5M ed My,=+ Mi, si ottengono i 
momenti residui M,= — 1,511} + 1,672 = + 0,17, Myjg=+ Mi —- 0,83M{= 
= + 0,171, che è anche il momento in tutte le sezioni (98). 


Esercizio 1721. — Nel caso della trave incastrata di sezione rettangolare, 
caricata uniformemente fino al collasso (n. 787 5) (Q= 24M:/), determinare 
le tensioni residue all’incastro e in mezzaria. 

Soluzione. a) La soppressione di 1” provoca all’incastro il momento supple- 
mentare M,=+ Q/12= +22. E poichè M; provoca ai lembi della se- 
zione le tensioni È il momento 27; provoca (in regime elastico) + 20,. 


Nel gaso limite del n. 787 è) il momento residuo M,= 0,51} è molto maggiore di MI, = 
= 0,175: (pur essendo il carico soltanto 1,2 volte maggiore), perchè i tronchi suddetti hanno 


LA PLASTICITÀ 665 


Quindi al diagramma limite costituito 
da due rettangoli si sovrappone (fig. 
1683 a) il diagramma lineare di ordi- 
nate massime + 20,, e il diagramma 
delle 0, è quello intrecciato. 

Il momento del diagramma 0, vale 
(cfr. il n. 787 d) 


7 _ Ge, DA (5_R\_ DI) è 
UrSto: ava: 5) 9 
a 
= 3 o = 0,5M.. Fig. 1683. 
6) Invece in mezzaria la soppressione di @;” provoca Mj,= — Q//7/24= 


=— Mi. Quindi al diagramma limite si sovrappone (fig. 1683 b) il diagramma 
lineare di ordinate massime F 0, 
Il momento del diagramma o, vale ancora 


_ 0a, Dh h_1_ DM È 
Meg 337 = 56M. 
e) Nello sezioni in cui non si erano avute deformazioni plastiche il diagramma 
o, è quello lineare della fig. 1683 c) provocato dal solo 3, = 0,5M/. 


Esercizio 1722. — Idem, nel caso dell’esercizio 1669. 
Soluzione, La soppressione del carico Q = 20M;/l provoca all’incastro M,= 

= + Q1/12= + 1,671. Quindi al diagramma limite si sovrappone (fig. 1684 a) 

il diagramma lineare di ordinate 

167954 L 0170, massime + 1,670, 

Ri i Invece in mezzaria provoca 
Mijg= — 0,832. Quindi al dia» 
gramma lineare di ordinate mas- 
sime Fo, si sovrappone (fig. 
1684 b) il diagramma lineare di 

9) ordinate + 0,830, e risulta 
maro, = F 0,170,. Questo dia- 
gramma 0, è dovuto soltanto a 
M,, perchè nella sezione non si 
erano avute deformazioni plasti. 

che (mentre i diagrammi 0, della fig. 1683 a, b) e della fig. 1684 a) sono dovuti 

in parte alle deformazioni plastiche che erano avvenute nella sezione e in parte 

a MU). 

Si riconosce facilmente che entrambi i diagrammi 0, equivalgono a M,= 

= + 0,17M.. i 


Fig. 1684. 


Esercizio 1723. — Nella trave già caricata al limite (@// = 24/1), calcolare 
le sollecitazioni quando si dimezza il carico. 

Soluzione. Ai momenti M,= — MY =— 1,51) ed My,=+ 1,51; si so. 
vrappongono i momenti M,= + 0,5Q;//12= + M; od MIj,=— 0,5Q//24= 
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=— 0,531. Quindi i momenti diventano 1, = — 0,51// ed Mi,= + Mi. Come 
verifica, la somma dei loro valori assoluti, cioè 1,5.11/{, è uguale all’ordinata mas. 
sima del diagramma semplice, che vale 0,50//7/8. 


Esercizio 1724. — Idem, nel caso dell’esercizio 1673 c). 

Soluzione. I momenti M,, My, II, provocati in regime elastico da — Pi = 
= — 6912 kg valgono (319), (321) 2,= + 3072 kgm, 34,= + 1536 kgm, I, = 
= — 2048 kgm. Perciò i momenti residui risultano (99) 


My= — 2304+ 3072= + 768kgm, M,= — 768kgm, 
MU,= + 2304— 2048= + 256kgm. 


Esercizio 1725. — Calcolare le sollecitazioni residue nel caso dell’esercizio 1686 

Soluzione. In regime elastico il carico — Q{/ = — 11,657M,'/l= — 17,49M;/l 
provoca M,=+ @:'I/8= + 2,197. Perciò il momento d’incastro residuo ri. 
sulta M,= — 1,53; + 2,19MU{= + 0,692. 

La reazione residua in A vale 4A,= M;/l= 0,69M{/l. 

Il diagramma M residuo è la retta che ha ordinate nulla in A e + 0,69; in 
B. La sua ordinata generica vale My#/I, ossia 4,%. 


Esercizio 1726. — Idem, nel caso dell’esercizio 1689. 

Soluzione. In regime elastico il carico — Q= — 13,32M{/l provoca M,=+ 
+ QU/8 = + 1,66.;. Perciò il momento d’incastro residuo risulta My = — 1,52; + 
+ 1,664; = + 0,16M; (1°). 


Esercizio 1727. — Trave continua su tre appoggi, caricata uniformemente 
fino al limite (9= g;°) sulle due campate di uguale lunghezza 7. Calcolare le solle- 
citazioni e le reazioni residue. 

Soluzione. a) Il carico limite è lo stesso che si è trovato nell’esercizio 1686, 
cioò Qi = gi'l1= 11,657M;'/I. Quando Qi; agiva, il momento sull’appoggio e le 
reazioni erano M,= — I, 


di 0,50" — Mi/l= 0,50: — Q:°/11,657= + 0,4140//, 
B= 2(01° — 0,4140;")= + 1,1720/" 


(*) Per comprendere meglio questo regime residuo, con- sd 
sideriamo Je reazioni yerticali. In regime plastico sono date 768 (Ù 
da A= Pi "dit, B= Pi'ajl (perchè nelle (230) si ba My= 
= My= My’ ) e valgono, A=+ 4608kg, B=+ 2304 kg. 
Quelle provocate da — Ps’ in regime elastico sono date dal- 
le (320) e valgono 4=— 5120kg, B=—1792kg. Quindi 
le reazioni residue risultano A= + 4608 — 5120 = — 512 kg, Ta 
B= + 2304— 1792= + 512 kg. Perciò il complesso delle Ki 
reazioni residue è quello rappresentato nella fig. 1685 a), ed è 5) 
equilibrato, perchè 768 + 768 — 512 - 3= 0. Il diagramma del Fig. 1685 
momento flettente residuo è quello della fig. 1685 b). ù 

(*9°) Questo momento residuo lasciato dal carico Q= 13, 32/1 è molto minore di quello 
(es. 1725) lasciato dal carico Qs = 17,494;/l (cfr. la nota 93). 
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La soppressione del carico genera Q Q 
MU,=+ Q/18=+1,457M/, a I 
si 7) 1 to 
A=— 3Q5//8= — 0,3759, ca a 1 À 


B=— 100/7/8= — 1,25090/” 
Quindi i valori residui sono 
M,=+ 0,457", 
A,=+0,0390:", 


B,= — 0,0780:" 
(verso il basso). 


Fig. 1686. 


Come controllo, si ha M,=4,}= 
= 0,039Q/7= + 0,4551/" (la piccola differenza è dovuta ai pochi decimali com- 
putati). 

b) Se ciascuna campata è uguale alla trave dell'esercizio 1668, si ha M{/ = 
= 2304 kgm, Q:'= 8953 kg, e risulta 2/,, = + 1050 kgm, A,= + 350 kg, B,= 
— 700 kg. Il diagramma del momento flettente residuo è analogo a quello rappre- 
sentato nella fig. 1886 b). 


Esercizio 1728. — Idem, nel caso del carico Q= 8,88M;'/f= 6825 kg del- 
l'esercizio 1689 (fig. 1686 a) (ciascuna campata è uguale alla trave dell’esercizio 
na Si procede come nell'esercizio 1727. 

Quando agisce il carico: 

M,=— M/=— 2304 kgm, A4=< 2644 kg, B=4+ 938360 kg. 

Sopprimendo il carico: 

M,=<+ 2559 kgm, =A=—2559 kg, B=— 8531 kg. 

Valori residui: 

M,,= + 255 kgm, A,=+ 85 kg, B=_— 170 kg. 


Verifica: M,= A4,1= 85-3=+ 255 kgm. 
Il diagramma di 1, è rappresentato nella fig. 1686 b). 


Esercizio 1729. — Nel caso dell’esercizio 1728, calcolare l'abbassamento 
residuo in mezzaria delle due campate. 

Soluzione. Ciascuna campata è soggetta in B al momento M,,. E poichè 
nelle campate non si era superata la fase elastica (salvo un breve tratto prossimo 
a B) (19), l'abbassamento cercato è 


MU, 255 - 300? 


(!°!) Se invece si fosse superata la fase elastica, si avrebbe inoltre un abbassamento dovuto 
alla deformazione permanente nella campata. Perciò lo stesso calcolo non si può fare nel caso 
dell'esercizio 1686 d. 
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Esercizio 1780. — Calcolare l'innalzamento della trave sull’appoggio centrale 
(se questo è tale da consentirlo) che si verifica quando si sopprime il carico. 
Soluzione. a) Se il vincolo è tale da non opporsi a un eventuale innalzamento 
della trave, manca la reazione B= — 170 kg trovata nell’esercizio 1728; ciò 
che corrisponde all’aggiunta di una forza di 170 kg rivolta in alto, e questa pro- 
voca l'innalzamento (252) (19) 
170 - (2 - 300)? 


= 285-2108208 > 1:49 om. 


è) Contemporaneamente il punto di mezzo delle campate si alza 
di (es. 193) 
7y/3= (11/16)]) = (11/16)1,49 = 1,02 em. 


Questo innalzamento avviene a partire dall’abbassamento residuo di 0,28 em 
(es. 1729); per cui l’innalzamento rispetto all’orizzontale per gli appoggi 
è 1,02 — 0,28= 0,74 cm, che è appunto la metà di = 1,49 cm. 


Esercizio 1781. - Calcolare le sollecitazioni residue nel caso dell'esercizio 
1693 e) (fig. 1687a) (Q//= 8953 kg, 


Q es. 1686, 1693 d). 
a) Soluzione. Quando agisce il carico 
7, Ù 77/ L 9, Q sì ha 


M,=— Mi = 2304 kgm, 
Ù) A=+ 3708 kg, 
ata, B=+ 6013 kg. 
Fig. 1687, Sopprimendo il carico si ha 
M, = + 8953 - 3/16= + 1679 kgm, A=- 3916kg, B=-— 5597 kg. 


Valori residui 
M,=— 625 kgm, A,=— 208 kg, B,= + 416 kg. 


Verifica: M,,= A,l=— 208-3=— 624 kgem. 

In questo caso il momento I}, è di segno opposto a quello che si ha quand'era 
caricata l’intera trave (es. 1727). In questo caso prevale dunque l’effetto della 
deformazione plastica che è avvenuta nella prima campata (con curvatura di 
verso opposto a quella sull’appoggio); ciò che è naturale, perchè il tratto plastico 
della campata è più esteso di quello sull'appoggio. 


(1°!) La deformata assunta dalla trave dopo questo innalzamento è costituita da due tratti 
rettilinei lunghi poco meno di 7, raccordati da un breve tratto che ha il punto di mezzo in Be 
che conserva una curvatura residua (fig. 1686 c). 

In queste condizioni il momento flettente è dovunque nullo. Si hanno tensioni residue, del 
tipo studiato nel n. 787, soltanto nelle sezioni del tratto suddetto. 

È lecito calcolare "» mediante la (252) pur non essendo la deformata finale quella dell’eser- 
cizio 193, perchè si tratta della soppressione di una forza (che equivale all’applicazione di una 
forza opposta) e della scomparsa di una deformata già esistente. 
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Esercizio 1732. — Due barre di uguale sezione 4 e di lunghezze / e 22 (fig. 1688) 
sono tese con una forza P > Pi. Calcolare gli sforzi residui. 
Soluzione. a) In regime elastico si ha S,= 22/3, S,= P/3. 
Quindi l’asta 1 diventa plastica quando P= Pj= 1,50,4. Il col. 
lasso si ha quando P= P{/= 20,4. 
Se il carico è ad es. P= 1,80,4, si ha S,= 04, 8,= 0,80,4. 2 
b) Quando si aggiunge P= — 1,80,A (cioè si sopprime P), si 
hanno i nuovi sforzi S,1=— 1,20,4, S,=—0,60,4. Quindi gli 1 21 


sforzi residui risultano 1 
Sy=+0,A4— 1,204=—- 0,204, 
Sy=+0,80,4 — 0,60;A4=+0,20,4. [ 
P 


Esercizio 1788. — Studiare la barra della fig. 1689 (cfr. l’es. 57), Fig. 1688. 
essendo c= 1/4, d= 30/4. 

Soluzione. a) In regime elastico si ha S,=+ 32/4, S4=— P/4. Quindi il 
tratto c diventa plastico quando P= P;= 40,4/3 = 1,330,A4. Il collasso si ha 
quando P= Pi = 20,A. 

Se ad es. P= 1,400y4, si ha S,=+0,4, S4= — 0,400,4. 

b) Quando si sopprime P= 1,400,A4, si hanno i nuovi 
sforzi S,= — 1,050,4, Sa=+ 0,350,4. Quindi gli sforzi residui 
risultano S.,,= — 0,050,4, Sa,=— 0,050,4 (costante nell'intera 
barra). 

Se invece era P= 20,4, gli sforzi residui valgono S,= Sy$= 
= — 0,500,4. 


Esercizio 1784. — Calcolare gli sforzi residui nel caso del- 
l’esercizio 1657 a) quando si sopprime P= 20,4. 

Soluzione. Gli sforzi provocati da P sono S,=g4, S,= 
8;= 0,710,4. Gli sforzi provocati da — P in regime elastico 
(es. 54 e 52) valgono S,=—[2V2:(1+ v2)lo,4= — 1,170,4, $= = 
«= — [V2:(1+ v2)]o,4 = — 0,590,4. 

Quindi gli sforzi residui risultano 8, = — 0,170,4, S,= S3= + 0,120,4. 


Fig. 1689. 


Esercizio 1785. — Calcolare gli sforzi residui nel caso dell’esercizio 1659 a) 
quando si sopprime P= 1,80,4. 

Soluzione. Sforzi primitivi: 8, = + Gy4, S,= — 0,800;4, S3= + 0,570,4. 

Sforzi addizionali (es. 1658 a): Sj=— 1,270,4, $S,=+0,530,4, S= 
= — 0,370,4. 

Sforzi residui: S,,= — 0,270,4, Sa,= — 0,270,4, Sx: = + 0,200,4. 


Esercizio 1736. — Sforzi residui nel caso dell’esercizio 71. 

Soluzione. Quando P= g;A si ha il collasso, perchè nella diagonale è S= 
=— gs4. Quando si sopprime P rimane un accorciamento residuo più o meno 
grande nella diagonale, ma non si hanno nè sforzi residui (perchè la struttura è 
isostatica) nè tensioni residue (perchè si tratta di sforzo normale). 
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Esercizio 1737. — Calcolare le sollecitazioni residue nella trave ad anello 
dell’esercizio 1699 quando si sopprime P{'. 

Soluzione. La soppressione di Py’ = 4M{'/r provoca i nuovi momenti 1, = 
= + 1,27M{, M,= — 0,73M. Quindi il momento residuo è M,= + 0,274 
(costante in tutte le sezioni). Tuttavia le tensioni residue non sono uguali in tutte 
le sezioni: in quelle che non avevano raggiunto M7} si hanno le sole tensioni dovute 
a M,, mentre nelle altre sezioni le o, sono del tipo della fig. 1677 c). 


Esercizio 1738. — Idem, nel telaio dell’esercizio 1700. 
Soluzione. La soppressione di Pi’ = 8M}'/l provoca i nuovi momenti M,= 
= + 1,507", M,= — 0,50". Quindi il momento residuo è 1,= + 0,50. 


Esercizio 1789. — Idem, nel telaio dell'esercizio 1701. 

Soluzione. La soppressione di P;' = 8M{"/d provoca i momenti M,= + M{/, 
M,= — Mi’. Quindi il momento residuo è dovunque nullo. Tuttavia si hanno 
tensioni residue nelle sezioni in cui si era superato 2/{. 


Esercizio 1740. -— Calcolare le sollecitazioni residue nell’arco dell’esercizio 1706 
quando si sopprime P;'. 
Soluzione. La soppressione di P;' = 8M{'/r provoca (es. 17060) i momenti 


M,= — 0,1817P{"r= — 1,45M{", M,= + 0,0928P{"r= + 0,74M/’. Quindi i 
momenti residui risultano 2/,, = — 0,45M{", M,,= — 0,26M{". 
La spinta residua vale H, = — M./r= + 0,45M{'/r. 


Esercizio 1741. — Calcolare i momenti residui nella lastra quadrata del- 
l'esercizio 1707. 

Soluzione. Per v= 0,3 i momenti dovuti alla soppressione del carico valgono 
{nota 96) m,= — 0,0479pa? ed my= — 0,0325pa? (nel piano normale alla dia- 
gonale). Perciò i momenti residui risultano 


mi= + 0,0417pa? — 0,0479pa* = — 0,0062pa?, 
ma = -+ 0,0417pa? — 0,0325pa® = + 0,0092pa? . 


Esercizio 1742. — Una barra prismatica di ferro fissata alle estremità si raf- 
fredda di At. Valutare l'eventuale tensione residua. 

Soluzione. Quando la barra è raffreddata si ha o= Ea|At|, per cui, se c,= 
= 2500 kg/emq, si raggiunge lo snervamento se d4t= 4t,= — 0,/Ea = — 2500/2 * 
- 109 - 0,000012 = — 1049, 

Se si è raffreddata ad es. di 120°, quando si sopprime il raffreddamento alla 
6; di trazione si sovrappone una o elastica di compressione uguale a (120/104)o, = 
= 1,150, per cui si ha una tensione residua di compressione o, = — 0,150, = 
= — 0,15 - 2500= — 375 kg/emq. 
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della plasticità e sue applicazioni, Palermo, Denaro, 1958; P. G. HopGE: Plastic 
analysis of structures, N. York, MeGraw, 1959; A. R. RyanITSYN: Calcul è la 
rupture et plasticité des constructions, Paris, Eyrolles, 1959 (traduzione dal russo). 

b) Dare un quadro sufficientemente documentato dei contributi alla teoria della 
plasticità è cosa assai ardua, essendo numerosissimi gli articoli e non sempre age- 
vole il reperimento delle riviste che li hanno ospitati; speriamo pertanto che ven. 
gano perdonate le inevitabili, involontarie omissioni. 

I fondamenti della teoria della plasticità furono posti in una serie di lavori di 
H. Tresca, di BARRÉ DE SAINT VENANT e del suo allievo M. Levy, pubblicati 
alla fine del secolo scorso per la maggior parte sui « Comptes rendus de l’Académie 
des Sciences », di Parigi. 

Fra i più importanti lavori intesi a stabilire le relazioni fra tensioni ed azioni 
esterne, fra tensioni e deformazioni nello stato plastico, le relative equazioni caratte- 
ristiche e il limite di elasticità in funzione di tensioni agenti in duo o tre direzioni, 
ricordiamo: H. TRESCA: Mémoire sur l’écoulement des corps solides soumis à des 
fortes pressions, « Comptes Rendus de l’Acad. d. Sciences », 1864, p. 754; H. TRESCA: 
Mémoires sur le poingonnage et la théorie mécanique de la déformation des métaur, 
«Comptes Rendus Acad. Sciences », 1869, p. 1197; B. DE SAINT VENANT, Mé- 
moire sur l’établissement des equations différentielles des mouvement intérieurs opérés 
dans les corps solides ductiles, « Comptes Rendus Acad. Sciences, Paris », 1870, 


(*) Ritengo opportuno coronare il capitolo, come era consuetudine del Prof. BELLUZZI, con 
alcuni riferimenti bibliografici — Piero Pozzati. 
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p. 473; M. Lévr: Mémoire sur les équations générales des mouvements intérieurs 
des corps solides ductiles, « Comptes Rendus Acad. Sciences, Paris », 1870, p. 1323; 
E. BELTRAMI, Sulle condizioni di resistenza dei corpi elastici, « Rendiconti del 
R. Istit. Lombardo di Scienze e Lettere », 1885, p. 704; A. HAAR-TH. v. KARMAN 
Zur Theorie der Spannungssustaende in plastischen u. sandartigen Medien, « Goet. 
tinger Nachr., Math.-physik Klasse », 1909, p. 204; R. Von Mises: Mechanil: 
der festen korper im plastisch-deformablen Zustand, « Nachr. Kgl. Ges. Wiss. Gòt- 
tingen, Math.-physik Klasse», 1913, p. 582; B.P. HAIGH, The strain-energy function 
and the elastic iimit, « Engineering », 1920; A. GRIFFITH: The phenomena of rupture 
and flow in solids, « Philos. trans. Roy. Soc. London », 1921, p. 163; H. HENCKY, 
Ueber einige statisch bestimmte Pille des Gleichgewichts in plastischen Ioerpern, 
«Zeits. f. angew. Math. u. Mech.s (Z.A.M.M.), 1923, p. 241; L. PRANDTL: 
Anwendungsbeispiele zu einem Henckyschen Satz ueber das plastische Gleichgewickht, 
«Z.A.M. M.», 1923, p. 401; A. NADAI: Der Beginn des Fliessvorganges in cinem 
tordierten Stab, « Z. A. M. M. », 1923, Bd. 3, p. 442 (sull’analogia del mucchio di 
sabbia nel problema della torsione di un prisma elasto plastico; una chiara espo. 
sizione si trova nel cap. 35 dell’op. cit. dello stesso A., ediz. 1950); H. HENCKY: 
Zur Theorie plastischer Deformationen u. der hierdurch im Material hervorgerufenen 
Nachspannungen, «Z. A. M.M.», 1924, p. 323; R. v. Mises, Bemerkungen sur 
Formulierung des mathem. Problems der Plastisitacistheorie, « Z. A. M.M.», 1925, 
p. 147; E. TrerrIz: Veber die Spannungsverteilung in tordierten Stiben bei 
teilweiser Ucberschreitung der Fliessgrenze, «Z. A. M. M. », 1925, Bd. 5, p. 64; 
H. HencKry: Ueber das Wesen der plastischen Verformung, « Z. V.D.I.», 1925, 
p. 695; F. ScHLEICHER: Der Spannungszustand an der Fliessgrenze (Plasti- 
zitàts-bedingung), «Z.A.M.M.», 1926, Bd. 6, p. 199; W. JenuUC: Raimliche 
Spamnungsverteilungen in festen Korpem bei plastischer Deformation, « Z. A. M. M. », 
1928, Bd. 8, p. 18; F. LòBELL: Zum problem der Hauptschubspannungslinien in 
plastischen Stoffen, « Z. A. M. M. », 1929, Bd. 9, p. 213; A. Reuss: Berdicksichtigung 
der elastischen Forminderung in der Plastizitàtstheorie, « Z. A.M.M., 1930, P. 
266; K. HomeNEMSER-W. PrAGER: Beitrag eur Mechanik des bildsamen verhaltens 
von Flussstahl, « Z. A. M. M. », 1932, Bd. 12, p. 1; A. Reuss: Fliesspotenzial oder 
Gleitebenen?, «Z. A. M. M. », 1932, Bd 12, p. 15; W. PRAGER: Der Finfluss der 
Verformung auf die Fliessbedingung zahplastischer Korper, «Zi. A. M. M. », 1935, 
Bd 15, p. 76; Ta. Pòscur: Ueber eine direkte Methode zur Losung von Aufgaben 
der Plastizitàtstheorie, «Z. A. M. M. », 1935, Bd 15, p. 375; G. COLONNETTI: Sw 
l’equilibrio elastico dei sistemi in cui si verificano anche deformazioni non elastiche, 
(quattro note) « Rendic. Accad. Lincei», Roma, 1937, serie 62, Vol. XXV, (la 
quarta nota tratta dell’equilibrio degli archi molto ribassati e mostra in un 
esempio l’influenza benefica delle deformazioni plastiche); H. GEIRINGER: Fon- 
daments mathématiques de la théorie des corps plastiques isotropes, « M6morial 
des Sciences Mathem. », Fasc. 86, 1937, p. 40; A. GLEYZAL: General stress-strain 
laws of elasticity and plasticity, « Journal of Appl. Mech. +, 1946, A_ 261; W. Pra- 
GER: General stress-strain laws of elasticity and plasticity, «Journal of Appl. Mech.», 
1947, A 167; P. Cicara: Sulle deformazioni plastiche, « Rendic. Accad. Lincei», 
serie 8°, Vol. VIII, maggio 1950; F. Levi: Analisi dei fenomeni anelastici 
perseguita fino a rottura, « Giorn. Genio Civile », 1954, n. 3; L. Finzi: Modelli di 
corpi plastici tratti da un’analogia con struttura a guscio, « Rendic. Ist. Lom- 
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bardo di Scienze e Lettere», Vol. LXXXVIII, 1955; E. Srorcni: Soluzioni 
ad um parametro del problema plastico della deformazione piana, « Rendic. Accad. 
Naz. Lincei », Vol. XXII, 1957, p. 286 - Soluzioni ad un parametro del problema 
plastico degli sforzi piani, a Rendie. Accad. Naz. Lincei », Vol. XXII, 1957, p. 593 - 
Linearizzazione delle equazioni della plasticità ristretta, « Rendic. Accad. Naz. 
Lincei », Vol. XXIII, p. 45 - Linearizzazione del problema plastico ristretto della 
deformazione piana, « Rendie. Ist. Lombardo Scienze e Lettere », 1957, p. 778 - 
Linearizzazione del prodlema plastico ristretto degli sforzi piani, « Rendie. Ist. 
Lomb. Scienze e Lettere », 1958, p. 173. Numerose ed interessanti memorie si 
trovano inoltre raccolte negli Atti del Symposium su la plasticità nella Scienza 
delle costruzioni (Zanichelli editore, Bologna), che si tenne a Varenna nel sett. 
1956, in onore di A. Danusso. Un’ utile compilazione ed illustrazione dei lavori 
effettuati in Russia fino al 1946 nell’ambito della teoria della plasticità si trova 
in W. SoroLowsKr: The theory of plasticity: an outline of work done in Russia, 
«Journ. appl. Mech. », 1946, A 1; si veda inoltre il cap. 7 dell’estesa bibliografia 
riportata nel vol. cit. di GooDIER-HODGE. 

c) Alla trattazione di tali questioni generali si affiancarono, in larghissima 
copia, ricerche sperimentali, con le quali si cercò conferma alle ipotesi adottato 
nelle vario ricerche teoriche, alle volte discordanti fra loro nelle conclusioni, Es- 
sondo troppo numerose perchè qui se ne possa dare un elenco sia pure sommario, 
rimandiamo per le citazioni alle opere specializzate e, in particolare, al cap. 17 
dell’op. cit. di NADA (sec. ediz. inglese), al par. 20 dell’op. cit. di WrSTERGAARD, 
al cap. 6 del volume di HorrmaN-SACcHS e alla bibliografia dell’op. cit. di GooDIER- 
Honor. 

d) Di notevole interesse nello studio dell’equilibrio elasto-plastico dei solidi 
sono i teoremi variazionali e i principi di minimo e di massimo. Fra le numerose 
memorie dedicate a tale argomento ricordiamo: G. CoLonnETTI, Sul problema 
delle coazioni elastiche, « Rendic. Accad. Naz. dei Lincei» serie 5%, vol. XXVII, 
2° sem. 1918, p. 267 (nota I), p. 331 (nota II); J. FrITScHE: Arbeitsgesetze bei 
elastische-plastischer Balkenbiegung, «Z. A. M. M.», 1931, p. 176; K. HOHENEMSER- 
W. PracER, Ueber die Ansdtze der Mechanik isotroper Kontinua, «Z.A.M.M.», 
1932, Bd 12, p. 216; G. COLONNETTI, Su l'equilibrio elastico dei sistemi in cui si 
verificano anche deformazioni non elastiche « Rendie. Accad. Naz. Lincei», serie 62, 
vol. XXV, 1° sem. 1937, p. 367 (nota I), p. 439 (nota II), p. 580 (nota III), 
p. 694 (nota IV); P. LocareLLI: Sopra il teorema di minimo lavoro per corpi non 
perfettamente elastici, « R. Accad. Italia - Rendic. Classe Scienze Fisiche Matem. e 
Natur.», serie VII, Vol. I, 1939; P. LocATELLI: Estensione del teorema di Castiglia» 
no», «R. Istit. Lombardo di Scienze e Lettere», Fase. I, Vol. LXXIII, 1939-1940; 
O. ZANABONI: I solidi semielastici, « Rendic. Seminario Matem. Fis. Milano », 
1941, Vol. XV, p. 1; R. Hixr: A variational principle of marimum plastic work 
in classical plasticity, « Quart. J. Mech. Appl. Math. », 1948, p. 18; H. J. GREENBERG: 
Complementary minimum principles for an elastic-plastic material, « Quart. Appl. 
Math. », 1949, p. 85; P. G. Hoper-W. PragrR, A variational principle for plastio 
materials with strain hardening, «J. Math. a. Physie », 1948, p. 1; R. HILL: A com. 
parative study of some variational principles in the theory of plasticity, «J. Appl. 
Mech. », 1950, p. 64; A. NÀDAI: The principle of minimum work applied to states of 
finite, homogeneous, plane plastic strain, « Proceed. First U. S. Congress Appl. 
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Mech. », 1952, p. 479; L. Fivzi: Strutture reticolari elasto-plastiche; principio del 
minimo lavoro plastico, «Ist. Lomb. Scienze e Lett.», 1952, p. 7; G. GRANDORI: 
Contributo allo studio dell'equilibrio elasto-plastico, « Atti Collegio Ing. Milano », 
1952, genn. febbr., p. 28; L. Finzi: Principio della minima energia elastica diffe» 
renziale, « Rendic. Accad. Lincei », 1955, p. 274; A. BERIO: Teoremi variazionali 
sull'equilibrio elasto-plasto-viscoso dei solidi, «Symposium sulla plasticità nella 
Scienza delle costruzioni », Varenna, 1956, Ed. Zanichelli, Bologna; 0. Zana. 
BONI: Sulla formulazione variazionale dell'equilibrio elasto-plasto-viscoso, « Giornale 
del Genio Civile », 1959, n. 5, p. 322. 

Sull’argomento si vedano in particolare il cap. III dell’opera di H. Hr 
il cap. 4 (IIs parte) e l’estesa relativa bibliografia dell’op. cit. di GooDIER-Hoper. 

e) Numerosi lavori (alcuni dei quali sono già stati citati in b) sono dedicati 
alla determinazione, in situazione plastica, delle tensioni per assegnate caratteri. 
stiche di sollecitazioni (strutture isostatiche) e alla determinazione di queste 
stesse (strutture iperstatiche); nella maggioranza di essi si trova adottata, per 
il diagramma c-e, una bilatera con il secondo lato orizzontale. Fra i più importanti, 
relativamente allo studio delle strutture monodimensionali, ricordiamo: E. MAYER: 
Die Berechnung der Durchbiegung von Stiben deren Material dem Hookeschen 
Gescta nicht folgt, «Z.V.D.I.9, 1908, n. 5, p. 167, con interessanti conferme speri. 
mentali; N. C. Kisr: Zahigheit des Materials als Grundlage fiir die Berechnung 
von Briicken..., « Der Eisenbau », 1920, p. 425 (in tale breve memoria, che raccoglie 
interessanti riflessioni sulla progettazione delle strutture metalliche, si trova forse 
il primo accenno al calcolo a rottura); J. FRITSCHE: Die Tragféhigheit von Balken 
aus Stahl mit Beriicksichtigung des plastischen Verformungsvermogens, « Der Bauing. » 
1930, p. 851 (una chiara esposizione, corredata di numerosi esempi, del calcolo 
dei momenti limiti per sezioni rettangolari e a doppio T e dei carichi limiti per 
strutture iperstatiche, con particolare riferimento alle travi continue sottoposte 
a carichi concentrati); H. BLEICH: Ueber die Bemessung statisch unbestimmter 
Stahltragwerke unter Beriicksichtigung des elastisch-plastischen Verhaltens des 
Baustoffes, « Der Bauing », 1932, p. 261; L. BAES: Les principes de la plasticità 
parfaite appliqués aux calculs de résistance des matériaur, « Ossature metallique », 
1934, n. 6; G. COLONNETTI: Za statica dei corpi elasto-plastici, « Pontif. Acad. 
Scientiarum è, 1938, Vol. II, n. 12; Sw la resistenza a Hessione in regime elasto» 
plastico, «idem », Vol. III, 1939; ANla ricerca dei fondamenti sperimentali della 
teoria dell'equilibrio elasto-plastico, « Rendie. Accad. Lincei », Roma, 1938, serie 63 
Vol. XXVIII; P. LOCATELLI: Estensione, flessione, torsione di corpi elasto-plastici, 
« Rendic. R. Ist. Lomb. Scienze e Lett. », 1939, Vol. LXXIII, Fase. IT ; F. Iossa, 
Considerazioni sul calcolo a rottura e su un metodo generale di verifica delle strut. 
ture, « Giornale del Genio Civile », 1956, n. 1-2. Una breve, lucida esposizione 
relativa al calcolo delle strutture iperstatiche metalliche plasticizzate utilizzando 
il criterio di cerniera plastica, con riferimenti al calcolo dei moduli di resistenza 
per sezioni inflesse interamente plasticizzate e alle tensioni residue è data nel 
par. 11 dell’op. cit. di F. BLEICA. 

}) Frai numerosi lavori dedicati allo studio delle sezioni di cemento armato 
plasticizzate ricordiamo: F. SrùssI: « Internationale Vereinigung fir Briickenbau 
u. Hochbau-Abhandlungen », Bd 1, 1932, p. 485; G. O. Kazinozr: Die Plastizitàt 
des Eisenbetons, « Beton u. Eisen », 1933, p. 74; A. FREUDENTHAL, Plastizitàta- 
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theoretische Methoden bei Untersuchung statisch unbestimmier Tragwerke aus Eisen- 
beton, « Intern. Vereinigung fùr Briickenbau u. Hochbau-Abhandlungen », Bd 2, 
1933-34, p. 180; S. STEUERMANN: Das Widerstandsmoment eines Bisenbetonquersch- 
nittes, « Beton u. Eisen », febbr. marzo 1933, p. 60, p. 80; F. DISCRINGER: Elastische 
u. plastische Verformungen der Eisenbetoniragwerke u. insbesondere der Bogenbriicken, 
«Der Bauing. », dic. 1939; K. SatTLER: Die Fliesssicherheit von Vollwand-Ver- 
bundkonstruktionen, « Die Bautechnik », 1953, H. 6, p. 153; V. FraNCcIOSI: Sul 
calcolo a rottura delle strutture in conglomerato armato, « Industria Italiana del 
cemento », Roma, 1954, p. 84. Utili osservazioni sul benefico apporto della pla- 
sticità delle strutture di c. a., con riferimento al ponte « Risorgimento» in Roma, 
si trovano nella nota di A. DAnuSsso-G. OBERTI: Sul comportamento statico di archi 
incastrati notevolmente ribassati, tipo ponte del Risorgimento, « Il Cemento », 1939, 
n. 5. Al calcolo a rottura del cemento armato è dedicato il volumetto di A. GUERRIN: 
Le calcul du beton armé à la rupture, Dunod, 1950. Si veda inoltre di A. ARCANGELI: 
Le costruzioni in cemento armato, Milano, Hoepli, 4* ediz., 1943 (il cap. VII è de- 
dicato al calcolo delle sezioni plasticizzate). Ricordiamo infine le esperienze ripor- 
tate e commentate nel primo volume dell’opera «Der Eisenbetonbau» di MoERSCH, 
1922, miranti a dimostrare le notevoli proprietà plastiche del cemento armato, 
specialmente con armatura diffusa. 

g) Per quanto riguarda la determinazione del coefficiente di sicurezza nello 
spirito del «limit design » (v. par. 780), ricordiamo, oltre all’op. cit. di J. A. VAN 
DEN BROEK e alle memorie citate nelle note relative al par. n. 780: J. F. BAKER: 
«The structural Engineer», Vol. XXVII, 1940, p. 397, p. 408; A. HRENNIKOFF: 
Theory of inelastic Bending, with reference to limit design, «Transactions », ASCE, 
Vol. CXIII, 1948, p. 213; J. DutHEIL: L’exploitation du phenomène d’ adaptation 
dans les ossatures en acier dour, « Annales de l’Institut Technique », gennaio 1948; 
P. S. Srmonps-B. G. NraL: Recent progress in plastic methode of structural analysis, 
«J. Franklin Inst.», 1951, p. 383, p. 469; H. J. GreENBERG-W. PrAGER: On 
limit design of Beams and Frames, ASCE, 1952, p. 447, con la relativa discussione; 
V. FrancrosI: Sul calcolo a rottura delle strutture monodimensionali in regime 
elasto-plastico, « Giornale del Genio Civile», Roma, agosto 1952; Il teorema jon- 
damentale del calcolo a rottura, « L’Ingegnere », Roma, dic. 1955; M. R. HoRNE: 
A moment distribution method for the analysis of structures by the plastic theory, 
«Proc. Inst. civil Eng. (London)», 1954, p. 71. 

h) Il calcolo a rottura è stato esteso anche ai corpi bidimensionali e in par- 
ticolare alle lastre piane: R. W. JoHANSSEN: « Internat. Vereinigung fùr Brick. 
enbau u. Hochbau, Abhandlungen +, Bd I, 1932, p. 277; H. CRAEMER: Berechnung 
kreuzweise bewehrter Platten nach der Plastizitàitstheorie, « Oesterr. Bauzeitschr. », 
1951, p. 46. Ulteriori notizie si trovano nelle opere citate di RIANITSYN (cap. 8), 
Hope (cap. 10, sulle lastre circolari; cap. 11, sulle lastre curve di rivoluzione), 
GooDpreR-HoDeE (cap. 5, sulle lastre circolari). 

Il calcolo a rottura dei reticoli di travi si trova svolto nel par. 5 del terzo ca- 
pitolo delio stesso volume di HoD6E; per i reticoli si veda la memoria J. HEYMAN, 
The plastic Design of Grillages, « Engineering », 1953, p. 804, contenente anche ri- 
lievi sperimentali. 

L'importante problema delle tensioni residue e dei loro effetti conseguenti a 
vicende plastiche si trova svolto in numerose memorie e opere. A tale proposito 
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è utile, per il chiaro inquadramento, la memoria cit. di A. DANUSSO e il cap. 11 
dell’op. cit. di F. BLEICH. 

Sull’influenza dello sforzo tagliante nella determinazione del carico limite 
si veda il cap. 13 dell’op. cit. di A. NApar, ediz. 1950; il settimo cap. dell’op. di 
RraNITSYN; il par. 3 del quarto cap. dell’op. di LyryN BrEDLE. Dell’influenza dello 
Sforzo normale trattano in particolare: Il chiaro par. 65 dell’ op. cit di A. M, 
FREUDENTHAL; i lavori di V. FranCIOSI cit. nella nota 86; la memoria di Vi 
FrANCIOSI-E. GIANGRECO: Il calcolo a rottura in presenza di sforzo normale, mo 
mento Ylettente e sforzo di taglio, « Giornale d. Genio Civile », 1954, n. 5; il cap. 7 
dell’op. cit. di HopGE, il lavoro di E. T. OnaT-W. PrAGER: Limit design of arches, 
«J. Mech. Phys. Solids », 1953, P. 77; interessante è la discussione sui «Proc. 
ASCE» seguita alla memoria di GREENBERG-PRAGER. 

i) Allo studio della stabilità dell’equilibrio in campo plastico sono stati de. 
dicati numerosissimi lavori. Ci limiteremo a ricordare, su tale argomento, i contri- 
buti ormai classici di A. CONSIDÈRE (Resistance des pièces comprimées, « Congrès 
international des procedés de construction », 1889), F. ENGESSER («Zeits. f. Ar- 
chitektur u. Ingenieurwesen», 1889, p. 455 e « Schweizerische Bauzeitung », 1895, 
P. 24) e T. Von KARrMAN (Untersuchungen ueber Knickfestigkeit, «Mitteil. u. For. 
schungsarbeiten. », H. 81, Berlin, 1910). Numerosi riferimenti e chiare esposizioni 
sì trovano in S. TimosHENEO: Theory of elastie stability, McGraw, 1936, par. 10, 
29, 53, 71; F. BLEICH: Buckling strength of metal structures, McGraw, 1952, cap. I. 

1) Per la determinazione del carico di collasso si possono trarre perspicue indica» 
zioni dallo studio su modelli. A tale proposito si veda: G. OBERTI: Valutazione del 
coefficiente globale di sicurezza di una struttura mediante esperienze sui modelli, 
« L’Ingegnere », nov. 1952, p. 1291; IZ comportamento statico delle strutture oltre il 
campo elastico studiato a mezzo dei modelli, «Symposium sulla plasticità nella 
Scienza delle costruzioni s, Varenna, edit. Zanichelli, 1956; G. SUPINO: Alcune 
osservazioni sui modelli strutturali in campo elastico e plastico, «Symposium sulla 
plasticità nella Scienza delle costruzioni », Varenna, edit. Zanichelli, 1956. 


CapIToLO XXXI. 


LE AUTOTENSIONI 


789. Generalità. 


Come già accennammo nei nn. 330 d e 338, spesso un corpo o una strut- 
tura sono soggetti a delle tensioni iniziali, e quindi anche a delle deforma- 
zioni iniziali, esistenti prima ancora che agiscano i carichi (!). Esse pos- 
sono essere involontarie, come ad es. quelle originate da processi di lavo- 
razione dei metalli a caldo o a freddo, e di solito sono dannose. Ma possono 
anche essere provocate ad arte, come ad es. nel disarmo Freyssinet degli 
archi, con lo scopo di migliorare il regime statico che poi si avrà quando 
si applicheranno i carichi; e di questa possibilità si avvale spesso la mo- 
derna tecnica costruttiva. 

Chiameremo le tensioni iniziali col termine generico di autotensioni, 
per indicare che esse sono autonome, cioò indipendenti dai carichi e pre- 
esistenti a questi. 

L’importanza delle autotensioni non è trascurabile, poichè possono 
essere dello stesso ordine di grandezza delle tensioni provocate dai carichi 
e possono pertanto causare una notevole diminuzione della resistenza 
ai carichi stessi. Quando non si tratti di quelle provocate ad arte, una 
delle conseguenze può essere una lesione improvvisa e spontanea, cioò 
senza cause apparenti. 

Lo studio delle autotensioni si effettua nel modo più naturale e per- 
spicuo usando gli ordinari concetti della Scienza delle costruzioni e i 
metodi già noti, senza che occorra aggiungere nulla di nuovo. Per cui la 
via migliore per lo studio pratico dei vari problemi è pur sempre quella 
del ragionamento diretto e, di solito, elementare, il quale, anche se diverso 
da caso a caso (e forse appunto perchè diverso da caso a caso), contri- 
buisce efficacemente a far comprendere l’essenza fisica del problema in 
esame e ad affinare l’intuizione, tanto necessaria all’ingegnere. Per tale 


() Il concetto informatore della teoria delie distorsioni elastiche è dovuto a J. WEINGARTEN: 
Sulle superficie di discontinuità nella teoria della elasticità dei corpi solidi, «Rendic. della R. Ao- 
cademia dei Lincei», serie quinta, vol. X, 1° sem. 1901. 
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studio servono molte delle note formule che esprimono spostamenti e 
rotazioni, e spesso conviene far uso dei quattro teoremi (507,), (510,), 
(511,), (513,) dell’ellisse di elasticità. Anche il principio dei lavori virtuali 
può rendere utili servizi, nonchè il teorema di Land usato in modo inverso. 
Si possono pure impiegare alcuni teoremi generali, che non differiscono 
da quelli del Cap. XVI; tuttavia come vedremo, e come si riconobbe 
in tale capitolo, il loro impiego pratico (all’infuori del teorema di recipro- 
cità) non differisce da quello dei lavori virtuali, sì che la loro importanza 
è da ascrivere principalmente al valore concettuale. 


A) AUTOTENSIONI DI ORIGINI VARIE. 


790. Le varie specie di autotensioni. 


a) Le autotensioni si possono distinguere in due categorie, 

Nella prima le forze esterne mancano totalmente, sia come carichi, 
sia come reazioni di vincoli; per cui il corpo può essere libero, oppure 
vincolato in modo isostatico (reazioni nulle in assenza dei carichi; n. 50). 
Le autotensioni devono quindi essere provocate da costrizioni interne: 
come ad es. nel caso del raffredìdamento non uniforme di pezzi di fusione, 
nei quali le parti esterne, che si raffreddano prima, si solidificano, e non 
possono seguire senza reagire il successivo ritiro delle parti interne ancora 
molli; per cui risulta in generale uno stato di compressione nelle prime e 
di trazione nelle seconde. Autotensioni di questa specie nascono anche 
nelle lavorazioni dei metalli (laminazione, forgiatura, ecc.); nella tempera 
dei pezzi d’acciaio; nei getti di calcestruzzo per effetto di ritiro non uni- 
forme; e sono provocate anche da variazioni termiche non uniformi 
nei corpi omogenei, oppure uniformi nei corpi non omogenei. Anche le 
tensioni residue, che permangono (dopo la soppressione dei carichi) nelle 
sezioni delle travi che hanno subito deformazioni plastiche (Cap. XXX, £), 
rientrano in questa categoria; e spiegano le autotensioni provocate dalle 
lavorazioni dei metalli. 

Nella seconda categoria il corpo è vincolato in modo iperstatico; per 
cui, pur mancando i carichi, qualunque causa (espansione o ritiro del ma- 
teriale, variazioni termiche, difetti di montaggio, distorsioni, ecc.) che ten- 
da a far variare la posizione relativa dei punti vincolati, provoca delle 
reazioni nei vincoli, e queste generano le autotensioni. In altri termini, que- 
ste cause, da sole, modificherebbero la forma del corpo o della struttura in 
modo non compatibile con la presenza dei vincoli sovrabbondanti; per 
cui nascono delle reazioni che provocano delle deformazioni elastiche 
tali che, insieme con i cambiamenti di forma suddetti, costituiscono un 
complesso congruente. Lo stesso avviene per effetto del cedimento per- 
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manente (anelastico) di un vincolo, che avvenga inizialmente o durante 
l’applicazione dei carichi; oppure per l’inesatta posizione di un vincolo 
sovrabbondante (ad es. dislivello nella predisposizione degli appoggi di 
una trave continua); sì che non sia rispettata la configurazione che aveva 
il corpo inerte. 

Spesso esistono entrambe le cause, cioò si hanno costrizioni interne 
che provocherebbero autotensioni anche in assenza dei vincoli e inoltre 
agiscono anche le reazioni dei vincoli iperstatici. 

b) Nei casi della prima categoria, mancando qualsiasi forza esterna, 
le autotensioni devono farsi equilibrio tra loro. Per cui l'insieme delle 
tensioni in una sezione che divida la trave o il corpo în due parti indipen- 
denti costituisce un sistema equilibrato. 

Invece nei casi della seconda categoria le tensioni in una sezione devono 
fare equilibrio alle reazioni dei vincoli che sono da una parte o dall’altra. 

Anche nel caso delle autotensioni che nascono in una trave ad anello quando 
si taglia secondo una sezione, poi si torna a saldare dopo aver aggiunto o asportato 
uno strato sottile di materiale (distorsione), se non esistono vincoli esterni, op- 
pure se sono isostatici, non agiscono forze esterne. Tuttavia un taglio in una se- 
zione S non divide la trave in due parti; per cui le tensioni in S non sono equili- 
brate tra loro, ma possono equivalere a una coppia M (es. 1747), o a uno sforzo 
normale N (secondo caso dell’es. 1749 ), o a entrambi (es. 1748), o a uno sforzo 
di taglio 7° (es. 1750). 

e) Le autotensioni della seconda specie sono transitorie, cioò scom- 
paiono appena cessa la causa interna o lo spostamento del vincolo. Op- 
pure si possono annullare aggiungendo una distorsione opportuna. Invece 
quelle della prima specie sono permanenti, cioò scompaiono solo se si 
libera la compagine del corpo mediante qualche taglio, e in certi casi 
mediante la separazione del corpo in molte parti piccolissime. Quelle 
generate durante il raffreddamento di pezzi di fusione e quelle residue 
dovute a deformazioni plastiche (nelle strutture metalliche) si possono 
ridurre molto mediante riscaldamento ad alta temperatura e successivo 
raffreddamento lento. 

d) Come si è accennato, le autotensioni sono di solito dannose. 
Nel caso dei materiali fragili, possono provocare lesioni improvvise e 
spontanee, cioè senza cause apparenti, facilitate spesso da urti o da va- 
riazioni termiche. In ogni caso si ha una notevole diminuzione della 
resistenza ai carichi. 

Sono invece benefiche le autotensioni generate ad arte, ad es. mediante 
opportune distorsioni, al fine di migliorare il comportamento della strut- 
tura. Con esse si mira a creare delle sollecitazioni di verso opposto a quelle 
che saranno poi prodotte dai carichi. 

Essenzialmente benefiche sono quelle che si creano nelle strutture di cemento 
armato mediante la precompressione (Cap. XXXI, B), cioè tendendo preliminar= 
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mente i ferri, perchè consentono di rendere compresse, e quindi resistenti, quelle 
zone di calcestruzzo che altrimenti sotto carico risulterebbero tese, e sopra tutto 
perchè concorrono a sostenere una parte del carico. Se i ferri sono liberi entro vani 
longitudinali (cioè sottratti all’aderenza), queste tensioni iniziali sono del tipo 
transitorio, perchè si potrebbero annullare allentando i ferri. 

e) La presenza di autotensioni si rivela difficilmente. Se si tratta di una 
lastra di cristallo, si manifestano osservandola per trasparenza alla luce polariz- 
zata (Cap. XXXVIII). Quelle provocate dalla laminazione delle lamiere si possono 
rendere evidenti coprendo una faccia con parafina e immergendo in bagno acido 
che corrode l’altra faccia: quando lo spessore è sufficientemente diminuito, la 
lamiera s’incurva con la concavità dalla parte non corrosa; ciò che rivela che le 
parti esterne erano tese (e quindi compressa quella interna). Se si taglia longitudi- 
nalmente (a metà dell’altezza) l’anima di una trave a , le due parti separate 
8’incurvano, rivelando che lo ali erano tese e l’anima compressa. 

Mediante tagli opportuni, si perviene anche a misurare le autotensioni (n. 806). 


791. Le autotensioni dovute a distorsioni. 


Le autotensioni provocate da distorsioni sono fra le meglio definite 
e fra le più facili da studiare. 

a) Ricordiamo (n. 381 a) che si ha una distorsione quando in una 
trave inerte e vincolata in modo iperstatico si pratica un taglio in una 
sezione $ e si applicano alle due facce della 8 due sistemi di forze uguali 
e contrari, che deformano le due parti della trave e costringono le due 
facce a compiere un piccolo moto relativo. Fatto questo, si può mantenere 
la situazione lasciando applicate alle due facce i due sistemi di forze; 
o meglio inserendo un sottile strato di materiale (o asportandolo se si 
avesse una compenetrazione), di forma corrispondente all’intervallo 
creato fra le due facce, e saldando l’insieme; ciò che consente di soppri- 
mere poi le forze, che non sono più necessarie. 

Il moto relativo delle due facce di 8 si può scomporre nelle sue compo- 
nenti. Se l’asse geometrico della trave è in un piano e se il moto avviene 
in questo piano, esse sono due spostamenti relativi v—-v=ve #—- 
— ti = © (rt è uno scorrimento) nelle direzioni x e y della tangente all’asse 
della trave e della normale a questo, e una rotazione relativa vi — gi = 
intorno alla normale 2 agli assi 2, y e passante per il baricentro della se- 
zione. I versi positivi di v, 7, 9 sono quelli della fig. 742. 

Nel caso generale si possono avere anche una rotazione relativa 0 
(di torsione) intorno all’asse 2, uno scorrimento T, secondo l’asse 2 e una 
rotazione relativa g, intorno all’asse y. Inoltre l’asse della trave può essere 
una linea gobba. 

3) Lo studio consiste nel valutare gli effetti della distorsione: date 
le componenti », 7, 9 (ed eventualmente 0, t., gy) di questa, si devono 
determinare le componenti N, 7, 1 (ed eventualmente MU, T, My 


LE AUTOTENSIONI 681 


dei due sistemi di forze che si sono dovuti applicare alle due facce della $ 
(o che sono sorti in seguito alla distorsione, se questa è avvenuta per altre 
cause). 

Per tale studio bastano spesso considerazioni molto semplici, e possono 
essere assai utili i quattro teoremi (507;), (510;), (511,), (513,) dell’ellisse 
di elasticità. Si può anche far uso delle linee d’influenza che studieremo 
nel n. 792, nonchè del principio dei lavori virtuali (n. 795) o del teorema 
di reciprocità (n. 798). 

Ottenute le componenti N, 7, M suddette, risultano determinate le 
sollecitazioni che la distorsione ha provocato in ogni sezione della trave. 

c) Salvo il caso delle distorsioni 7 e 0, che non richiedono l’aggiunta o 
Pasportazione di uno strato di materiale, nelle distorsioni v o g lo strato che si 
aggiunge o si asporta ha le facce piane. È per questo che il problema si risolve 
nell’ambito della Scienza dello costruzioni (). Se invece fra lo due facce piane 
del taglio in S s’inserisse uno strato a facce curve (a curvatura semplice o doppia), 
ad es. a forma di lente biconvessa, e s'imponesse una deformazione dell’insieme 
che ricostituisse la continuità, la ricerca delle tensioni che nascono costituirebbe 
un problema assai complesso di Teoria dell’elasticità. 


Esercizio 1743. — La barra di sezione A costante della fig. 1690, avente le 
estremità fissate, si taglia in una sezione S e s'inserisce un 
tronco 4 a facce parallele. Determinare l’autotensione. A B 
Soluzione. a) Si tratta di una distorsione del tipo v (*). NN 
Per far posto al tronco 4, in condizione uguale a quella = Ò 
finale, si devono comprimere le due parti a e d con forze pari 3 
di . Fab Lr 1 
N uguali (4), di valore tale che risulti 
Na/BA+ Nb/PA=A, dacu N=B4)/I. Mi: 1000. 
La trave risulta uniformemente compressa. Il valore di N non cambia se il 
tronco s'inserisce in un’altra sezione $. 
3) L'espressione di N si poteva scrivere direttamente, pensando che 4 
è l’accorciamento complessivo che le due parti a e d, di somma 1, devono subire 
per far posto al tronco 4; per cui Al=— 4, e= All = — àjl, o= Ee = — EL 
N=0A4=— E4}/l. 


Esercizio 1744, — Idem; nella sezione $ si effettua una distorsione del tipo 0. 
Soluzione. Alle due facce di S si devono applicare due coppie torcenti M, 
tali che (175), (177) 


qM,a/GI,+qMb/6I,=0, da cui 25,=(GI/@M0=(CM0. 


(®) Soltanto se tali facce sono piane accade che le e e le c siano distribuite linearmente nella 
sezione, e quindi è possibile (n. 125) operare sulle risultanti N ed 2/, come si fa nella Scienza delle 
costruzioni. 

() Secondo la convenzione del n. 381 a) e della fig. 742 a), in questo caso è v= + d 

(4) Il tronco % comprime le due parti a e d con forze N uguali, perchè queste parti reagiscono 
sul tronco con forze opposte, che devono essere uguali tra loro per l’equilibrio del tronco. 

In queste condizioni lo sforzo N è il minimo possibile (n. 801). 
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La barra risulta soggetta a torsione costante. Il valore di 3, non cambia 
se si cambia la sezione S. 


Esercizio 1745. — In una sezione $ della trave prismatica della fig. 1691 si 
pratica un taglio, si aggiunge e si asporta del materiale, e si saldano di nuovo le 
due facce in modo che subiscano una rotazione relativa a, di verso tale da far 
abbassare l’estremo A se fosse libero. Calcolare la reazione A e le sollecitazioni 

Soluzione. Se si svincola l'estremo A, la distorsione a 


A a SD A (del tipo g, (5)) lo fa abbassare di d= aa. La reazione 
rr incognita A lo deve far alzare di altrettanto. Perciò 


7 sati dev'essere 
lira AP 3 da cui 43233 _ 323 
Fi. 1601. 3pj= $= da, a cui = d= FG da. 


Nota la reazione A, in una sezione generica di ascissa si ha T= A, M= An. 
Nella sezione 8 si ha M,= 4a= (3EJ/l°)a?a. 


Esercizio 1746. -— La stessa distorsione a nella trave due volte iperstatica 
della fig. 1692 a). 


Soluzione. Il vincolo doppio in A reagisce con una A B 
forza verticale X e con un momento Y, che sono deter- SI Di Ò 
minati dalle condizioni di annullare la rotazione a e | 
l'abbassamento aa (fig. 1692 b). Si hanno perciò le due ® a) b 
equazioni (261), (259), (262), (260) N 

rogo” 
x YI ARR aa 
artt ur=%  355t35;= 0: x » 
dalle quali si ricava 
T=(68J/E)(2a — la, Y= (2EJ/0°)(21 — 3a)a. Fig. 1692. 


Esercizio 1747. — In una trave ad anello circolare di sezione costante si pratica 
un taglio secondo una sezione retta 8, si inseri- 
sce un tronco di lunghezza 4 (misurata sull’asse), 
avente le due facce convergenti nel centro O 
(fig. 1693), si forzano le quattro facce a comba- 
ciare e si salda (°). Determinare il regime di au- 
totensioni. 

Soluzione. a) Per aprire il taglio in modo 
che riceva il tronco 4, si deve far ruotare una 
faccia 8 rispetto all’altra intorno al baricentro 
Fig. 1693. elastico G@=0, dell'angolo a= Afr. Perciò si 


(*) Secondo la convenzione del n. 381a) e della fig. 742 c), in questo caso è queta 
(*) Si risolve nello stesso modo il caso in cui in S si asporti (invece di aggiungere) un tronco 
A convergente in O. Le tensioni (trazioni all’interno e compressione all’esterno) risultano invertite. 
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devono applicare alle due facce S due coppie M, tali che risulti 


2a È EJ EJ 
US=MGF7=® da cui M= rr 7 ai 
In ogni sezione si ha il momento flettente costante M, e le massime tensioni 
valgono Omas = + M/W. 
Per la costanza di M, l'anello rimane circolare. 
b) Se la sezione è simmetrica rispetto all’asse neutro, si ha J/W = Ymoe = 
= h/2; per cui è anche 


EJ Eh 
Oneo= È gap = È dad» 


Affinchè Cmas non superi il carico di sicurezza %, il massimo valore ammissibile 
per Z è max 7 = 47r°k/Eh. 
Nel caso della trave di ferro, con 7= 50 cm, R= 5 cm, risulta 


max À= 4750* * 1200/2,1 - 10° + 5= 3,59 cm. 


Esercizio 1748. — Idem, nel caso del tronco 4 a facce parallelo (fig. 1694). 

Soluzione. a) Per aprire il taglio in modo che le due facce S subiscano la tra- 
slazione relativa v= 4, occorrono due forze N pas- 
santi per @= 0 e tali che risulti 


ù 
NI, = NET a) =d; 


da cui 


In questo caso il momento flettente è nullo 
in 0 ein D ed è massimo in A ein B, dove vale 
Mna= + Nr= 7 EIN (*). 

b) Se la sezione è simmetrica rispetto all’asse neutro, si ha (trascurando 
la = £L N/A (*)) 


Fig. 1694. 


CUS E 


Eh 
Omo: = È Fap Eiprei A, maxàÀ=27r°k/Eh. 


Esercizio 1749, - Idem; il tronco 7 che si vuole inserire fra le due facce S 
è convergente in un punto O distante d da O (fig. 1695). 

Soluzione. a) Le due forze N da applicare alle facce S devono agire secondo 
l’antipolare di O rispetto all’ellisse di elasticità, per cui la loro distanza da 0 è 
12/24. 


(?) È naturale che a parità di %. il momento M,moz risulti maggiore di M dell’esercizio 1747, 
perchè il momento flettente che deforma l’anello non è costante come in tale caso, ma è variabile 
fra 0 ed M,mqz; per cui dev’essere 2max > M. 

© 1 rapporto della 0mgz = Mmazf} e della c= N/A è rAilV. Se la sezione è rettangolare, 
si ha (n. 97) FWJA = h/6, e il rapporto risulta 67/%. 
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Il loro valore dev'essere tale che (513) 


2ar n° Tia A Melide!) EI 
VE, 3d(lM+d=a, da cui Nea = 


il tronco 7 si asporta). 
5) Se d= 0, risulta N= 0 (es. 1747), 
Se d= co, risulta N= (EJ/rr3)A (es. 1748). 
Se d= 7/2, lo N passano per il baricentro di g e si 
ha N= (2J/3xr9)7 (0). 


i baricentri delle due rimangono uniti, Si ha 7=0, 

Fig. 1695. a= NarEJ. In questo si deve inserire del materiale da 

una parte del baricentro di g © asportarne dall’altra parte. 

Se le V, a destra di O, distano da 0 meno di 7/2, il centro O della rotazione 
relativa è esterno all’anello e a sinistra di 4. 


Esercizio 1750, - Idem; si pratica in S una 
distorsione del tipo 7 (fig. 1696). 
| Soluzione. Per produrre in 9 la traslazione re- 
| lativa 7 occorrono due forze T tali che TI xo = IT; î 7 
per cui, essendo Tao = Ty si ricava 7= (EI/mr9)t, 
come nell’esercizio 1748, Anche le sollecitazioni 
sono le stesse, salvo che il momento flettente è 
Nullo in 4 e in B ed è massimo in 0 e in D. 


Soluzione. Occorrono due forze N passanti per 


N G © tali che 
L 
x *G né. Tei, aci N= 1627). 
N 
Il momento flettente ha segni opposti nelle due 
metà del telaio. La trave verticale sinistra è tesa 
Fig. 1697. e la destra è compressa, 
—_—— 


di S,la Sè Parte compressa e Parte inerte (se non si salda). Se S’inserisce un tronco a facce parallele 
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Se invece il tronco 4 s'inserisce, cambia 
fl verso delle N. 

Il risultato non cambia se il teglio S non 
è a metà di l. 

Se una delle travi subisce invece una varia- 
zione termica /t uniforme, basta porre 7= alt. 


Esercizio 1752. — Idem. A metà di un lato 
s'inserisce un tronco a facce convergenti nel ba- 
ricentro elastico G (fig. 1698), di lunghezza 7 
misurata sull’asse della trave, 

Soluzione. Questo caso non differisce da 
quello dell’esercizio 1747. 

Le due coppie necessarie per forzare le due 
facce ad allontanarsi in modo da lasciare il posto uguale al tronco 4 hanno il 
momento 


Fig. 1698. 


a _ 220 EIA 


9° EI DE 


Il momento flettente è costante in tutte le sezioni e uguale a M. 


Esercizio 1758. - Determinare le autotensioni che nascono in un arco semi. 
circolare di sezione costante, incastrato, quando si inserisce un tronco 4 a facce 
parallele in corrispondenza del vertice (fig. 1699) (19). 

_ Soluzione. Il moto relativo delle due facce 

Pi di S è una traslazione orizzontale 7. Perciò 

(n. 365 e) le reazioni mutue (e quindi anche 

le reazioni d’imposta) sono due forze X oriz- 

zontali passanti per il baricentro elastico @ e 
tali che (36,), (536) 


RJn=i, 


da cui 
Fig. 1009. E= My = A : (0,298r8/EJ) = 3,36(27/9)A. 


Nota la E, sono determinate le sollecitazioni e le tensioni in ogni sezione del. 
l’arco. Ad es. il momento massimo, alle imposte, vale MU=+R- 2a. 


e non si salda, si ha il contatto soltanto nei punti della S che sono all’interno dell’anello; e la di- 
stanza del centro C' della rotazione relativa delle facce S da O è ri (r— h/2). 

Se fra le due facce della S s'inserisce una sferetta d’acciaio posta nel baricentro di S, si verifica 
appunto il caso di V baricentrico, e le due facce S ruotano l’una rispetto all’altra intorno a © 
distante d= r/2 da O. 

(*°) Se invece il tronco % s'inserisce in una sezione S generica inclinata di @ (fig. 773 a), la rea- 
Zione mutua ha due componenti H e Va che sono date dalle (a) del n. 393. Lo sforzo normale N 
nella stessa sezione S è dato poi dalla seconda delle (c) (9, = 8). Quindi si procede ancora come in d) 
del presente esercizio. 
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Esercizio 1754. — Lo stesso arco dell’esercizio 1753; in corrispondenza del 
vertice si inserisce un tronco 7 avente le facce convergenti nel centro O (fig. 1700 a). 

Soluzione. Le reazioni mutue (e quindi anche le 
reazioni d’imposta) sono due forze N orizzontali, 
agenti secondo’ l’antipolare r del centro 0 della ro- 
tazione relativa delle due facce 9. La distanza della r 
da G è (n®— 8)r/4x, come si deduce dalla seconda 
delle (533). Perciò il valore della N dev'essere tale che 


ar a8-8 
O) N EI ‘E or=% 
da cui 

ri I 

4 EJ EJ 
# 5 Nea G a= 214574. 
N N : " . . 
Fig. 1700. Ad es. il momento massimo, alle imposte, vale 


M;=+N-mrf4. 
La N non cambia se lo stesso tronco A s’inserisce invece in corrispondenza 
di una sezione S generica. 


Esercizio 1755. — Idem; nel vertice si pratica una distorsione del tipo 7 
(fig. 1700 Db). 
Soluzione. Per produrre la traslazione relativa T occorrono due forze 7 pas. 
santi per G, tali che 
TIn=.t, da cui T=tJn=€: (713/2EJ) = 0,637(£J/r3)t. 
Il momento flettente è massimo alle imposte, dove valo M,= + 0,637(Z7/r2)t, 


Esercizio 1756. — Arco semicircolare incastrato in A e in B, di sezione cire 
colare costante. Nella sezione S in chiave si effettua una distorsione del tipo @ 
(la faccia di S appartenente al semiarco SB ruota in verso destrogiro guardando 
da A verso B). 

Soluzione. Se si considera il semiarco SB, soggetto in S alle reazioni mutue 
incognite M,,, M,,, E, (fig. 1060 a, con S al posto di A), le condizioni che le deter. 
minano sono 0,= 0/2, ps= 0, È,= 0. 

Ricordando (nota 1 del Cap. XXI) che per la sezione circolare si ha B/0= 
= EJ/GI,=14+ 7», e utilizzando le (749), (746), (743), (748), (745), (742), (747), 
(744), (741), le condizioni suddette forniscono le equazioni (semplificate moltipli. 
candole per 42J/r): 

(+ v)aM,, — 2vH,, +[(2+ va — 4(1+ v)]r = 2EJ0/r 
Î — 20M, + (2+ v)xM,, + 2(2+ v)R,r= 0 

[(2+ n) — 4(1+ v)]2Z, + 2(2+ v)M,, + [4(x— 2) + (37 — 8)y]R,e=0, 
Ricavati i valori di MU, M,,, By le (740) danno le sollecitazioni in ogni sezione, 


Esercizio 1757. — Nell'esercizio 1753 l’arco è a due cerniere. 
Soluzione. La reazione mutua X, agente secondo la congiungente AB, è tale 
che 


gr È 2EJ =, BI 
E 3g da da cui = 3 1=0,687-74. 
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Ad es. il momento massimo, in chiave, vale M= — Pr. 

Se il tronco 7 s’inserisce in corrispondenza di una sezione S generica inclinata 
di 0 con la verticale, l'aumento della corda (A svincolato) è 7 cos @, che perciò 
va sostituito a À. 


Esercizio 1758. — Nell'esercizio 1754 l’arco è a due cerniere. 

Soluzione. a) So il tronco 7 (convergente in 0) è abbastanza corto, il suo ine 
serimento (o la sua asportazione) non fa variare la lunghezza della corda (A svine 
colato). Perciò non provoca reazioni e autotensioni. 


Esercizio 1759. - Una barra ad arco semicircola- da. 
re, di sezione costante, si vuole vincolare, forzando, 
a un tirante di lunghezza insufficiente (fig. 1701). De- ol 
terminare il regime di autotensioni. di 


Soluzione. La reazione mutua E fra l’arco e il ti- X 
rante dev'essere tale che O \ ) 
A B 


2 mr ri P E) i 
xa,tZ°u, 334, da cui R=AFGARI, stà 


Fig. 1701. 


Esercizio 1760. - Una barra ad arco semicircolare, di sezione costante, si 
mantiene compressa con due forze P agenti secondo la corda AB mentre si salda 
a una barra rettilinea lunga come la corda e 
avente la stessa sezione dell’arco (fig. 1702 a). 
Determinare il regime di autotensioni che pere 
mane quando poi si sopprimono le forze P. 

Soluzione. a) Quando agiscono le P, in 
ogni sezione S inclinata di 0 con la verticale 
si hanno le sollecitazioni N= — P cos 0, 
T=-Psen0, M=-— Prcos0@, le quali 
rimangono immutate anche dopo la saldatura 
e finchè non si sopprimono le P. In questa 


2 ‘M Lan prima fase la barra rettilinea è inerte anche 
P-X PX dopo la saldatura. 
Fig. 1702. Togliere le P equivale (n. 461) a lasciarle 


e ad aggiungere le stesse P invertite. Queste 
si ripartiscono in una _X agente sull’arco e una P — X agente sulla barra rettili. 
nea. Inoltre si ha un momento mutuo M (fig. 1702 b). 

Le incognite X ed 1 sono determinate dalle equazioni (1) 
mr 2r 
Tani a 


nr Mr nr n mr 
ai = I° *3ri 3 Van; 


2r + 
_ M a 3) 7a: 


(11) Se si tiene conto anche dell’aumento della corda AB dell'arco dovuto a N e a 7 (come 
è logico, perchè si tiene conto dell’allungamento della barra rettilinea dovuto a N), nel primo 
membro della seconda equazione si ha un altro termine non molto diverso da Xr/EA4 (n. 407). 
In tal caso nel denominatore dell’espressione di X si ottiene 2 invece di 1; ciò che non modifica 
praticamente i risultati. 
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“e I 


‘Risolvendole, si ottiene (0*= J/A) 


È A E] E Ir==p0 
 33+2r-8 dà 3° 7 ani 


Alle sollecitazioni della prima fase si aggiungono quelle provocate da X e da 
M nell’arco, da P— X e da M nella barra rettilinea. 

Tuttavia X ed 1 sono molto piccole (perchè @ è piccolo rispetto a r). Perciò 
le autotensioni nell’arco sono praticamente uguali a quelle della prima fase, mentre 
la barra rettilinea risulta tesa da una forza circa uguale a P (12), 


792. Linee d’influenza delle sollecitazioni provocate da distorsioni. 


a) È facile ottenere le linee d’influenza delle sollecitazioni HM, 
N, T che nascono in una data sezione 8 in seguito a distorsioni del tipo 
vi — vi =, 0 del tipo 7 — ti =, 0 del tipo vÎi — vÎ = p, di valore 5 
che avvengano in una sezione qualsiasi di una trave. 

Esse mostrano come variano tali sollecitazioni al variare della sezione 
nella quale si effettua la distorsione. Inoltre, come le comuni linee d’in- 
fluenza, consentono di calcolare le sollecitazioni in S provocate da più 
distorsioni di valori quali si vogliano, che avvengano in diverse sezioni, 

Considereremo il caso dell’arco incastrato, ma le considerazioni che 
faremo potranno facilmente essere estese ad altre strutture. 

b) Le linee d’influenza relative alle distorsioni » e g non differiscono 
dalle linee d’influenza termiche che Studiammo nel n. 393, perchè la dila- 
tazione Ads = ads di un tronco ds equivale a una distorsione 7, e la 
rotazione dp= at,ds/h equivale a una di- 
storsione p. Si potrebbe dunque ripetere 
il ragionamento del n. 393 b, c); ma non 
è necessario, perchè nel caso di v=1 
basta sostituire afds con 1 nelle (a) e nel 

RA, caso di p=1 sostituire at,ds/h con 1 
nelle (5) del n. 393. 

Invece nel caso della distorsione 7 = 1 in un punto generico o in cui 
la tangente all’asse geometrico è inclinata di 0 (fig. 1703), se l'imposta A 
fosse libera si avrebbe in 4 una traslazione 44, = 1, di componenti 
$=— 1sen 0, n=+1cos 0. Quindi la reazione RP, capace d’impedirla 
passa per il baricentro elastico G, e le sue componenti H e V., agenti 
secondo gli assi principali Lo © Yo Sono definite da HJ,, — 1sen0= 0, 
Van + 1c0080=0. 


(') La diminuzione X che, per effetto dell’allungamento della barra rettilinea, subisce la 
forza P che affaticava l’arco è molto Piccola, perchè la barra è molto meno deformabile dell’arco, 
Si pensi che una stessa forza P agente sull’arco o sulla barra fa variare la distanza AB rispetti 
vamente di P(xr/EJ)r?/2 e di P2r/EA, il cui rapporto è (x/4)r%/98. Se r = 100 cm e se la sezione è 
circolare di 4 cm di diametro (e= 1 cm), tale rapporto vale 7854. 
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Pertanto, nei tre casi di y= 1, 7 = 1,g=1i parametri della reazione 
R, provocata in 4 hanno rispettivamente le espressioni semplicissime (**) 


(1463) H=+ cos 0/Tx09 Va=+ sen 0/Iw0 3 Ma= 0; 
(1464) H=-+ sen 0/Is0» V,=— 08 0/Im 3 Na=0; 
(1465) H=+ YI» Va=— LolIw; M=— 1/9. 


c) Note così nei tre casi le linee d'influenza dei parametri H, Va, 
9, della reazione R,, si deducono quelle delle sollecitazioni Ms, Ns, Ts 
in una data sezione 8, definita da 0, da, Ya mediante le (c) del n. 393, 
ossia 
Ms=— Ho, + Voto, + Ma ; 
(1466) Ns=-Hcos0,— Vsen0,; 
Ts =— Hsen0,+ V.c080,. 


Tuttavia conviene tracciare queste ultime linee solo nel caso in cui 
la sezione S presenti un interesse particolare. Altrimenti è preferibile 
limitarsi alle linee d'influenza dei parametri H, V., Wa, mediante i quali 
si calcolano le sollecitazioni in qualunque sezione $. 

d) Le (1463), ... (1466) valgono anche nel caso delle travi rettilinee 
e orizzontali, incastrate alle estremità, di sezione costante o variabile, 
purchè si ponga naturalmente 0=0, 0,=0, w= 0, Y,= 0. 

e) Come vedremo nel n. 797 d), le linee d’influenza di M., Ny 
T, per la sezione S sono anche i diagrammi delle sollecitazioni provocate 
in tutte le sezioni da una distorsione unitaria che avvenga nella sezione S. 


Esercizio 1761. — Arco circolare di cemento armato, raggio r= 30 m, di 
sezione rettangolare costante, d= 0,80 m, X= 1,20 m (facente parte di un ponte 
ad archi gemelli), di apertura 20 = 120°, incastrato alle imposte. Calcolare le 
lineo d'influenza di H, Va, Ma, relative alle tre distorsioni v, T, 9. 

Soluzione. a) Si ha J= 0,1152 m. Quindi, assumendo E= 3 10%/mq, 
risulta 
__ 27 2730 
© 3EJ 3-3-108- 0,1152 


Inoltre si ha (es. 556) 


s 


= 0,1818 - 10-%tm. 


OG= 0,8270 - 30= 24,81 m; 
Q0= 01511 + 30= 4,533 m, 00 04844  30= 14,532 m 5 
Ts = 0,1818 + 10-3 + 4,533* = 3,736 + 10-®m/t, 
Ty = 01818 + 10-3 + 14,5322 = 38,393 - 10-*m/t. 


(®) 11 parametro SIT, (SIC, è il momento rispetto a G) è nullo nei casi delle distorsioni v 
x, mentre nel caso della distorsione @ è indipendente dal punto o nel quale essa avviene. I due 
parametri H e V, contengono come ‘unico fattore variabile sen 8, 0 cos 8, oppure le coordinate ® 
o y del punto o nel quale avviene la distorsione g. Ricordiamo che $ è il peso elastico totale 
dell’arco. 
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b) Distorsione v= 1 m. Le (1463) danno (0 è positivo a sinistra del vertice) 


Griso + 10° + 20° + 300 + 400 + 50° + 600 

H = + 268 + 264 + 252 + 232 + 205 + 172 +134 t/m 

V.= 0 £452  +8,91 4130 + 16,7 +200 +22,6 >» 
©) Distorsione t= 1m. Le (1464) danno 

Ga. d + 100 + 20° + 300 + 400 + 50° + 60° 

H = 0 +46,5  -+91,5 + 134 + 172 + 205 + 232 t/m 

Va = — 26,6 —-25,7 — 24,5 — 22,6 — 20,0 —-16,7 — 13,0 è» 
d) Distorsione g= 1 radiante. Le (1465) danno 

0 = 0 + 100 + 200 + 300 + 300 + 500 + 600 

% = 0 F 5,21 10,26 F 15,00 19,28 F 22,98 F 25,98 m 

Yo = + 5,19 + 4,73 + 3,38 + 1,17 — 1,83 — 5,53 — 9,81 » 

H = +1389 + 1266 + 905 +313 — 490. — 1480 — 2626 t/rad, 

Va= 0 + 136 + 267 + 391 + 501 + 599 * 677 » 

= — 5500 tm/rad. (costante) 


Esercizio 1762, — Idem; tracciare le linee d’influenza di Ms, Ns, Ts per la 
sezione S avente 0,= + 20° e relative alla distorsione 7= 1 m. 

Soluzione. a) Le coordinate della sezione S sono To, = — 10,26 m, Vo, = + 
+ 3,38 m. Quindi, avendo presenti i valori di H e V, trovati nell’esercizio 1761 e), 
le (1466) danno 


0 = 0 # 10° £20° +30° +40 4500 + oo 
+107  —57,90 —221 —3s76 —s22 Losi 
= 267 t 
are + 421 +561 +685 +787 +864 4+9jg ÉM/m 
—349 — 77,6 —118 —155 —187 old 
= + 8,89 » ’ t 
Self +525 +944 +134 0 +168 +198 4999 Um 
T,= — 244 400 —543 — 071 - 776 -858 _ 9,6 t/m 


— 8,25 +8,27 +246 + 40,0 +544 +67,1 


Le tre linee d’influenza sono rappresentate nella fig. 1704. 
5) Le linee suddette sono anche i diagrammi dello sforzo di taglio 7 in 
tutte le sezioni, provocato rispettivamente dalle distorsioni g=1,v=1,7=1 
che avvengano nella sezione S avente 0,= + 200, 


Esercizio 1768. — Idem. In seguito a una lesione manifestatasi in corrispon- 
denza della sezione d’imposta A, si rileva che questa ha subito uno slittamento 
nel suo piano, verso l’alto, di 12 mm, senza rotazione. Determinare le sollecitazioni 
provocate nella sezione S avente 0,= + 200, 

Soluzione. La distorsione è costituita da uno spostamento relativo T= ti - 
—t=0-7i=_- 0,012 m. Perciò le sollecitazioni nella sezione S valgono 
(es. 1762) 

MU, = (— 651) - (— 0,012)= + 7,81 tm, 
N,=(— 214) -(— 0,012) = + 2,57 t i 
T, =(— 91,6) - (- 0,012)=+ 1,10» |, 
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Esercizio 1764. — Idem. Si prati- 
ca un taglio nella sezione in chiave e 
si asporta un tronco lungo 2 em (mi- 
surati sull’asse geometrico) e avente 
lo facce convergenti nel centro O 
dell'arco. Determinare le sollecitazio- 
ni provocate nella sezione S avente 

,= + 200. 

Soluzione. La distorsione è costi. 
tuita da uno spostamento relativo 
y=rf— v$=— 0,02 m e da una 
rotazione relativa p= gf — pi = 
= -- 0,02/30= + 0,000667 rad. 

Se per la sezione S avessimo cal. 
colato le linee d'influenza anche per 
le distorsioni v e g, ora potremmo 
servircene direttamente. Non avendo- 
le, calcoliamo da prima le reazioni H, 
Va Ma provocate dalle due distor- 
sioni suddette (es. 1761) (14): Fig. 1704. 


H = 268-(— 0,02) + 1389 - 0,000667= — 4,43 &, 
V,= 0-(-0,02)+0-0,000667= 0, 
Ma — 5500 - 0,000667= — 3,70 tm. 


Quindi le sollecitazioni cercate risultano (1466) (Yo, = + 3,38 m) 


M,= + 4,43 - 3,38 — 3,70= + 11,3 tm, 
N, = + 4,43 » 0,93969 =+ 4,16 t, 
T,= + 4,43 - 0,34202 =+ 1,52». 


Esercizio 1765. — Idem. Calcolare lo sforzo normale in chiave provocato 
dalle distorsioni y= — 1,5 em, T= + 2,4 cm, p= + 5’ che avvengono rispetti. 
vamente nello sezioni poste a 0 = + 40°, 9 = — 10°, 0 300, 

Soluzione. La spinta H risulta (es. 1761) (5° = 77/1800 - 12= 0,00145 rad.) 

H= + 205 - (— 0,015) — 46,5 - 0,024 + 313 - 0,00145 = — 3,748. 

Lo sforzo normale in chiave è VN=—H=+3,74t. 


Esercizio 1766. — Idem. Le stesse distorsioni dell'esercizio precedente. Cal. 
colare le sollecitazioni nella sezione S avente 0,= + 150. 


Soluzione. Oltre alla H = — 3,74t già trovata, si ha anche (es. 1761) 
V. = + 16,7 -(— 0,015) — 25,7 - 0,024 — 391 - 0,00145 = — 1,43%, 
N — 5500 - 0,00145 = — 7,97tm. 


(3) Si possono valutare separatamente le reazioni H, V_, NM, provocate da v e da %, poi sì 
applicano due volte le (1466) e infine si sommano gli effetti. Qui invece si sono valutate le reazioni 
complessive dovute a v e a %, poi si sono applicate una volta sola le (1466). 
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Da H, Va, IX, si deduce (Co, = — 7,76 m, Vos = + 4,17 m) 
M,=+3,74- 4,17 + 1,43. 7,716 -— 7,97=+ 18,72tm, 
N, = + 3,74 cos 150 + 1,43 sen 150 =+ 3,98%, 
T, = + 3,74 sen 150 — 1,43 cos 150 ='— 0,41%, 


793. Le autotensioni dovute a variazioni termiche, 


a) Anche le variazioni termiche possono provocare autotensioni, 

Nel caso delle travi è necessario distinguere le variazioni termiche 
limitate a un tronco As da quelle estese all’intera lunghezza. 

Nel primo caso nascono autotensioni soltanto se i vincoli sono iper- 
Statici. Se # varia linearmente nella sezione, le e nel tronco As lo deformano 
in modo equivalente all’aggiunta o all’asportazione di uno strato di ma- 
teriale a facce piane; e perciò questo caso non differisce da quello delle 
distorsioni (n. 791), e lo studio è altrettanto semplice. Si può procedere 
in uno dei modi indicati nel n. 791; ma se si tratta di variazioni termiche 
in parecchi tronchi, e diverse tra loro, è meglio usare le linee d’influenza 
termiche del n. 393. Se invece la # non varia linearmente, lo studio è molto 
complesso. 

Nel caso della variazione termica estesa all’intera lunghezza, lo studio 
si effettua in modo elementare (n. 807) anche se la # non varia linearmente 


la variazione di # è lineare nella sezione, lo studio è semplice anche se è 
diversa da sezione a sezione, e anche limitata a una parte della trave. 
Però si hanno autotensioni soltanto se i vincoli sono iperstatici. Lo 
Studio si effettua sommando i contributi delle variazioni termiche dei 
vari tronchi, 

b) Nel caso delle strutture reticolari (iperstatiche) il riscaldamento 
dt di un’asta è del tutto equivalente a un difetto di montaggio, cioè al 
caso in cui all’atto del montaggio l’asta si riveli troppo lunga di = asdt 
e si debba forzare; ed è anche equivalente al caso in cui si tagli l’asta e 
S'inserisca a forza un tronco A cortissimo (distorsione). 

e) Il lavoro di deformazione dell’autotensione è prodotto a spese del calore 
occorrente per innalzare la temperatura, una piccola parte del quale si trasforma 
in energia meccanica, Ciò significa che il calore specifico di una barra vincolata 
in modo che riscaldandola risulti compressa è un po’ maggiore di quello della 
barra libera (es. 1776). 


Esercizio 1767. — Nel telaio dell’esercizio 1751 si riscalda uniformemente la 
trave verticale sinistra. 

Soluzione. La situazione non varia se invece s'inserisce in una sezione 8 di 
tale trave un tronco 7= alt a facce parallele. Perciò si ha (es. 1751) 


N=— L52J - addiP= — 1,5EJaAifB, 
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Esercizio 1768. — Nella trave della fig. 1705 a) la 
metà destra subisce una variazione termica +4 ai lembi 
superiore e inferiore, variabile linearmente nell’altezza È. 

Soluzione. Se si svincola in A, la deformazione è 
quella della fig. 1705 b), e la curvatura nel tratto DB 
è (es. 97) p= 1/r= 2a;At/h. Quindi si ha 


p,= gI2= a AU,  me= (1/2) U4= a At/4h, 
Na= N + pl/2= 3a:At13/4h . 


La reazione I, è determinata da 


RI _ 3a: All 7 __ 9BIa,At 

ar a oi Beta 

Esercizio 1769. - Idem, nel caso della trave della Fig. 1705. 
fig. 1705 c). 


Soluzione. Se si svincola in A, si hanno gli stessi valori 9a = Po ed 7a 

Per ovitare un sistema di due equazioni con le incognite I, ed M,, osserviamo 
che A ruota intorno a un centro 0 (fig. 1705 d) che dista 7/4 da O per cui in 4 
agisce una reazione R, secondo l’antipolare di C, che dista 7/3 da O. Il valore di 
E, si ottiene annullando @a 0 7a: 


1 1_adl A _3EJa,At , 
Roggia ao dosi Ba=Tqpo 
11.31 Sad ; __ 3DJ a, At 
di e “a Bi Da 


La R, ha la stessa retta d’azione della R, ed è rivolta in basso, I momenti 
d’incastro valgono 1, = — EJa;4t/2h, M,= + EJ a,At/2h + 


Esercizio 1770. — Arco semicircolare di sezione costante, incastrato alle 
estremità A e B. Si riscalda uniformemente la metà destra CB (fig. 1706 a). 
Soluzione. Se la sezione A fosse libera, la sezione 0, e 
(di quindi anche la A, subirebbero una traslazione am V24t 
GNA nella direzione BO inclinata di 45°, di componenti verti. 
È a) cale e orizzontale art. 

La reazione 2, deve passare per il baricentro ela» 
stico G dell’arco (dovendo impedire una traslazione), e 
le sue componenti V, e H sono definite dalle condizioni 
(n. 363 d), (36,), (535), (536) 


Volw= Va: 15717/EJ = andt, 
H1Jx,= H - 0,298r9/EJ = ant, 


da cui 
Fig. 1706. V,= 0,637E7a;At[r*, H= 3,3562Ja;At/r?. 


Mediante Y, e H si calcolano facilmente le sollecitazioni in ogni sezione. 
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Esercizio 1771. — Idem. La metà destra 08 subisce una variazione termica 
+At ai lembi superiore e inferiore, variabile linearmente nell’altezza % (figura 
1706 b) (35). 

Soluzione. Se la sezione A fosse libera, la sezione O, e quindi anche la A, ruo. 
terebbero intorno al baricentro elastico G, di CB dell’angolo Pa = (20;At/h)xr/2 = 
= ma,tr/h. Quindi la reazione È, agisce secondo l’antipolare di G, rispetto al. 
l’ellisse di elasticità dell’intero arco, che è la verticale distante xr/4 da G. Si ha 
così 


nr nr_ nadtr È _ 4 LJa,At 
Fg az 0: da cui Sa dh 
I momenti d’incastro risultano M,=— 0,215R,r, M,=+ 1,785Par. 


Esercizio 1772. — Di una trave ad anello, di sezione costante, si riscalda 
uniformemente una metà (fig. 1707). 

Soluzione. Se le due metà fossero separate, il diame- 
tro di quella riscaldata aumenterebbe di a2r/tt. Per ri. 
stabilire la congruenza occorrono le reazioni mutue PR 


«CR E (senza momenti, perchè esse mantengono la congruenza 
angolare; cfr. l’es. 1490), tali che sia (J2= nr°/2EJ) 
Me RI, + RJ,= a2rAt, 
da cui 
Fig. 1707. E= arAt/J,= 2EJaAi/mr, 


Il momento flettente massimo risulta Mmaa = + 2EJaAt/rrr. 


Ysercizio 1778. — Nella struttura della fig. 1708 a) (una parte semicircolare 
© una parte rettilinea), di sezione costante, si riscalda uniformemente la parte 
rettilinea. 


Soluzione. Se le due parti fos- 
Sero separate (fig. 1708 b), la parte 
rettilinea si allungherebbe di a2rAt. 0) 


Per ristabilire la congruenza occor- HU, lE 


rono le reazioni mutue 7 ed M, dt 
che sono determinate dalle due Fig. 1708. 
equazioni 
1 ar 2r 1 rr 1 2r 
x n luca 
1 ar 1 nr 2r 1 2r 
325 Uri at35Hpi=3 004. 


(!*) Per il caso di At estesa all’intera lunghezza si veda l’esercizio 97, nel quale la c si può 
anche ottenere immediatamente osservando che, poichè +At e gli 17; deformano la trave secondo 
archi circolari uguali e disposti in versi contrari, questa rimane rettilinea. Perciò la c = c/E deve 
annullare la e4= c,At; da cui c= EuAf. 
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Risolvendo, si ottiene (0* = J/A) 


H 4 + 2)  EJalt _ __4(m+2)_, EJadt 
n+25-8+47+2)0°/? n a°+2r-8 Dal 
H= x 8 EJadi 


a+2a-=8 


Esercizio 1774. — Nella struttura della fig. 1709 le sei 
aste, dello stesso materiale, hanno uguale sezione A. Cal 
colare gli sforzi nelle aste provocati dal riscaldamento Ai 
dell’asta 1. 

Soluzione. L’allungamento termico a; V2At dell'asta 1 
dev'essere compensato dalla somma dell’allontanamento 
dei due punti A, B dovuto alla spinta della 1 contro di 
essi e dell’accorciamento della 1. Perciò, avendo presente 
il risultato dell’esercizio 71, la compressione S, è deter. Fig. 1709. 
minata da 


@+ v2) Di + Sv? aevBAt, da cui S,= 0,293P4adt. 


L’asta 2 ha la stessa compressione dell’asta 1 e le aste 3, ... 6 hanno la trazione 
8,= 8/V2= 0,207PAa;dt. 


Esercizio 1775. — Nella struttura della fig. 1710, avente le aste dello stesso 
materiale e di uguale sezione A, si raffredda di At Vasta 1 (op- 
pure all’atto del montaggio la sua lunghezza è insufficiente di 4). 
Calcolare gli sforzi in tutte le aste. 

Soluzione. Sia X lo sforzo di trazione nell’asta 1. Se questa 
si sopprime e si applicano nei due nodi A, B le due forze X 
rivolte in dentro, gli sforzi nello aste risultano Sg=S3=+% 
$=G=—-XV2, S=8=8=-3 S= So= +XV2. 

L’avvicinamento ò dei punti A, B provocato dalle due for- 
ze X suddette si ottiene uguagliando il lavoro esterno e quello 
interno (come nell’es. 71): 


Xò 28 (XV2)28V2 = X%6 F E X8 
3 537at4 SH (2,5+4V2) Fao da cui d=8,2077* 


Fig. 1710. 


Ragionando come nell'esercizio 1774 si ottiene 
8,26Xs/EA + Xs/BA= asdt, da cui X=0,108EAa;dt. 


Esercizio 1776. — Confrontare i calori specifici e, di una barra libera e ca 
della stessa barra impedita di variare di lunghezza. 

Soluzione. a) Per innalzare la temperatura di dt occorrono nei due casi le 
quantità di calore (y peso specifico) 


dQ,= cp Aldi, dQ,= cp Aldi. 
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E dQ, supera 42, del lavoro elastico dL (trasformato in calore dQ= dL/42700, (19) 
corrispondente all'incremento do della compressione O, provocato da di. 

Per la seconda delle (96), se # è la temperatura misurata da quando era o = 0 
(cioè l'aumento della temperatura della barra), si ha (es. 61) 


L= 0°41)/2E= (Ea)? A/2E, da cui dL= EazAldi. 
Quindi si ottiene 
dQ= cop Aldt = dQ, + dL/42700 = c,y Aldt + EazAldt/42700, 


ossia 
€27 = cy) + Ea8/42700. 


Risulta così 
PRO East la _ Eat 
Lasi 427007 ” Cp - 42700€,y * 


b) La prevalenza di © SU €, è proporzionale all'aumento # della temperatura 
della barra. Ciò che è naturale, perchè, essendo L proporzionale a 0? e quindi 
a t?, l'incremento dL, che dipende da #dt, cresce con t. 

Se la barra si raffredda, # è negativo e risulta e, < c,. Anche questo è naturale, 
perchè per raffreddarla si deve sottrarre calore, ma meno che se fosse libera, perchè 
una parte del calore si trasforma in lavoro elastico di trazione. 

©) Se la barra è di ferro, si ha <= 0,13. Ad es. per un riscaldamento t = 60° 
risulta (y = 0,0078 kg/eme) 

Ca 4 2,1 - 10° - 0,0000122 - 600 


ci 42700 - 0,13 - 0,0078 
L’aumento del calore Specifico è di qualche decimillesimo, per cui è insignificante, 


= 1,0004. 


794. Le autotensioni dovute a difetti di montaggio e ad altre cause. 


Si chiamano difetti di montaggio le piccole inesattezze nelle dimensioni 
delle parti che si devono collegare per formare la struttura, o nel traccia- 
mento dei fori delle chiodature, ece. Se la struttura è iperstatica, essi 
fanno sì (n. 50 5) che all’atto del montaggio si debba forzare per far com- 
baciare le varie parti nonostante i difetti; per cui si genera nella struttura 
uno stato di autotensione. Se invece la Struttura è isostatica, non occorre 
forzare per ottenere che le parti combacino, e perciò non nascono auto- 
tensioni. 

Anche i piccoli errori di livellamento nel predisporre gli appoggi di 
una trave continua si possono considerare difetti di montaggio. 

Lo studio delle autotensioni provocate da questi difetti non differisce 
da quello del caso delle distorsioni o delle variazioni termiche, e si può 
effettuare con mezzi elementari. 


(*5) L’equivalente meccanico del calore è 427 kgm= 42700 kgem =1 kg-caloria, 
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Spesso tali difetti sono voluti e predisposti ad arte, per migliorare il 
regime statico dovuto ai carichi (n. 802). 

Negli esercizi 1781, 1782 verranno determinate le autotensioni che 
si hanno in un anello quando tutte le sezioni vengono fatte ruotare di 
180° nel loro piano. 


Esercizio 1777. — Le tre aste AD, BD, OD (fig. 1711) sono dello stesso mate- 
riale e hanno uguale sezione A. All’atto del montaggio si riscontra nella lunghezza 
dell’asta 0D un’eccedenza 4. Che sforzi iniziali si han- 
no nelle tre aste dopo il montaggio forzato? 

Soluzione. L’eccedenza 7 dev'essere compensata dal- 
l'abbassamento del punto D (pensato appartenente alle 
sole due aste AD e BD), per effetto della forza X che 
l'asta CD esercita contro di esso (es. 52), e dall’accor- 
ciamento dell’asta CD compressa dalla stessa X. Per Fig. 1711. 
cui dev'essere 


2 


20. xyv2 (i 4 To pio I 


2BA sen? 45° + DBA : 5) EA L FA” 


Perciò nell’asta CD si ha X= 0,586Z44/l (compressione) e nelle altre due 
si ha X/V2= 0,414EA%/l (trazione). 


Esercizio 1778. -— La stessa struttura dell’esorcizio 1774. Che insufficienza 
A deve avere la lunghezza dell'asta AB all’atto del montaggio, affinchè nell’asta 
si generi un dato sforzo iniziale S; di trazione? 

Soluzione. Ragionando come nell’esercizio 1777, si ottiene 


88V2 - de a S8 0 
a= (+ v9) de 4 fe Ta 20+ VI pg= 48875 0) 


Esercizio 1779. - Idem; calcolare Ss provocato da 4 nell'asta 3. 

Soluzione. Se si sopprime l’asta 3 (fig. 1709) e si applicano in A e in 0 due 
forze P rivolte l’una contro l’altra, si ha Sy= Sg= — PV2, S= S= S&=+P. 
Quindi il lavoro di deformazione nelle cinque aste vale 

o (PV2)°sV2 P?s 
L= 2a +? 354 UVE+3) 27 

Uguagliandolo al lavoro esterno Pò/2 compiuto dalle P, si ottiene l'avvicinamento 
ò dei punti A e 0, che risulta d = (4V/2 + 3)Ps/Z4 = 8,6572s/LA. 

Pertanto, lo sforzo X, provocato nell'asta 3 dall’insufficienza 7 della sua 
lunghezza è determinato dalla condizione 


8,657X,s/EA + X3s/EA=, da cui T,= EAX/9,668. 


>RA* 


(1?) Da questo risultato sì deduce S; = 0,207(Z4/s)., mentre nell’esercizio 1774 si è trovato 
S1= 0,293Z40,At. La differenza è soltanto apparente, perchè quest’ultimo si può scrivere Sj = 
= 0,293E40,sV/24t/s/Z= (0,293/V2)ZAoysyZat/s= 0,207(24/8) + as y/ZA, dove csy2di è 
l’allungamento termico, equivalente a i. 
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Esercizio 1780. — La trave continua della fig. 1712-a), di sezione a TN 24, 
ha le campate lunghe 7= 5 m. Calcolare l’autotensione dovuta a un dislivello 
òè,=lem dell’appoggio C,, nell’ipotesi 


a) $ che la trave sia costretta ad aderire agli 
s 1 {_ LI SN 1 SS appoggi. 
A IS Ca B Soluzione. a) Nella trave privata degli 
9) Gi 2 appoggi C, e Cs, i coefficienti elastici dei 
punti 1 e 2 valgono (294) 
> c c; Si 
1 La Mi = Mo = 84/18EI, 
Fig. 1718: Mo = N = 70/18EI. 


La forza 0, che occorre affinchè il punto 1 segua l’appoggio, e la reazione 
O, sono determinate dalle equazioni 


CM Coma = dè Cima — Os)a = 0, 


da cui 0, = 144EJò,/T8, 0,= 144EJò,/8P. 
b) Si ha J= 4246 emi. Quindi si ottiene 
144 - 2,1 - 109 - 4246 LÀ 
oo aa — = 1407 kg, O,= 3 0,= 1284 lg. 
Le reazioni degli appoggi estremi risultano A= + 550 kg, B= — 367 kg. 
Quindi i momenti sugli appoggi centrali valgono M, = 4 2750 kgm, M,=— 
— 1835 kgm, cui corrispondono le tensioni massime di 777 kg/cmq e 518 kg/emq. 


Esercizio 1781. - Un anello ha la sezione rettangolare di lunghezza 1 
nella direzione normale al piano dell’asse 
geometrico e di larghezza s (spessore) A 
(fig. 1713a). Che tensioni nascono se si a) LI0S Rr 
rovescia l’anello facendo ruotare tutte ii 
le sezioni di 180° nel loro piano? E 

Soluzione. a) I punti più interni, 
che corrispondevano al raggio r — s/2, 
diventano i più esterni, di raggio r + s/2; 
e viceversa. Quindi il loro raggio aumen- 
ta di s ela dilatazione è ema = + 8/1 
cui corrisponde Gmas = + £s/r. Invece 
nei punti che erano i più esterni si ha 
Emin = — 8/7 Omin= — Esfr. 

6) Se l’anello è di metallo, il com- Fig. 1713. 
portamento è elastico se Es/r< 0, (18). 
Nel caso di un acciaio da molle dev'essere 8/r< = 8000/2 - 108= 0,004, ossia 
8< 7/250. 

Se invece è di gomma, s/r può essere molto maggiore. 


(‘*) Tuttavia si può aver superato c, durante il rovesciamento, perchè le tensioni diventano 
massime nei vari punti quando l’angolo a di cui ruotano le sezioni non è ancora di 180° (v. l’arti- 
colo citato nella nota 19). 
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Esercizio 1782. — Idem. Studiare l'andamento del fenomeno durante il rove» 
sciamento dell’anello (19). 

Soluzione. a) Nell’istante in cui le sezioni hanno già ruotato nel loro piano 
di un angolo a, le primitive coordinate y, 2 di un punto generico (fig. 1713 Db) 
diventano y,=y cosa — zsena, z:=ysena + cosa (fig. 1713 c). Quindi la 
dilatazione in tale punto, in direzione periferica, risulta (29) 


2rx(r + 23) — 2x(r +2) Aut ATE ysena+2<cosa — 
2a(r + 2) r+z r r , 


cui corrisponde la tensione 


c= Ee= (El)ysena+zcosa— 2). 


Il momento risultante degli sforzi elementari odA rispetto all'asse 2, vale 
( f yedA = 0) 
À 


M,= fodd += 7 | wsena+ecosa— ay cosa — 2 son a)ad 
4 4 


= Ztv, — J,) sena cosa + J, sen a]. 


Infine, mediante la (768), da If., si deduce il momento m = M,,/r (per unità 
di lunghezza della circonferenza) delle coppie uniformemente distribuite che bi- 
sogna far agire nei piani radiali per ottenere la rotazione a. Se si pone J./Jy = 
= 12/st= e, oppure J,/J,= s?/l2= k?, si ottiene 


(a) m=(EJ,/1*)[(c®— 1)senacosa+ sen a]= (E7./r?[(1—7*)senacosa+X?sena]. 


Se invece si vuol conoscere l’angolo a corrispondente a un dato valore di m, 

si risolve per tentativi (0 per interpolazione) una delle due equazioni trascendenti. 
b) Esaminiamo la (a), scritta nella prima forma. 

Se 2= ss (sezione quadrata), cioò c= 1, si ha m= (EJ/r?) sen a. Quindi il 
momento m necessario cresce per a crescente da 0 a 90° e decresce per a crescente 
da 90° a 180°, ma è sempre positivo, e si annulla per a = 180°. 

Se la sezione non è quadrata, il valore di m si annulla non solo per a= 1809, 
ma anche per un a; tale che sia cosa, = —1:(e° — 1). Affinchè a, sia reale, 
occorre che sia e? > 2, cioè che si abbia c= 7/s> V2, 1> 1,414s. 

Perciò se 2< 1,414s, occorrono momenti m sempre positivi per a che cresce 
da 0 a 180°, e che si annullano solo per a= 180°. Ne segue che l’anello rovesciato, 
pur essendo in equilibrio, è instabile; quindi abbandonato a sè stesso, ritorna di 
scatto nella configurazione primitiva. 

Se invece Z > 1,414s, il valore di m cresce fino a un massimo, poi decresce e 
si annulla per a, compreso fra 90° e 180° (tanto più prossimo a 90° quanto maggiore 
è c), poi è negativo fino a un minimo e ridiventa nullo per a= 180°. Quando 


(*) O. BELLUZZI: Sul comportamento elastico delle travi ad anello, « Mem. Accad. Scienze» 
Bologna, 1956, n. 3. 

(*°) È Iccito trascurare nel denominatore 2 rispetto a r, se s/r è abbastanza piccolo. Un calcolo 
condotto con maggior cura (nota 1), trascurando invece 2? rispetto a r°, conduce allo stesso risultato, 
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a> a; occorrono dunque coppie m frenanti, se si vuole che l’anello non raggiunga 
di scatto la configurazione rovesciata, che ora è stabile (21). 

Per a= 90° si ha m= EJ,/r2 qualunque sia il valore di c= Us. 

c) Se invece si usa la seconda forma della (a), l’espressione £7,/r* è (1360) 
la rigidezza W dell’anello alla rotazione, e si ha 
m= WI[(1— k*) sen a cosa + k? sen q]. 

Per « piccolissimo si può porre sena= — a, cosa= = 1, per cui si ritrova 
m= Wa, a= m/W = mr8/EJ,, in armonia con la (770). Ad es., nel caso della 
sezione quadrata (kK= 1), la legge a= a (@) si scosta di meno dell’1% dall’anda- 
mento lineare a= mr*/EJ, fintanto che a < — 140 (22), 


795. Spostamenti di un punto provocati da distorsioni. 


I movimenti conseguenti ad una distorsione che avvenga in una data 
sezione $, si calcolano semplicemente sovra ponendo gli effetti dovuti 
alle sollecitazioni che, applicate alla S,, realizzano la distorsione stessa. 


Esercizio 1788. — Nel caso dell'esercizio 1747, calcolare l'aumento del raggio 
r provocato dalla distorsione. 

Soluzione. L’anello rimane circolare, perchè ogni tronco ds subisce la stessa 
deformazione Adp = Mds/EJ. 

La circonferenza 2wr diventa 277 + 7, per cui il raggio diventa (277 + 7) : 27, 
e cresce di Ar= 7/2x. 


Esercizio 1784, — Nel caso dell'esercizio 1748 calcolare l'aumento del dia- 
metro OD. 

Soluzione. L’allontanamento dei punti 0 e D è dovuto alla deformazione del 
mezzo anello CBD. Perciò, indicando con J,3 il momento d’inerzia del mezzo 
anello rispetto al diametro OD, si ha (es. 1748 a) (513:) 

EIA ar(r\}_1 
3 EJ a Di 

Esercizio 1785. — Nel caso dell’esercizio 1753, calcolare l’innalzamento é 
del vertice. 

Soluzione. La sezione terminale 8 del semiarco ad es. destro, soggetta alla 
reazione mutua E, subisce una traslazione la cui componente orizzontale è evi- 
dentemente 4/2 e la cui componente verticale è il d cercato. Se Trovo è il momento 
centrifugo del peso elastico del semiarco rispetto alle rette x, e Yo (assi principali 
dell’intero arco), si ha d= R-Jxoxo- 


(*1) Ad es., nel caso di c= V/3, cioè 7= 1,732s, si ha 
m= (EJyr®)(2 sen a cos a + sen a)= (Z7,/r®)(sen 2a + sen a). 
Al crescere di a, m cresce; diventa massimo per a = 53°%0"(1max = 1,76E./r®), poi diminuisce; 
diventa uguale a ZJ,/r® per a = 90° (qualunque sia il valore di c); si annulla per a, = 120°, poi 
diventa negativo; diventa minimo per a= 147920" (min > — 0,372J,/r®) e ridiventa nullo per 
«= 1800. 
(*) Per maggiori dettagli si veda l’articolo citato nella nota 19. 
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Il momento Joy SÌ deduce dai momenti J; e J,, che valgono (540), (541) 
(0= n/4)J= 0,285478/PI, J,= 0,01229/BJ; quindi per la (57) (a= 45°) e la 
(36) si ha Jzov0 (Ji — J,) :2= 0,13669/E7. Pertanto, si ottiene 


EI # 
$= E Jero = 3,36=3% + 0,1366 77 = 0,459. 


796. L’impiogo del principio dei lavori virtuali. 


Nello studio degli effetti provocati dalle distorsioni, il principio dei 
lavori virtuali si applica come nello studio degli effetti dovuti ai carichi 
(Cap. XV). 

a) Determinazione delle sollecitazioni. Nel caso delle strutture reti 
colari con un vincolo sovrabbondante (fig. 1714), si vogliono gli sforzi 
nelle aste provocati da distorsioni Z che avvengono in un certo numero 
di aste. Soppresso tale vincolo, che si sosti- 
tuisce con la reazione incognita X, siano $ 
gli sforzi e As= Ss/ZA le deformazioni ela- 
stiche reali dovuti a X. Considerando le 7 
positive se si tratta di tronchi aggiunti e a) N 
negative se asportati, le variazioni totali ì 
delle lunghezze s delle aste sono 4+ 4s, che 
costituiscono un sistema di deformazioni 
congruenti (le sole Z o le sole 4s non sono 
congruenti). Si considera poi la situazione d) È 
fittizia X=1 o gli sforzi $” conseguenti, 
che costituiscono un sistema equilibrato. 

Mancando i carichi, l’unico eventuale lavoro virtuale esterno è 20”, 
che compiono le reazioni fittizie 0” se i vincoli subiscono dei cedimenti y. 
Quindi l'equazione dei lavori virtuali risulta (*) 


(1467) Z0'y= 2844 48). 
La (1467) si può anche scrivere (*) (0= s/2.4, S= S°X) 


Fig. 1714. 


(8) Se i cedimenti y sono nulli, è nullo anche Il lavoro virtuale esterno Z,: per cui l'equazione 
dei lavori virtuali L= L; diventa 0= L,. 

(&) Se si pensano tagliate le aste in corrispondenza delle sezioni nelle quali si effettuano le 
distorsioni 2. e se alle coppie di facce rese così libere si applicano gli sforzi S’ come fossero forze 
esterne, il termine — XS‘ che ora figura nel primo membro si può considerare il lavoro virtuale 
esterno compiuto dagli S” in seguito agli spostamenti relativi X delle varie coppie di facce. Se 2 
è positiva (tronco aggiunto), le facce s’allontanano, e il lavoro degli S’ (positivi se di trazione) è 
appunto negativo. Il lavoro virtuale interno rimane ®S’As. La (1467,) è dunque ancora L,= L;. 

La convenzione fatta per il segno delle % è in armonia con quella del n. 381, che considerava 
w= vÎ — vÎ positivo se le due facce si aliontanavano. 

I segni richiedono molta attenzione, perchè è facile sbagliare; tanto più che non sempre 
l'intuizione aiuta, specie quando si tratta di più distorsioni e di strutture complesse. 
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(1467,) Z'y— E8°)= Z8'As= 28'S80= XZ8"0, 
da cui 

Z0y— 284 
(1468) = 59% 


Ottenuta la X, gli sforzi nelle varie aste valgono S= S'X. 

) Se la struttura ha più di un vincolo sovrabbondante, si hanno 
più incognite X°, X”, X”*... Si considerano allora (come nel n. 322 b) 
successivamente le situazioni fittizie X'=1, X"=1, X”=1.. ei 
rispettivi sforzi conseguenti S°, 8°, 8... Quindi si ottengono tante equa- 
zioni dei lavori virtuali quante sono le X, associando ciascuna situazione 
fittizia con quella effettiva, nella quale ora gli sforzi effettivi S dipendono, 
in generale, da tutte le X (S= S'X"+ S/X”+ SX”4 ...). Si ottiene 
così il sistema 


Z0)— I8'%= I8'As= ES(SX'+ SX4 SUXMA ...)O 
(1469) Z0y— 28"A= E8"As= ESSX4 S'X"4 SX ...)0 


c) Nel caso delle travi a parete piena con un vincolo sovrabbondante, 
se avvengono distorsioni dei tipi 9, v, 7, 0 in più sezioni, nelle quali le 
sollecitazioni fittizie dovute a X =1 sono M’, N°, 7”, Mi, procedendo 
come in a) si ottiene l'equazione 


(1470) Z0y— EMp— ENy— ST ZM;0= 


= [a+ a+ /,t1 a+ fa Hirltaa, 


I segni — attribuiti alle quattro sommatorie sono in armonia con le 
convenzioni sui segni delle sollecitazioni M, N, T, M, e delle distorsioni 
pv, t, 0. Essi sussistono indipendentemente dai segni di queste, che sono 
quantità algebriche e che vanno introdotte coi loro segni (%). 

Nel caso di più vincoli sovrabbondanti, si procede come in d). 

d) Calcolo dello spostamento di un punto provocato da distorsioni. 
Se la struttura è reticolare, si applica (come nel n. 324 a) una forza P.=1 
nel nodo % del quale si vuole lo spostamento e nella direzione secondo la 
quale questo si vuole valutare. Se C, ed S, sono le reazioni dei vincoli 


(#5) Giova osservare che in luogo di Pò che figura nell’equazione dei lavori virtuali relativa 
ai problemi ordinari, in quella relativa ai problemi di autotensioni figura invece — ESì, oppure 
— EMp, — ENv, ecc. Si può pensare che queste ultime sommatorie rappresentino un lavoro virtuale 
esterno, come ®PÒ. Si veda in proposito la nota 24. 

Come vedremo, questa sostituzione si riscontra anche in altri teoremi. 
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e gli sforzi nelle aste (fittizi) provocati da P.= 1, l'equazione dei lavori 


virtuali risulta 
1-dit+ Z0y = 2844 48); 
da cui 
di= Z8:(A+ As) — 20,9 = 28544 2880 — 2093 


dove gli S sono gli sforzi reali provocati dalle distorsioni ». 

Se la struttura è isostatica, gli S sono nulli e il termine 28,80 è nullo. 
Se è iperstatica, gli S non sono nulli. Ma 2$; - (Sg), che è il lavoro virtuale 
degli sforzi fittizi 9, per le deformazioni reali As= So, si può invece 
scrivere 28 - (8.0) = 28 - As; per cui è anche il lavoro virtuale degli 
sforzi reali S per le deformazioni fittizie 4s,, congruenti, che sarebbero 
prodotte dagli sforzi S,. E quest’ultimo lavoro virtuale interno è nullo, 
dovendo ‘essere uguale al lavoro virtuale esterno, il quale è nullo perchè 
gli sforzi $ sono equilibrati tra loro in assenza di forze esterne (89). 

Pertanto, in entrambi i casi risulta semplicemente 
(1471) di = ZA — Z0xyp. 

Qui gli 8, e le C+ sono quelli che si hanno nella struttura data, isosta- 
tica (se lo è), oppure iperstatica (se lo è), e non nella struttura principale 
come nel n. 324 c); altrimenti nella (1471) non figurerebbe nulla che tenga 


conto della struttura vera (?°), (*). 
e) Nel caso delle travi a parete piena, si ottiene analogamente 


(1472) ò,= ZM.p+ ZNw + ZTr + Z2M,0— Z0wy. 
Nel n. 803 vedremo che si giunge alle stesse espressioni (1471), (1472) 


anche partendo dal teorema di Land. 
i) Vale anche qui ciò che si disse nel n. 324 d, e). 


Esercizio 1786. — Risolvere l'esercizio 1743 mediante i lavori virtuali. 
Soluzione. Supposto che la reazione X in A sia di trazione, la X ela X=1 
provocano rispettivamente N= X, N’= 1. Quindi la (1470) dà (v= 4) 


N'N 19.4 pd) , EA 
n= ff / = da cui X=- GA. 


(8) Si riconosce che la sommatoria in questione è nulla anche osservando che essa rappresenta 
illavoro mutuo o indiretto degli sforzi Sy relativi a un sistema di forze (P, = 1) per le deformazioni 
As relative a un sistema di autotensioni (o viceversa); e ricordando (n. 338 2) che tale lavoro è 
nullo. 

(#) Gli eventuali cedimenti y dei vincoli esterni si possono considerare anch'essi come delle 
distorsioni; per cui il termine — ZCxy è dello stesso tipo di X.S,%, e la somma dei due termini è il 
contributo di tutte le distorsioni % e y. Il segno — esterno è dovuto al fatto che i contributi Cxy 
sono negativi o positivi secondo che i versi di C e di y sono uguali od opposti, mentre i contributi 
Sy). sono positivi se i segni di S, e di % sono ‘uguali (per la convenzione sul segno positivo di ), 
ossia di 7). 

(®*) Nel caso delle strutture isostatiche, lo spostamento è, di un punto & provocato da distor- 
sioni si può ottenere anche mediante considerazioni cinematiche (es. 400 a), che però non sempre 
sono semplici; per cui in questi casi è preferibile far uso della (1471) o della (1472). 
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Esercizio 1787. — Nel caso dell’esercizio 1786, calcolare lo spostamento di 
un punto % distante d da B. 

Soluzione. Se k è a destra di 8, la forza P,= 1 agente verso destra in % provoca 
(es. 57) in S lo sforzo di trazione N. = 14/1. Quindi la (1471) dà è, = NMiv= N} = 
== (14/04. 


Esercizio 1788. — Risolvere l'esercizio 1745. 

Soluzione. La reazione X in A e la X= 1 provocano in S i momenti M= 
= Xa, M'= lo, M,= Za, M;= la. Con le convenzioni del n. 381 e della fig. 742 c) 
la distorsione g è negativa. Quindi la (1470) dà 


MM lo - Xo P.Cd x 3EI 
+1a-9=f DI d= f FI = |: da cui X= pw: 


Esercizio 1789. — Nel caso dell’esercizio 1788 calcolare l'abbassamento M 
di un punto %. 
Soluzione. Se x è l’ascissa del punto %, il carico P,= 1 provoca (308) la rea- 
zione A= 1(0— 2)?(22+ x): 223. Perciò, se % è a sinistra di $, si ha 
1(1— 2)?(22 + 2) DO 
288 


Quindi la (1472) dà (nel nostro caso g=— a) 


M= Ma p= - ALOMZTO + (a— 2)| a (innalzamento). 


My= — l(a— x). 


So k è a destra di S, cioè se 2 > a, si tralascia il termine (a — 2). 
Si è trovata così l’equazione della linea elastica provocata da a. 


Esereizio 1790. — Idem; calcolare la rotazione gx in un punto &. 

Soluzione. Una coppia fittizia M,= 1 applicata in un punto % di ascissa @ 
genera una reazione A rivolta in basso, che si determina annullando lo spostamento 
dell’estremo A svincolato, per effetto di M, e di A, e che risulta A= — 1,5(2— 
— 2°) : ?. Perciò, se & è a sinistra di S (se % è a destra di $, si tralascia l’addendo 1), 
si ha in S il momento M,=— 1,5(f2— 22)a:# +1. 

Quindi la 1472 dà (p=— a) 


= Uag= [+ 150 — 22)a:P- Ila. 


Esercizio 1791. — Nella struttura della fig. 1709 s'inserisce un tronco 4 in 
corrispondenza di una sezione qualunque dell’asta 1. 

Soluzione. Supposto che lo sforzo X nell’asta 1 sia di trazione, la X = 1 genera 
gli sforzi fittizi ST= S1=+1, S5=...S=— 1/V2. Quindi la (1468) dà (o0= 
= = s/EA=0, 0= 0= 8V2/BA=0V2) 


— 1-4 I oso 241. 


2-120V2+ 4(— 1/V2)f0 4,8280 8 
Si ha così S,=S2,= X=— 0,207E4%/8, S3=..8=— X/V2=+ 
+ 0,1462.47/8. 
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Esercizio 1792. — Idem. Calcolare l'aumento della distanza AB. 
Soluzione. Due forze fittizio P.= 1 applicate in A e in B provocano (es. 72) 
8n= + 0,707. Quindi la (1471) dà AAB=4+ 0,707 <A. 


Esercizio 1793. — Idem. Calcolare la variazione della distanza OD. 
Soluzione. Due forze Py = 1 applicate in O e in D provocano nell’asta 1 (es. 72) 
8y,=— 0,293. Quindi la (1472) dà 40D= 0,293 - 7. 


Esercizio 1794. — Idem. Verificare che ZiS,S0 = 0 (n. 796 d). 

Soluzione. Gli sforzi provocati dalla distorsione 4 (es. 1791) e quelli provocati 
dalle due forze P.= 1 (es. 72) sono 

S,= S,=— 0,207E4%/8, = Sa=.. G=+0,146E47/8 ; 
8 + 0,707, Sa=— 0,293, Su=S=+ 0,207. 

Quindi si ha (a meno del fattore comune E.47/s) 

8,80 = + 0,707 + (— 0,207)0.v2 — 0,293 + (— 0,207)o V2 + 4 + 0,146 + 0,2070 = 
= — 0,2070 + 0,0869 + 0,1219= 0. 


Esercizio 1795. — Nella struttura della fig. 1709 s'inseriscono sei tronchi 4 
uguali nelle sei aste. Calcolare la X nell’asta 1. 
Soluzione. La (1471) dà (es. 1791) 


— ES —(1+1—4-0,707)A _ EA 
TRO Tasto =+0,17222. (29) 


Si ha così S,= S,= X, S3=.. Ss= — X/V2= — 0,121P47/8. 


X 


Esercizio 1796. — Idem. Calcolare l'aumento della distanza AB. 
Soluzione. La (1471) dà (es. 72) 


A4A4B= X8,= A28,= A(4+ 0,707 — 0,293 + 4 - 0,207)= + 1,242. 


Esercizio 1797. — Nella struttura della fig. 1715 a) le tre aste hanno uguale 
sezione A. S'inserisce un tron- 
co 7 nell’asta 1. 


Soluzione. Se X è lo sforzo d 
provocato nell’asta 1, che sup- 2 4 
poniamo di trazione, la X= 1 
(fig. 1715 b) genera gli sforzi 
S=+1, S=— 0,518, S= , 
=— 0,732. Si ha g,=s/E4= 3 

ZA 


=0, 0,=1,4140, 03= 1,1550. 
Quindi la (1468) dà Fig. 1715. 


(®) Seinvece le è fossero proporzionali alle lunghezze delle aste (X3= ... A4j= A, 33 "= )2= 272), 
le aste resterebbero inerti (X = 0). Ciò accade ad es. nel caso di una variazione termica uniforme, 
nel quale le variazioni delle lunghezze As= aysAt (equivalenti a distorsioni %) sono proporzionali 
alle lunghezze. 
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= 1 È 
289 (1° + 0,518* - 1,414 + 0,732? - 1,155)0 


Si ha poi S,= + 0,259242/s, S3= + 0,3672.4%/s. 


Xx 


0,5007 i A=Se 


Esercizio 1798. — Calcolare l'abbassamento del punto %. 

Soluzione. Si devono calcolare anzi tutto gli sforzi fittizi provocati da P,= 1 
applicata alla struttura iperstatica. La P2= 1 applicata alla struttura principale 
(fig. 1715 c) genera Sx = + 0,897, Sso= — 0,732. Quindi la (469) dà (es. 401) 


288°0 _ _ + 0,897 - (— 0,518)1,4140 — 0,782 - (— 0,732)1,1550 
Dito — 170 + (— 0,618)*1,4149 + (— 0,732)"1,1550 
=+0,019= Sx. 


Noto 8, = X, la (1471) dà d,= + 0,019. 


FI 


Esercizio 1799. - Calcolare l'aumento della distanza OD nel caso dell’eser- 
cizio 1747. 

Soluzione. Due forze fittizie unitarie applicate nei punti 0 e D generano in 4 
lo sforzo normale N, = + 0,5 e il momento flettente (es. 508) M.= + 0,182r. La 
rotazione g è negativa (fig. 742 c). 

Quindi la (1472) dà (cfr. l’es. 1783) 


A0D= N.v + Mp= 0,54 + 0,182r » (— @) = 0,54 — 0,1824= + 0,3187. 


Esercizio 1800. — Studiare il caso dell’esercizio 1757. 

Soluzione. Supposto che la reazione X (orizzontale) della cerniera in A sia 
rivolta in fuori, in una sezione generica dè M = + Xr sen @. La X = 1 genera 
in chiave N'=+ 1 e nella sezione generica M’= + 17 sen @. 

Quindi la (1470) dà 


si MM 5-1 : can _ ER. 
—ly=-14= ic s= 77 fXrenw 1r sen @ rdo=G7 3 


per cui risulta X= — (2£J/wr*)A (in dentro). 


Esercizio 1801. — Nello stesso arco semicircolare a due cerniere s’inserisce 

in chiave un tronco Z convergente in un punto © (fig. 1716). 
Soluzione. La distorsione suddetta equivale 
À a uno spostamento v= = a(r— d) e a una 


\e] rotazione p= — a. Quindi la (1470) dà 

\I 

ce —N'y-Mp=-l-alr—-d)—lr-(-a)= 
bile NU ;, Ian 

O) =+ad= [Fr = 4: 


FIGI, per cui risulta X = + (2E/mr*)ad (in fuori), 


Se © coincide con O, si ha d= 0 e quindi X= O (cfr. l’es. 1758). 
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Esercizio 1802, — Calcolare 7 del vertice nel caso dell’esercizio 1801. 

Soluzione. La forza fittizia verticale P.= 1, rivolta in basso, applicata nel 
vertice, genera (es. 429) la spinta H= 0,318, cui corrisponde in chiave N, = 
2° — 0,318. Quindi la (1472) dà dò, = MA=— 0,318 (innalzamento). 


Esercizio 1808. — In un arco semicircolare di sezione costante, articolato 
alle imposte (fig. 1717), si effettuano le distorsioni + y in chiave, + 7 nella sezione 
avente 0=+ 60° e + nella sezione avente 
0= + 30°. Calcolare la reazione orizzontale X. 

Soluzione. Supposto che la X sia rivolta in fuori, 
la X genera nella sezione generica M= + Xr sen0. 
La X=1 genera M’'=+ lrsenw nella sezione 
generica, e nelle tre sezioni suddette genera Mj,0= 
= + 0,57, Tio = + 0,5, Ne =+1 

Quindi la (1470) diventa Fig. 1717. 
MM _ I n 

ET ET 3° 


da cui X= — (22J/rr®)(0,5rp + 0,57 + 17) (in dentro). 


— 0,5r:g- 0,5:1-1:»=f 


Esercizio 1804. — Nella trave Gerber della fig. 1718 a) si effettua la distor- 
sione g= — a in una sezione 8. Calcolare l'abbassamento del punto di mezzo V. 
Soluzione. a) Il carico fittizio P,= 1 


1 e L "i genera la reazione D= (1/2)(0+c):1. 
E W& XK CRISES Perciò il momento fittizio in 8 risulta 
(53 Ù 


A Diga) 
a) Fi M=-$(0+9) +3 1t°a- 


Ba stia 
SI dii 
S yN N Lì 
N Ù Be “D pa Quindi la (1472) dà d,.= Mg = 


dle = — (1/2)(0c/) - (— a) = + (be/2a. 

b) È semplice anche il ragiona- 
mento cinematico. La deformata è tracciata nella fig. 1718 b). Si ha BB, = ab, 
= ab/l; quindi la cerniera E si abbassa di (ab/I)c, e il punto % si abbassa 
della metà. 


Esercizio 1805. — Nell'arco semicircolare della fig. 1719 si effettua una di. 
storsione 7 nella sezione S avente 0 = + 60°. Cal. 


colare lo spostamento orizzontale £. del punto % Sx 

avente 0 = + 300, Pa 
Soluzione. Una forza fittizia orizzontale P.= 1 al £, \ 

agente in % provoca la reazione verticale A= 0,25. / la 


Perciò il taglio fittizio in S è T,,= 0,25 sen 60° + 4 lei OPA 
+ 1 cos 60°= + 0,7165. SS 

Quindi la (1472) dà &= T.r=4+ 0,71657 10,25 
(verso sinistra). Fig. 1719. 
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797. Il lavoro di deformazione. 


a) Strutture reticolari iperstatiche (per eccesso di vincoli esterni o 
di aste). Se avviene un sistema di distorsioni Z, che provoca degli sforzi 
$ e delle deformazioni elastiche As= 8s/ZA4= So, il sistema degli S è 
equilibrato senza forze esterne e il sistema delle deformazioni totali A+ As 
è congruente. Perciò applicando il principio dei lavori virtuali agli 8 
e alle corrispondenti 7-+ 4s (qui entrambi i sistemi sono quelli reali) 
si ha 

ZS(A+ 48)=0, da cui ZSA8=— 284. 


Quindi si ha anche 
0,52SA4s=— 0,5297. 


Ma il primo membro è il lavoro L di deformazione (95), che pertanto 
è rappresentato anche dal secondo membro. Si ha dunque 


(1473) L=-1 xs; 


ossia il lavoro di deformazione vale la metà della somma dei prodotti, 
cambiata di segno, degli sforzi S per le corrispondenti distorsioni 4 (estesa 
naturalmente alle sole aste che hanno subito distorsioni). Questo teorema 
si può considerare il corrispondente di quello di Clapeyron (488). 

b) Travi a parete piena iperstatiche. Se avviene un insieme di di- 
storsioni 9, v, 7, 0 in un certo numero di sezioni, che provocano le solle- 
citazioni M, N, T, M., si trova in modo analogo che il lavoro di deforma- 
zione vale 
(1474) L=- 3 ZMp + 


1 1 
ZNy g ZTt- 3 ZM0. 


c) Caso generale. Se nel corpo s'imprimono delle distorsioni diffuse, di 
caratteristiche (distorsioni unitarie) e. e, e, Ye Yz Iv: (°°), cui conseguono le 
tensioni Gx, Oy O: Try Tzz Ty» il lavoro di deformazione vale 


1 
(1475) L= f(0.0-+ 0,044 0,004 tod + td + tod)V + 
v 
d) L’affinità della (1473) e della (488) diventa naturale se gli sforzi S, che 
sono le reazioni mutue che nascono nelle sezioni che hanno subìto le distorsioni 
A, si considerano invece come le forze che bisogna applicare alle due facce di ciascun 
taglio per produrre gli spostamenti relativi »v= Z (onde far posto ai tronchi 4 


(*) Queste distorsioni diffuse, dette anche deformazioni impresse, sono le corrispondenti 
{con simboli un po’ diversi per distinguerle) delle deformazioni elastiche ez, €y ... Yys- L'insieme 
dello deformazioni totali e, + ez, €y + &y» +». 9yz + Yys> cioè delle distorsioni e dello deformazioni 
elastiche conseguenti, è congruente, mentre in generale non lo sono separatamente i due sistemi 
singoli. 
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che si vogliono inserire o sopprimere). In tal modo — 284 rappresenta il Zavoro 
esterno (come nella (488)) compiuto dalle forze S per produrre gli spostamenti 4. 
Il segno — è dovuto alla convenzione (n. 798) sul verso positivo di v (allontana- 
mento delle due facce), cui corrisponde uno sforzo normale N o 8 negativo (com- 
pressione). Quindi esso fa diventare positivo (tale dev'essere L) il prodotto ne- 
gativo SA. 

Lo stesso dicasi per il caso della (1474), nella quale i vari termini rappre- 
sentano i lavori esterni compiuti dagli M, N, 7, 21, per produrre le varie di- 
storsioni @, v, T, 0. 


Esercizio 18068. — Verificare la (1473) nel caso dell’esercizio 1791. 
Soluzione. Il lavoro di deformazione calcolato mediante la (487) risulta 


828 1 . BA .\° EA .\ 
L= E pr= spa fe(- 0207 Pa) VI + 4(+ 0,1465520 
EAX 


PE? A378/8 . A 
ori Ch 0,207*/3 + 4 + 0,146?) = 5 0,207 2, 
Usando invece la (1473) si ha immediatamente 

L= — (1/2)8,4= — (1/2)(— 0,207E42/s)A = (1/2)0,207E44#s. 


Esercizio 1807. — Idem, nel caso dell’esercizio 1795. 
Soluzione. Se si usa la (487) si ha 


1 EA .)? EA 1 
L= spa e (+ ora 6 af va + a(- nn EL a) - 0,142 


Usando invece la (1473) si ha 
L= — (1/2)ES4= — (1/2)(2 - 0,172 — 4 - 0,121)(Z.47/5)A = (1/2)0,142EA4?/8 + 


Esercizio 1808. — Verificare la (1474) nel caso dell’esercizio 1788. 

Soluzione. Si ha M,=+(3EJ/P)afa e p,= — a. Quindi la (1474) dà L= 
= — 0,514, - g,= — 0,5(327/2)ata - (— a) = + 1,5(27/P)a2a2, 

Infatti, se si calcola invece L come semiprodotto di 4 per d = aa, si ha ancora 
L= 0,5(3EJ/l8)aa + aa= 1,5(EJ/1*)a?a. Oppure si può calcolare come lavoro 
interno, dato dall’integrale di M*dr/2EJ = A*x*dx/2EJ, cioè (es. 490) da A?/6EJ, 
s porre A= (3£J/)aa. 


Esercizio 1809. — Calcolare il lavoro di deformazione nel caso dell’esercizio 
1803. 

Soluzione. a) Mediante la X trovata, si ha in una sezione generica M= X7 sen @. 
Quindi, nel modo consueto, si ottiene 


2. 
4 EJ° 


a 
L J Mds (Xr sen ©) 


È 
X2r3 

8 pres 

2EJ 2EI "0=55I / sen! @do = 
0 


b) Nelle sezioni aventi 0 = + 30°, + 60°, + 90° la X gonera 
MUgg= + 0,54, Tso= + 0,5X, Noo= + X. 


MERA 
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Quindi la (1474) dà 
L= (1/2)(0,5Xr - @+0,5X -t+X-v)=— (2/2)(0,5rp + 0,57 + n) = 
= (EJ/m3)(0,5rp + 0,57 +»). 


Si riconosce facilmento che i due risultati coincidono (®), 


798. Il teorema di reciprocità per le autotensioni. 


Anche nel campo delle autotensioni vale un teorema di reciprocità 

del tutto analogo a quello di Betti (n. 333), che è fecondo di applicazioni. 

a) Strutture reticolari iperstatiche. Siano 4, le distorsioni (del tipo ») 

di un sistema A), praticate in un certo numero di aste, e siano 8, e 48, = 

= S,s/EA= 8x9 gli sforzi e le deformazioni elastiche che ne conseguono 

in tutte le aste o in una parte di esse. Analogamente, siano 7, le distorsioni 
di un secondo sistema B), e siano S, e 4s, = 89 le conseguenze. 

Gli sforzi S, sono equilibrati tra loro (mancando le forze P, esterne); 
e così pure gli S,. Le variazioni totali della lunghezze s delle aste sono 
A+ 48, ® costituiscono un sistema A) di deformazioni congruenti (3); 
e così pure le 4-4 4s,. Perciò questi sistemi di sforzi e di deformazioni 
soddisfano le condizioni richieste dal principio dei lavori virtuali. 

Se associamo ad es. gli sforzi del sistema A) con le deformazioni del 
sistema B), il lavoro virtuale interno è uguale a zero, perchè (mancando 
le forze P.) il lavoro virtuale esterno è nullo. E così pure se associamo 
invece gli sforzi del sistema 2) e le deformazioni del sistema A). Si ha 
così (93) 

(a) SA, + 48) =0, oppure ES(4,+ 4s)=0. 


La sommatoria è estesa alle aste che hanno sforzi S, e deformazioni 
43», mentre l’addendo 4, figura solo nelle aste che hanno subito distorsioni. 
Orbene, le (a) si possono scrivere 
ZSh=— Z8As,=— Z8,8,8/PA; 
ZSha=— 28,484=— Z8838/PA . 


(#1) In a) si sono tralasciati i lavori LX ed Lr. Lo stesso si è fatto implicitamente anche in d), 
perchè la X dell’esercizio 1803 si è calcolata tenendo conto soltanto di La. 

(*5) Ripetiamo che il sistema delle sole distorsioni X non è, in generale, congruente (perchè 
le 2 sono arbitrarie). Le deformazioni elastiche As (e quindi gli sforzi S) nascono appunto per rene 
dere congruente il sistema % + As delle deformazioni totali. 

Se il sistema delle % fosse congruente, non nascerebbero deformazioni elastiche e sforzi. 

Anche il sistema delle sole deformazioni elastiche As non è congruente. 

(8) I vincoli esterni si suppongono rigidi, così che le loro reazioni Ca non compiono lavori 
virtuali esterni. Se invece sono cedevoli, si possono considerare i cedimenti ‘, come delle distorsioni 
e le reazioni Cx come degli sforzi interni; per cui il lavoro virtuale 2CyY» (un. 320 a, 326 a) si può 
considerare come interno e si può aggiungere al lavoro virtuale interno Sg(2 + Asp). Lo stesso 
dicasi per ZCpYa 
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I secondi membri sono uguali, quindi sono uguali anche i primi; per cui 
si ha 

(1476) I8A,= Z8 e + 

Naturalmente le sommatorie sono estese a quelle aste nelle quali gli sforzi 
£ e le distorsioni 7 non sono nulli. 

Se gli sforzi S si considerano invece delle forze esterne (come nel n. 797 d), 
le sommatorie rappresentano i lavori esterni compiuti dagli S associati agli spo- 
stamenti relativi 7 delle due facce su cui agiscono; e allora la (1476) non differisce 
per nulla dal teorema di Betti. 

b) Travi a parete piena. Consideriamo una trave iperstatica sog- 
getta a un sistema A) di distorsioni 7, (dei tipi g, v, 7, 0) in un certo numero 
di sezioni, e siano Ma, Na, Ta; Mile sollecitazioni ed M,ds/EJ, Nds/EA, 
yTd8/GA, qgM,,98/GIz le deformazioni conseguenti. Lo stesso dicasi per 
un sistema B) di distorsioni 4s. 

Se associamo ad es. le sollecitazioni del sistema A) con le deformazioni 
del sistema B), e se separiamo i termini delle distorsioni da quelli delle 
deformazioni elastiche, il principio dei lavori virtuali è espresso da 


(b) ZMpn + ZNont ZTatn + ZU, Int 
MM NN TT MM 
+/567 a+/Ga a+/r and +fa tg a=o. 


Le sommatorie sono estese alle sezioni che hanno sollecitazioni nel 
sistema A) e distorsioni nel sistema B) non nulle. Anche in questo caso, 
se sì scrive una seconda volta la (a) associando invece le sollecitazioni 
del sistema 2) alle distorsioni del sistema A), i secondi membri risultano 
uguali, e quindi sono uguali anche i primi membri. Per cui si ha 


(1477) ZMpy + EN + ETatrt ZM,,0= 
= ZMxpa+ ZNwa+ ZTta+ ZM,,0a- 

e) Caso generale. In ogni punto del corpo (o in una parte di questo) s'im- 
primano separatamente due diversi sistemi di deformazioni diffuse di caratteristiche 
(distorsioni unitarie) (34) 

e, e, ehy Fey Inn I e I I Ie 


Essi provocano rispettivamente le deformazioni elastiche e le tensioni 


P 
Si 8h, eh, Vino Viso Visio ei, 8 Er Vo Va: Vi 
o, 05, 02, Tgr Ts Tini 08, 00 0, Tao Toso Tris 


Le deformazioni totali (congruenti) nei due casi sono 


(£+ 6), (4+ 55), Gre trio) (+80), (+ 8g), + (grit 703)» 


(84) Le distinguiamo momentaneamente con uno 0 due apici anzichè con gli indici a e è, per 
semplicità di notazioni. 


== SH iiipyqZN N ;5;N}M!l n =: 
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Quindi il principio dei lavori virtuali dà ad es. l’equazione 


(0) f tostes' + 84) + 05(eg" + 05) + silos + £01AV = 0. 
vp 
Per brevità, la scriveremo simbolicamente con un solo termine (e useremo 
di nuovo gli indici a e 5): 


(e’) fose +8,)dV=0; e analogamente fore + 8)dV = 0. 
n: pr 
Se separiamo i termini, si ha anche 


(0) [0,dV= — fowsar= —fo. *coydV, fordr= —|[0x8dV=—|0x:c024V. 
Vv I Vv e V Vv 


Per l’uguaglianza dei secondi membri, si ottiene anche in questo caso 


(1478) J ced = J c16dV . 
v v 
d) Ricordiamo (n. 338 5) che il lavoro mutuo o indiretto di un 
Sistema 1) di forze e di un sistema 2) di autotensioni è nullo. 

Ne segue che il lavoro totale dei due sistemi è la somma L,4- IL (0 
L,+ L.) dei due lavori (entrambi essenzialmente positivi). Perciò l’auto- 
tensione aggiunge il suo lavoro L, a quello L, delle forze e lo fa crescere 
in ogni caso; e se l’autotensione è al suo inizio, il lavoro L, è infinitesimo 
del secondo ordine. È su questi due fatti (n. 343 c) che si fonda il teorema 
di Menabrea. 

Un’altra conseguenza è che il lavoro totale non è mai nullo; per cui 
è vano tentare di annullare il lavoro di un’autotensione (cioè di sprigionare 
l’energia vincolata) mediante l’aggiunta di un opportuno sistema di forze, 
che anzi farebbe in ogni caso aumentare l'energia. 

e) Come nel caso di due sistemi di forze, il lavoro mutuo può invece 
essere positivo o negativo, e perciò in qualche caso può essere nullo (%), 

Pur essendo ciascuno dei due lavori Z, ed L, essenzialmente positivo, 
se il lavoro mutuo è negativo il lavoro totale La+ Ly+ Lar può essere 
minore di uno di essi o di entrambi, e può anche essere nullo (ma mai 
negativo). Quindi in certi casi è possibile annullare il lavoro di un’auto- 
tensione sovrapponendo una seconda autotensione opportuna (8), 


(*) Ad es., se la prima autotensione genera in una sezione S uno sforzo normale N di compres- 
sione, e se in S s'inserisce poi un tronco 4 a facce Parallele (seconda autotensione), si ha un secondo 
lavoro diretto Ly; inoltre lo sforzo N già esistente compie un terzo lavoro Z,z (mutuo) dovuto 
al moto relativo v == À, e in questo caso La» è positivo. Se invece nella seconda autotensione si 
asporta il tronco 4 (anzichè aggiungerlo) e si salda, il lavoro Ta compiuto da N è negativo. Infine 
se il tronco % s'inserisce o si asporta in una sezione in cui era V= 0, il lavoro mutuo Zy; è nullo. 
Si veda anche l’esercizio 1813. 

(*) Ad es., l’autocompressione che si ha in una barra rettilinea, fissata alle estremità, nella 
quale si sia inserito un tronco 4 a facce parallele, si può annullare mediante un raffreddamento 
tale che sia — ayli= 1, 


|C“|T-“h*É*;..---—T<= = ces se 2555 
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Esercizio 1810. — Nella struttura della fig. 1709 calcolare lo sforzo provocato 
nell’asta 1 da distorsioni quali si vogliano 4,, A; ds nelle aste 2, 4, 6. 
Soluzione. a) La distorsione i, nell'asta 1 provoca (es. 1791) gli sforzi S{= 
sa — 0,2074t/o, St= Sg = + 0,1464;/0, dove = s/EA. 
Lo sforzo S" provocato nell’asta 1 dalle 7’, A4', Ae è tale che sussista la 
relazione (1476) 
8510 + 80 + 860 = 877. 
Quindi si ricava 
Si = (9545 + SEA1° + 8645") : A = (— 0,20745" + 0,1464/" + 0,1407/") : 0. 


Le 4 si considerano positive o negative secondo che i tronchi sono aggiunti 
o soppressi. 
3) Se s=2m, A=8 cmq, E=2,1-10°kg/emg, si ha @= 0,000019. 
Se Z{1=2mm= 0,2cm, si ha S5=— 3479 kg, St= Si = + 2454 kg, 
Quindi, se 45’ = 1,6 mm, %{/= 2,8 mm, 7" = 3,2 mm, usando la prima o 


T7) 


la seconda espressione di $i’ si ottiene 
Si = (— 3479 > 0,16 + 2454 + 0,28 + 2454 + 0,82) : 0,2= 4579 kg, 
8 = (— 0,207 + 0,16 + 0,146 - 0,28 + 0,146 - 0,32) : 0,000019 = 4578 kg. 


Esercizio 1811. — In una struttura reticolare, un riscaldamento di 10° in 
un’asta r lunga 5,20 m provoca gli sforzi S8, = + 1200 kg, Sì=— 1450 kg, 
83= + 870 kg nelle aste 1, 2, 3. Che sforzo 8, si ha nell’asta r per effetto delle 
variazioni termiche At, = + 18°, Aty=+ 26°, Aty= — 15° nelle aste 1, 93; 
lunghe s1= 4,80 m, s,= 4,10 m, s3= 5,60 m? 

Soluzione. Un riscaldamento At in un’asta lunga s provoca (se l’asta è libera) 
un allungamento /s = a,s/t, che è equivalente all'aggiunta di un tronco 7= As. 
Perciò, tralasciando il fattore a, (uguale per tutte le aste), la (1476) dà 

+ 1200 + 4,80 + 189 + 1450 + 4,10 + 260 + 870 + 5,60 - (— 15°) = $, - 5,20 - 10°, 
da cui S,= — 2380 kg. 


Esercizio 1812. — Trave prismatica appoggiata in A e incastrata in B. Dati 
i momenti M, ed M, nei punti 1 e 2 (r,= 7/4, == 30/4) provocati da pn =— 1 
nel punto di mezzo m, calcolare M,, provocato da Qiinleg,in2. 
Soluzione. a) La reazione A provocata da Pm = — 1vale A= 1,5EJ/1, e provo- 
ca i momenti M,=+ 0,37527/I, M,= +1,125EJ/lL 
b) La (1477) dà 
Mp1 + Mpa = Un *(-1), 
da cui 
Un = — (0,3759, + 1,1259,)EJN. 


Esercizio 1818. — Nella trave ad anello della fig. 
1720 avvengono le due distorsioni degli esercizi 1747, 
1748. Esaminare il lavoro mutuo. Fig. 1720. 

Soluzione. La rotazione relativa a, delle due facce 
di S; intorno a O provoca dovunque soltanto un momento flettente. Perciò la 
traslazione relativa 4, in S, dà un lavoro mutuo L= 0. 
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Quindi anche la rotazione relativa a, in S, deve dare un lavoro mutuo Ly, = 0. 
Infatti, la 7, in S, provoca le reazioni mutue È, che generano in $, lo sforzo nor- 
male N= + FR sen @ e il momento flettente M = E - 7 sen ©; mentre la rotazione 
a; in S, equivale alle due distorsioni y= + ar e p= — a. Perciò si ha 

I,,= Nv+ Mp= Ny— Ma= Esenw-ar—Ersenm-a=0. 


Esercizio 1814. — In una sezione 8 della trave della fig. 1691 esisteva già 
la distorsione a dell’esercizio 1745. Avviene una seconda distorsione, consistente 
in uno spostamento verticale dè dell'appoggio A. Esaminare il lavoro mutuo. 

Soluzione. a) Se lo spostamento è è verso l’alto, il lavoro mutuo Ly è il prodotto 
A, positivo, della reazione A, già esistente per g. Se invece d è verso il basso, 
il lavoro mutuo La, è evidentemente negativo. 

b) Se dò è un abbassamento e se è uguale ad aa (fig. 1691), la trave diventa 
inerte e il lavoro totale LZ, + Ls + La si annulla. 

c) Valutiamo i vari lavori, avendo presente che nella prima situazione 
(es. 1745) si aveva A4= (3£7/8)aa e che la reazione dovuta allo spostamento è 
valo A, = (3£7/18)Ò. 

Il lavoro diretto della prima autotensione è L= 1,5(EJ/1)a%a?. 

Il lavoro diretto della seconda autotensione è Ly = (1/2) A, + d = 1,5(2J/19)òr. 

Il lavoro mutuo è La = 4g'd= 3(E7/2*)aa - è; oppure Lay = Asa “a = 
= 3(27/18)da - a. 

Il lavoro totale è L= La + Ly + Lan = (EJ/19)(1,50%a? + 1,56? + 3aad). 

Se é è un abbassamento e se è d= — aa, il lavoro totale risulta nullo. 


799. Teoremi corrispondenti a quelli di Maxwell. 


Sono casi particolari della proprietà stabilita nel n. 798. 

a) Strutture reticolari. Il sistema A) sia costituito da una sola di- 
storsione 4, = 1 che si effettua in un’asta , e il sistema B) da una sola 
distorsione 2, = 1 che si effettua in un’asta v. Se indichiamo con Su 
lo sforzo provocato nell’asta vw dalla distorsione unitaria 4,, e con Sy 
lo sforzo provocato nella v dalla distorsione unitaria A, per la (1476) 
si ha (9) A,Su, = 4o8cu, da cui 
(1479) Suo = Svu» 


Risulta così che lo sforzo provocato in un’asta u da una distorsione unitaria 
che avviene in un’asta v è uguale allo sforzo provocato nella v da una distor- 
sione unitaria che avviene nella u. 

b) Travi a parete piena. Il sistema A) sia costituito da una sola 
distorsione, ad es. py= 1, che si effettua in una sezione «, e il sistema B) 
da una sola distorsione p, = 1 che si effettua in una sezione v. Se indichiamo 


() È forse più logico scrivere la (1476) anteponendo il fattore % al fattore S, perchè 4 è la causa 
ed S è l’effetto o la conseguenza. Nella (490,), invece, le cause erano i carichi P e gli effetti erano 
gli spostamenti è. 
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con M,, il momento flettente provocato nella sezione « dalla distorsione 
unitaria 9,, e con M,, il momento flettente provocato nella v dalla di- 
storsione unitaria g,, risulta in modo analogo 


(1480) M.0= Mou. 


c) Valgono anche i teoremi misti, analoghi a quello del n. 335 b). 

Il sistema A) sia costituito da una sola distorsione, ad es. pg, =1 

che si effettua in una sezione «, e il sistema B) da una sola distorsione, 

ad es. vy= 1 che si effettua in una sezione v. Se indichiamo con M,,, 

il momento flettente provocato nella sezione « dalla distorsione unitaria 

»,e con N, vug lo sforzo normale provocato nella v dalla distorsione unitaria 
®u (5), per la (1477) si ha p,IMu,= voNvugo da cui 


(1480;) Mu = Nou 


Cioò il momento flettente provocato in u dalla distorsione unitaria v, che 
avviene in v è uguale allo sforzo normale provocato in v dalla distorsione 
unitaria pu che avviene in u. 
Se p,= 1 radiante e »,= 1 cm, si ha 1 radiante. M,,, = 1 cm * Nurg 
Quindi se N si misura in kg, M è misurato in kgem (cfr. il n. 335 db). 
In modo analogo si hanno varie altre combinazioni, tenendo presente 

la nota 37. Ad es., lo sforzo normale N,,y provocato in una sezione v 
da una distorsione unitaria 0, = 1 che avviene in una sezione v è uguale 
al momento torcente M,, », provocato nella v da una distorsione unitaria 
vy= 1 che avviene nella «. 

d) Per i teoremi stabiliti in 8) e c), la linea d’influenza (n. 792) 
di una sollecitazione, ad es. M:,, provocata in una data sezione $, da una 
distorsione, ad es. y= 1, praticata in una sezione 8 qualsiasi, è anche il 
diagramma dello sforzo normale N; in tutte le sezioni $, provocato dalla 
distorsione pg = 1 praticata nella sezione $,. Infatti, l’ordinata generica 
della prima è Is,, provocato in S, da y= 1 praticata in S; e quindi è 
anche N; provocato in S da p=1 praticata in S,. 

e) Le proprietà stabilite in a), d), c) valgono anche se le due aste u e v 
o le due sezioni v e v hanno sezioni A, e 4, e momenti d'inerzia J, e J, diversi. 
Così ad es. nel caso delle strutture reticolari lo sforzo S,, (provocato nell’asta u 
dalla distorsione Z, = 1 che avviene nell’asta v) è uguale allo sforzo S,, (provocato 
nell’asta v dalla distorsione Z,= 1 che avviene nell’asta v) anche se 4, * A, 

f) Se invece di distorsioni , e À, si tratta di allungamenti o accorciamenti 
As delle aste prodotti da variazioni termiche At, e At, la relazione (1476) diventa 


(1481) (Sua aAta)8u = (S0)3 + AAts)a8o + 


(3) Analogamente a ciò che si disse nel n. 335 d), la sollecitazione che in « si deve associare 
alla distorsione ©, affinchè compia lavoro è il momento flettente M; mentre quella che in v si deve 
associare alla distorsione v, affinchè compia lavoro è lo sforzo normale N. Lo stesso dicasi per gli 
altri casi misti. 
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Perciò risulta S,= $S, se At,s,= Atu8u (Se i due a; sono uguali), ossia se l’asta 
più corta subisce un At maggiore (per avere lo stesso 18). 

La (1481) vale anche se nell’asta v avviene una distorsione Z, = 1 e nell’asta 
w una variazione termica tale che sia a,4t,8y= 1. 

g) Il teorema duale di quello di Maxwell che fu stabilito nell’esercizio 465 
rientra in questa categoria, perchè il cedimento unitario di un appoggio (che è 
la causa) si può considerare una distorsione, e la reazione di un altro appoggio 
(che è la conseguenza) è una forza. 


Esercizio 1815. — Nel caso dell’esercizio 1778, verificare che lo sforzo pro- 
vocato nell’asta 3 dall’insufficienza 7 = 1 nell’asta 1 è uguale allo sforzo provocato 
nell'asta 1 dall’insufficienza 4= 1 nell’asta 3. 

Soluzione. Dal risultato dell’esercizio 1778, per = 1 si deduce S,=+ 
+ PA/4,838, e quindi S,= — S;/V2= — E4/4,88V2s=— 0,146E4/s. 

Il risultato dell’esercizio 1778 per = 1 dà 83= E4/9,665, e quindi S,= 
= — S,V2=— V2E4/9,668 = — 0,146Z4/8. 


Esercizio 1816. — In una struttura reticolare, un riscaldamento di 35° di 
un’asta v lunga m 4,20 provoca in un’asta « uno sfo.zo S,= + 2800 kg. Quale 
sforzo S, provoca nella v un raffreddamento di 22° dell’asta « lunga m 5,80? 

Soluzione. Per la (1479) si ha 


+ 2800 - 0,000012 - (— 22°) - 5,80= $, - 0,000012 - 35° - 4,20, 
da cui S,= — 2430 kg. 


Esercizio 1817. — In una struttura reticolare, una distorsione Z, = + 5 mm 
(il tronco 7 viene aggiunto) in un'asta v provoca 8,= — 7500 kg in un’asta w. 
Quale variazione termica At, occorre nell’asta « (lunga m 5,30) per provocare 
S,= + 4500 kg? 

Soluzione. Per ciò che si è detto nel n. 799 e), si ha 


— 7500 - 0,000012 - At, + 5,30 = + 4500 - 0,5, da cui At,=— 479,2. 


Esercizio 1818. — Verificare i teoremi del n. 799 nel caso degli esercizi 1761, 
1762. 
Soluzione. a) La distorsione 7 = 1 m in chiave provoca (es. 1762) nella sezione 
8 avente 0 = + 20° le sollecitazioni M,= + 267tm, N, = + 8,89, T,= — 24,4. 
Queste devono essere uguali a 7 in chiave (ossia alla reazione V,) provocato dalle 
distorsioni p= 1 rad., o vy= 1 m, o 7=1 m nella sezione $; e queste valgono 
appunto (es. 1761) A = + 2678, Va= + 8,918, Va= — 24,50. 
b) La distorsione 7= 1 m all'imposta A provoca in 8 (oltre a M, e 7.) 
N,= — 214t, che dev'essere uguale a 7 in A per y= 1 min S. Infatti per questa 
si ha 
H=+ 252%,  V,=+8,91t, T,=— 252sen60°+ 8,91 cos 600=— 214. 


c) La distorsione 7= 1 m all'imposta B provoca in S N,= + 67,1, che 
deve essere uguale a 7 in B per y= 11m in S&S. Infatti per questa si ha 


H=+ 91,5, Va= — 24,58, T,= + 91,5 sen 60° — 24,5 cos 60° = + 67,0%. 
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Esercizio 1819. — In una trave appoggiata in A e incastrata in B, un cedi. 
mento pg, = 30’ (sinistrogiro) in B ha provocato nell’appoggio A (rigido) una 
reazione A= 471 kg (verso l’alto). Con quale momento M, (destrogiro) reagisce 
l’incastro B (rigido) per effetto di un cedimento da = 2,4 em (verso il basso) in A? 

Soluzione. a) Indicando le due situazioni con uno e con due apici, il teorema 
di reciprocità consente di scrivere (30’ = 0,008725 rad.) 


Ad _ 471 :24 
PIVTEMMNE TIZIANO ; LA la o 
Aldi = Mg, da cui Mi =" 0,008725 
3) Se invece si usa il duale del teorema di Maxwell, si ha che 4/93 = 
= 471/0,008725= 53980 kg/rad. è la reazione A provocata da p,= lrad.; ed 
è anche il momento M, per dò, = 1 em. Quindi se dò, = 2,4 cm, il momento in B 
vale M,= (4/9)da = 53980 - 2,4= 12955 kgem. 


= 129550 kgem. 


Esercizio 1820, — Verificare il teorema di Maxwell nel caso dell’esercizio 1819. 

Soluzione. Al cedimento d, (verso il basso) corrisponde (240) la forza (verso 
il basso) A= (3£7/1)d,, la quale provoca il momento d’incastro (destrogiro) 
M,= Al= (3EJ/)da 

Al cedimento » (sinistrogiro) corrisponde (293) il momento (sinistrogiro) 
M,= (3E7/1)g,, il quale provoca la reazione (verso l’alto) A= M,/l= (3EJ/l°)py 

Pertanto, se d, = 1, nasce il momento M, = 327/18; se 9 = 1, nasce la rea- 
zione A= 3EJ/I? (8°). 


800. L'impiego del teorema di Monabrea generalizzato. 


a) Il regime di autotensioni provocato in una struttura iperstatica 
con vincoli non cedevoli da un sistema di distorsioni, o di variazioni ter- 
miche, o di difetti di montaggio, o da altre cause, si può anche studiare 
facendo uso del teorema di Menabrea generalizzato (‘°), del quale ci oc- 
cupammo nel n. 345. 

Ripetiamo, con i dovuti cambiamenti, quanto si disse nel n. 345 a). 

In luogo delle forze esterne P, pensiamo praticati dei tagli in corrispondenza 
di tutte le sezioni S nelle quali avvengono le distorsioni, e applicate alle diverse 
coppie di facce le caratteristiche incognite di sollecitazione M, N, T, M,, consi- 
derandole come forze esterne. In luogo degli spostamenti d dei punti d’appli- 
cazione delle P, si hanno gli spostamenti relativi delle facce di tali sezioni, che sono 
le distorsioni g, v, 7, 0. Quindi in luogo di 2'PÒ, che figura nella (506;), si ha (41) 

— ZUp — INv- ZTr - ZU0. 


@) Nel caso dell'esercizio 1819, la trave aveva la sezione a doppio T, N 20 (J= 2142 cm*) 
ed era lunga 2= 5 m. Per cui era 3£J/2° = 3 * 2,1 + 10% - 2142/500° = 53980 kg. Quindi g9= 1 rad. 
provocherebbe 4 = 53980 kg, e è, = 1 em provoca M,= 53980 kgem. (Tuttavia il cedimento 
== 1 rad. si può soltanto pensare, ma non realizzare.) 

(*) O. DOMKE: Veber Variationsprinzipien in der Elastizitàtslehre, «Zs. f. Math. u. Physik» 
Band 63, Heft 1-2, 1914, pagg. 174-192, $ IL 

(4) Il segno — è dovuto alle convenzioni sui versi assunti positivi per le sollecitazioni M 
N, T, M;, che sono quelli soliti, e per lo distorsioni @, v, 1, 0 (n. 381 a, fig. 742), che sono contrari 
a quelli delle sollecitazioni. Quindi, mentre illavoro di P per il relativo è è + Pò (perchè è si con- 
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Pensiamo poi di dare delle piccolissime variazioni alle suddette sollecitazioni 
M, N, T, N,, ossia di dare una variazione dX alla reazione sovrabbondante X 
che si cerca (o alle X,) dalla quale esse dipendono; e nel far questo pensiamo che 
(come i ò del n. 345) gli spostamenti relativi p, v, 7, 0 rimangano invariati (come 
di fatto accade, essendo considerati rigidi i tronchi aggiunti, o soppressi, fra le 
facce delle sezioni). 

Per lo stesso ragionamento che si fece nel n. 345 a), che condusse alla (506,), 
qui si ottiene invece 


(1482) d:L= d;(- Up — ZNy- ZTr- ZU.6); 
e nel caso delle strutture reticolari si ottiene 
(1483) dyLy= dy(— 287). 


(La differenza fra la (506,) e la (1482) è in armonia con l’osservazione della nota 25). 
Si conclude così che, essendo — ZMp — ZNy — ZTT — ZMU,0= 2L., le 
(506,), (506,), scritte in forma esplicita, diventano (42) 


(1482,) d(Zi+ TUp + £Nv + ZTr + ZM,0)=0, 
(1482,) (Zi + ZMp + ZNv + ZTr + 24,0), = minimo, 


Quando si tratti di deformazioni impresse e,, ly C2> Gay Izzo Iys difl'use nel corpo, 
invece di distorsioni ®, v, t, 0 che avvengono in sezioni S isolate della trave, la 
(1482,) si scrive (4) 


(1484) [Ls + [(0sts + 010, + 0103 + trn9y + Te:9es + t,:9,:)4V]= minimo. 
» 


b) Giova osservare che appena si deriva rispetto a X l’espressione entro 
parentesi dell’equazione (1482,) (e analoghe), e si ricorda che dM/dX = M', ecc. 
(essendo M’ il momento generato da X= 1), si ritrovano le equazioni che ab- 
biamo ottenuto direttamente mediante il principio dei lavori virtuali. Ad es. nel 
caso delle strutture reticolari si ottiene 


xs si +287=0, ossia L9As= 97. 


Perciò è inutile il calcolo, talvolta lungo, dell’espressione del lavoro Li, cal. 
colo che viene poi reso vano quando successivamente si deve derivare (come già 
si riconobbe nell’esercizio 530). Tanto più che questa via è poco giovevole alla 


sidera positivo quando il suo verso è concorde con quello di P), invece il lavoro ad es. di M e di ® 
è — Mo. 

(‘) Se i vincoli sono cedevoli, alle sommatorie che figurano nelle (1482), (1483) si aggiun- 
go — ZCy. 

(4) G. COLONNETTI, Sul problema delle coazioni elastiche, «Rendic. Accad. Naz. dei Lincei», 
serie quinta, vol. XXVII, 2° sem. 1918, p. 267 (nota I), p. 331 (nota II). Per una disamina go- 
nerale del problema delle distorsioni si veda G. COLONNETTI: Su l'equilibrio elastico dei sistemi in 
cui si verificano anche deformazioni non elastiche, «Rend. Acc. Naz. dei Lincei », serie sesta, vol. 
XXV, 1° sem. 1937, pag. 367 (nota I), p. 439 (nota II, p. 580 (nota III), p. 694 (nota IV); la 
(1484) si trova ricavata nella nota II. 
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chiara comprensione della sostanza del procedimento, che risulta invece assai più 
perspicuo usando il principio dei lavori virtuali (4). 


Esercizio 1821. — Risolvere il caso dell’esercizio 1743 mediante la (1482,). 
Soluzione. Se X è lo sforzo normale incognito, che assumiamo positivo se di 
trazione, si ha L= X°I/2EA, Nv= XÀ (perchè se il tronco 4 è aggiunto si ha 
v= 7). Perciò risulta 
X? 
2EA 


ZI 
EA 


_PA 
Ù 


L-21,= +, > &-2L9=7+4=0, I=- TA. 


Esercizio 1822. — Risolvere il caso dell’esercizio 1791. 
Soluzione. Se X è lo sforzo incognito nell’asta 1 (positivo se di trazione), si 
ha Sj= Sg=X, S3= a S=— X]/YV2. Perciò il lavoro di deformazione risulta (*) 


_ 9 Z38VI (EVI _ x% 
L=2"5ra +4 ana > (V?+VF7a: 
Quindi si ha 
dE, _ > 2% Ls 
n > [(V2+ 7 +22] AVE +17 +4=0, 


da cui X = — 0,207E.4X/s. 


Esercizio 1823. — La stessa struttura della fig. 1709; si aggiungono due 
tronchi 7, e 43 nello aste 1 e 3. 
Soluzione. Essendo S3 = — X/V2 negativo, si ha (es. 1822) 


E,= (V8+ TE 4x7, — (XV. 
Ponendo 32,/3X = 0, si ricava X = — 0,207(24/s)(A1 — A V2). 


Esercizio 1824. — Risolvere il caso dell’esercizio 1745. 
Soluzione. Si ha (os. 490) L= X?1/6EJ; per cui la (1482,) diventa 


3E, _ è [XE x S 
sx = 32 |6ny + 30 9)= 357 +09=0- 


Quindi si ottiene X = — (327/l*)ap = + (3EJ/l8)aa. 


Esercizio 1825. — Nella stessa trave avviene una distorsione 9 nella sezione 
di ascissa a e una distorsione 7 in una sezione quale si voglia. 


(‘‘) Tl teorema di Menabrea generalizzato ha invece una notevole importanza se lo si consi- 
dera nel quadro delle proprietà generali, che consentono di avere una visione sintetica dei fonda- 
menti della Scienza delle costruzioni. 

(*) Questa espressione di Ly è equivalente a quella trovata nell’esercizio 1806, perchè, essendo 
X= 0,207E4}s, risulta 
FAX 


1 geo 4A, 
s 


(0,207E.AM5)*s si , FAR _ 
TE = (414 +0,207)0,207 = 7 


a 2, 
L= VT +12 = 2414 
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Soluzione. Si ha analogamente 
DE, _ > [XF Ù pi e DE 
‘ali ax ogg deo Eo] = gg top ti0, 
da cui T= — (3£J/)(ap + t). 


Esercizio 1826. — Risolvere il caso dell’esercizio 1746. 
Soluzione. Nella sezione di ascissa x si ha (fig. 1692 b) M=Y+ Xx. Quindi 
risulta 
'M°do _ ((E+Xof an = E PAT + X308/3 
2ET 26EJ 2EJ ° 
(L] (i) 


L= 


Perciò la (1482,) fornisce le due equazioni 


dE, d [Y?l+ YX?+ X?19/3 ] __ FR TX E 
3X ne | 2DI + (E+Ta9|= 377 + 355 + 9=0 
DE, _ d [Y%+ YX+ X°15/3 ]= YI XR sE 
o” A DI +(7+Zap|= 77 tan7+9=0. 
che coincidono (p=— a) con quelle trovate direttamente nell’esercizio 1746, 


Esercizio 1827. — Risolvere il caso dell’esercizio 1759. 
Soluzione. Il lavoro di deformazione dell’arco (es. 1809) vale NTX°rAEI o 
Quindi la (1482,) diventa 


dE, _ _d (nX3., X22 _aXr , X2r fa: 
St = sx (nr + ht Xv) = ar +ar+o=0, 
da cui si ricava per X lo stesso valore di R dell’esercizio 1759 (Vv = — 4). 


801. L’impiego di un teorema del minimo lavoro. 


Nel campo delle autotensioni sussiste anche un teorema del minimo 
lavoro, che è il duale di quello comune di Menabrea (t°). 

Effettuate le distorsioni, la configurazione che la struttura assume è 
congruente ed equilibrata. Quindi, per il principio della minima energia, 
nella situazione reale l’energia è minima, rispetto ai valori che essa 
avrebbe in ogni altra situazione diversa. Ma in assenza di forze esterne 
l’energia si riduce al lavoro di deformazione, il quale perciò è minimo. 
Questo teorema è l’equivalente, nel campo delle autotensioni, dal primo 
teorema del minimo lavoro (n. 337). 

Così nel caso dell’esercizio 1743 (fig. 1690) si può pensare di far posto 
al tronco 4 (da inserire) accorciando di 7 ad es. il solo tratto 4 e lasciando 
invariato il tratto b. Se poi, dopo avere inserito 4, si abbandona il siste- 


(‘) O. BeLLUZZI: Su alcuni teoremi utili nello studio delle distorsioni, «L’Ingegnere », 1956, 
n. 6, pp. 559-567. 
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ma, la configurazione non è equilibrata, perchè il tratto « è compresso e 
il tratto b è inerte, e quindi il tronco 7 è premuto sulla faccia $, e non 
sulla $,. Perciò si stabilisce invece quella configurazione che oltre a essere 
congruente è anche equilibrata; ciò che richiede (per l’equilibrio del tron- 
co 7) che i due tratti a e bd siano compressi da forze uguali. In questa 
situazione il lavoro è minimo. 

b) Si può anche considerare la questione sotto un altro aspetto. Sappiamo 
(n. 338 b, 798 d) che il lavoro mutuo di un sistema di autotensioni e di un sistema 
di forze è nullo; per cui se a un sistema di autotensioni si aggiunge un sistema di 
forze, il lavoro totale è soltanto la somma dei due lavori, cioò L= ZL, +L, E 
poichè i due lavori singoli sono essenzialmente positivi, il lavoro L è minimo e 
uguale a LZ, quando le forze sono nulle. Inoltre, se le forze sono evanescenti, il 
lavoro L, è infinitesimo del secondo ordine, e ciò assicura l'andamento stazionario 
di L nell’intorno del minimo e l’annullarsi della variazione prima. 

Così nel caso considerato dianzi si potrebbe mantenere la situazione non equi. 
librata che si era supposta, applicando al tronco Z una forza esterna rivolta verso 
sinistra che lo renda equilibrato. Ma in tal modo il lavoro L, della sola autotensione 
aumenterebbe del lavoro LZ, dovuto alla forza; per cui ZL è minimo, e uguale 2 La 
quando la forza manca. 

c) Per applicare questo teorema, si assume come incognita un op- 
portuno spostamento ò e si esprime il lavoro di deformazione in funzione 
di ò (*). Uguagliando poi a zero la derivata 4L/4ò si ottiene l'equazione 
che determina il valore di ò, ossia la configurazione vera. 

Spesso però l’espressione del lavoro L(d) non si ottiene in modo semplice. 


Esercizio 1828. — Studiare il caso dell’esercizio 1743 (fig. 1690). 

Soluzione. Indichiamo con ò lo spostamento verso sinistra che subisce la faccia 
8° del tratto a. Quindi lo spostamento verso destra della faccia S” del tratto d 
è 2— ò. Il lavoro di deformazione in funzione di è (nonchè di 7) si esprime facil- 
mente, perchè d e Z — ò sono gli accorciamenti elastici dei due tratti @ e è, e per 
la terza delle (95) si ha 

FAÒ® |, EA(A — dè EA (dò? 2— 226 + d* 

= (PPT tà, 


di 2a 20 2\a 


Derivando rispetto a 6 e uguagliando a zero, si ottiene 


dl PR e, 
dò BA(T+ b ) di 
da cui 
gati, 33%; Audota, 


ab b Ù t 


I due accorciamenti dò e Z — ò sono dunque proporzionali alle lunghezze a 


(*’) L’espressione del lavoro deve contenere anche le distorsioni, senza di che il risultato finale 
non dipenderebbe dalle cause, che sono le distorsioni stesse. 


n — 
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e d dei due tratti, ciò che assicura che essi sono ugualmente compressi (**). Lo 
sforzo B (di compressione) risulta 
N= A4c= AEe= A4E(- da) = — ABEIN. 


Esercizio 1829. — Studiare il caso dell’esercizio 1777. 

Soluzione. Se è è l'abbassamento incognito del punto D, l'allungamento delle 
aste AD e BD è (es. 52) Al=ò sena= d/V2. Quindi il lavoro di deformazione 
delle due aste è (95) 2 - E4(d/2): 2= EA6ò?*/21. L’asta OD si accorcia di 7 — ò, 
per cui il suo lavoro è E4(7Z — d)? : 20/V2). Il lavoro totale è dunque 

L= (EA/21)(d* + V24° — 2V226 + V26). 

Uguagliando a zero la derivata, si ottiene 

2XVZ+ DÒ —2V27=0,. da cui d= v37:(VZ+1)= 0,5867. 

Infine si ricava (es. 52) Sa= S5=+ E4(6/V2):1, S,=— 28/V2. 


802. Le autotensioni create ad arte. 


a) Finora ci siamo occupati della valutazione degli effetti nocivi 
delle autotensioni. Ma esiste un altro aspetto molto più interessante (19), 
secondo il quale non si cerca di evitarle, bensì di crearle ad arte e di disci. 
plinarle in modo opportuno, affinchè, invece di essere dannose, risultino 
benefiche. 

Esempi di tale possibilità sono i miglioramenti già studiati (Cap. XXX, 
I) del regime statico delle strutture per effetto delle tensioni residue 
dovute alle deformazioni plastiche. E poichè queste sono delle distorsioni 
che sorgono naturalmente, si potranno ottenere risultati analoghi, e anche 
migliori, creando le distorsioni con altri mezzi, che consentano di distri- 
buirle e di dosarle nel modo più favorevole. 

L'impiego delle deformazioni plastiche ha bensì il vantaggio che esse avven- 
gono spontaneamente proprio nelle parti della struttura che sono più affaticate, 
cioò dov'è necessario ridurre le sollecitazioni. Per contro però il beneficio si con- 
segue a condizione di deformare il materiale oltre il limite elastico, ciò che può 
alterarne profondamente le qualità. Invece si può conseguire lo stesso risultato 
in altri modi, senza che sia necessario raggiungere tali deformazioni. 

b) Tali autotensioni benefiche si possono realizzare mediante di- 
storsioni, o difetti di montaggio, o cedimenti di vincoli; naturalmente non 
mediante variazioni termiche, perchè queste sono transitorie. 

Ad es., in una trave prismatica su tre appoggi, avente le due campate / uguali 
e soggette a carico uniforme g, sappiamo (es. 247, (307), (306)) che il momento 
flettente positivo massimo vale Mmas = + 990/128, mentre quello negativo sul- 
l’appoggio centrale è 11, = — gl/8= — 169/128; per cui quest’ultimo è quasi 


(‘) Si noti che non risulta minimo soltanto il lavoro Z, ma anche la sollecitazione, perchè 
se si altera la configurazione in modo che cresca ad cs. l’accorciamento del tratto a e diminuisca 
quello del tratto è, lo sforzo diminuisce nel secondo ma cresce nel primo. 

(©) O. BeLLUZZI: Sulle autotensioni create ad arie, «Ingegneri - Architetti - Costruttori », 
Bologna, 1956, n. 1. 
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doppio del primo. Se invece si fa avvenire un cedimento è, dell’appoggio centrale 
€, crescono le reazioni degli appoggi esterni, e quindi aumenta Ma, e diminuisce 
il valore assoluto di M,; e se ò, ha un valore opportuno, i due momenti possono 
risultare uguali (in valore assoluto), ciò che costituisce la situazione migliore. 

c) Un caso particolare è quello degli archi aventi l’asse geometrico 
coincidente con una funicolare del carico (condizione necessaria ma non 
sufficiente per la coincidenza della curva delle pressioni con l’asse). Sap- 
piamo (n. 417 a) che per effetto dell’accorciamento dell’asse geometrico, 
dovuto allo sforzo normale, si ha una spinta addizionale negativa H,, 
che fa diminuire la spinta H, e che fa allontanare la curva delle pressioni 
dall’asse geometrico (n. 417 ec), generando dei momenti flettenti positivi 
al disopra del baricentro elastico e negativi al disotto. 

Si può eliminare la H, e ricondurre la spinta al valore H,, e quindi avere 
la curva delle pressioni coincidente con l’asse e annullare i momenti flet- 
tenti, lasciando nel getto un intervallo in chiave, nel quale si dispongono 
dei martinetti idraulici agenti nel baricentro della sezione. Quindi all’atto 
del disarmo si fanno agire i martinetti in modo che sviluppino una spinta 
totale uguale ad H, e si completa il getto con calcestruzzo ad alta resistenza 
e a presa abbastanza rapida. In tal modo non solo si consegue lo scopo 
suddetto, ma si solleva anche l’arco dalla centina, facilitando così il di- 
sarmo (disarmo Freyssinet). 

d) Da qualche tempo l’impiego più sistematico delle autotensioni 
si ha nel cemento armato così detto precompresso, mettendo preliminar- 
mente in tensione i ferri. 


e) L'entità della distorsione, o del difetto di montaggio, o del cedi- 
mento di un vincolo necessari per ottenere un determinato beneficio 
(ad es. per rendere uguali 3a: ed |M,| nel caso indicato in bd), dipende 
dal valore del carico, e quindi dovrebbe cambiare se cambia questo. 
Tuttavia si fa in modo che il beneficio desiderato si realizzi in pieno quando 
il carico ha il valore massimo ammissibile, perchè allora si hanno le mas- 
sime sollecitazioni, cioè quelle che è più utile ridurre. 


Esercizio 1880. — Nel caso dell’es. 57 si vuol creare un’autotensione tale che 
quando poi si applica P risulti |S.|= Se 
Soluzione. Gli sforzi provocati da P sono S, = Pd/l, | Sal = Pe/l; e se c<d 
si avrebbo S,> |Sg|. Perciò si deve creare una compressione iniziale S; tale che 
risulti (9°) 
Pdl —- 8;= Pell + $, da cui S;= P(d— c):21. 


(5*) Come si è osservato nel n. 802 e), lo sforzo iniziale S; necessario non è fisso, bensì dipende 
dal carico P che s'intende di applicare. Se si vuole applicare il massimo P ammissibile, cioè tale 
che risulti 6maz = % (carico di sicurezza), si ha 0,5P = KA, P= 2kA4, Sj= 2kA(A —c): 21, indi- 
pendente da P. 

Lo stesso dicasi anche nei casi degli esercizi che seguono. 
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Infatti, quando poi si applica P si ottiene 

S,= Pdll— P(d—c):21= 0,5P, [Sal = Pell + P(d4— e) :21= 0,52. 

Per creare tale compressione 8; basta tagliare la barra in una sezione qualsiasi 
e inserire un tronco 7= SJ/EA= P(d— c):2E4= P(/2 — ce): EA. 

Ad es., se c= 7/5, d= 41/5, risulta 8,= 0,3P, A= 0,3PI/EA. Lo sforzo $, = 
= 0,8P si riduce così a 0,52. Il carico P ammissibile cresce di 60%. 


Esercizio 1881. — Idem. Il carico P agisce a metà di 7. Si vuol creare una 
trazione iniziale 8, tale che poi la compressione $; risulti metà della trazione So 
(per migliorare la stabilità della parte compressa). 

Soluzione. Deve risultare 


P/2+8;= 2(P/2— S), dacu —8,=P/6, 
Infatti, quando poi si applica P risulta S,= 22/3, |S,| = 2/3. 


Esercizio 1832. — Nel caso dell’esercizio 1777 si vuole che l'eccedenza 4 
sia tale che quando poi si applica in D un carico P verticale, gli sforzi nelle tre 
aste risultino uguali. 

Soluzione. a) Senza l’autotensione si avrebbe (es. 54) 9, = 0,5862, S,= S= 
= 0,293P (= 0,581). Si deve creare nell'asta CD una compressione iniziale Sy 
tale che si abbia 

0,586P — S,= 0,293P + S/V2, da cu 8,=0,172P. 
Infatti, quando poi si applica P risulta 
S,= 0,586P — 0,172P = 0,414P, Sa = S3= 0,293 + 0,172P/V2= 0,414P, 
L’eccedenza che deve avere la lunghezza dell’asta OD è (es. 1777) 
4= 1,707(0,172PI/PA)= 0,293PV/EA . 


3) Se & è il carico di sicurezza del materiale, il carico P che si può applicare 
senza o con lo sforzo iniziale S, è rispettivamente 


P= kA/0,586= 1,71kKA, P= kA/0,414= 2,41kA. (aumento di 41,4%) 


Esercizio 1838. — Nel caso dell’esercizio 1778 si vuole che l'eccedenza 7 
sia tale che quando poi si applicano in A e in B due forze P (fig. 146 a) risulti 
Sa] = #1. 

Soluzione. a) Senza l’autotensione si avrebbe (es. 72) S,= 0,707P, 
8,= — 0,293P. Si deve creare nell’asta 48 (o nella CD) una compressione ini. 
ziale S, tale che si abbia 

0,707P — S;= 0,293P + S,, da cui 8,= 0,207P. 


Quando poi agiscono le P risulta Sj= 0,5P=— $, Sg= .. S= 0,854P, 
L’eccedenza necessaria è (es. 1778) 7= 4,83(0,207Ps/E4)= Ps/EA. 
3) Il carico P ammissibile cresce nel rapporto da 0,3 a 0,707 (aumento 
di 41,4%). 
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Esercizio 1834. — Idem. Si vuole invece che risulti S3 = S,. 
Soluzione. Senza l’autotensione si avrebbe (es. 72) S, = 0,707P, Ss = 0,207P. 
Perciò S; nell'asta OD dev'essere tale che si abbia 
0,707P — $;= 0,207P + S;/V2, dacu 8,=0,293P. 


Quando poi si applica P si ha S=S;=..S&= 0,414P, S,= — 0,586P. 

Il carico P può crescere nel rapporto da 0,586 a 0,707, cioè di 20,7%. Perciò 
questo caso è meno favorevole del precedente; tanto più che qui l’asta più af- 
faticata è la 2, che è compressa (e inoltre occorre anche uno sforzo iniziale 
maggiore). 


Esercizio 1885. — Idem. Si vuole che le forze P siano sopportate dalla sola 
asta AB (cioè che le altre risultino inerti). 
Soluzione. Occorre creare nell’asta AB uno sforzo iniziale S; di trazione, tale 
che si abbia 
8,= 0,707P + S,=P, da cui S;= 0,293P. 


Allo stesso risultato si giunge ponendo invece (es. 1774, 1778) 
Sa=— 0,293P + 8,;=0, oppure $=0,207P—S/V2=0. 


Esercizio 1886. — Idem, ma con le aste AB e CD di sezione A e le altre quattro 
di sezione 4/2. Si vuol creare nell'asta 48 una compressione iniziale 8; tale 
che risulti | S| = S1. 
Soluzione. a) Anzi tutto calcoliamo gli sforzi nelle sei aste provocati da P 
in assenza di $,. 
Procedendo come nell'esercizio 71, si trova d= 3/2Ps/EA. Quindi, proce» 
dendo come nell’esercizio 72, si trova X = 0,75P. 
Quindi risulta Sj= X=0,75P, S,=—(P—X)=—0,25P, S3= S= 
= 0,1772. 
è) La compressione iniziale S, dev'essere tale che si abbia 
0,75P — 8;=0,25P +8, dacu $,=0,25P. 


Quando poi agiscono le P risulta S,= 0,5P=— Sy S=.. S= 0,354P. 
e) In questo caso la o risulta uguale in tutte e sei lo aste, per cui il materiale 
è utilizzato nel modo migliore possibile. 

Il carico P massimo ammissibile è tale che risulti 0,5P/A = %, ossia è P= 2A. 
Inoltre il volume del materiale non è A4(4s + 25V2)= 6,8283845, bensì è 
4(4/V2)s + 24sV2= 5,6574s; per cui si ba, rispetto al caso dell’esercizio 1883, 
un risparmio di 17,2% di materiale. 


Esercizio 1837. — Una trave ad anello circolare è tesa da due forze diametrali 
P (fig. 595 a). Che distorsione occorre affinchè i valori assoluti dei momenti flet- 
tenti massimi positivo e negativo risultino uguali? 

Soluzione. a) Senza l’autotensione, le forze P darebbero (es. 564) M,=-—- 
— 0,318Pr, M,= + 0,182Pr. Un momento flettento iniziale M; positivo e costante 
fa diminuire | M,| e aumentare M,; e dev'essere 


0,318Pr — M;= 0,182Pr + M;,  dacu 41,=0,068Pr. 


Dianne 
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Risulta così |M,|] = 25,=0,25Pr, ed || diminuisce di 21,4%. 

) Per creare l’autotensione suddetta si taglia la trave in una sezione 
qualunque e s'inserisce un tronco convergente ‘in 0, come nell’esercizio 1747. 
La lunghezza 4 dev'essere 

A= 2a p|BJ = 2r00,068Pr8/EJ = 0,43Pr9/BI . 


Esercizio 1838. — L’anello dell’esercizio precedente è di ferro, ha r= 50 cm 
e la sezione è circolare di 4 cm di diametro. 

Soluzione. Per rendere 7 indipendente dal valore di P, supponiamo che P 
sia tale che si abbia Gmaz = 0,25P7/W7 = k, da cui P= 4kW/r. Quindi si ottiene 
(/W=y"=2cm) 

4= 0,43 - 4kWr8/EJ = 1,7lr®/Ey"= 1,7 + 1200 - 502/2,1 - 10° - 2= 1,21 cm. 


Esercizio 1839. — La stessa questione dell’esercizio 1837 nel caso di un telaio 
quadrato, costituito da quattro travi uguali e teso da due forze P agenti secondo 
una mediana (fig. 651 a). 

Soluzione. a) Senza l’autotensione le forze P darebbero (es. 563) M.,=— 
— 3P/16, M,= + P1/16. Occorre un momento iniziale M; positivo e costante, 
tale che si abbia 

3P/16— M;= PI/16+M,, dacui M%;=Pi16. 


Risulta così |2{,] = M,= PI/8=0125PI, ed |M,| diminuisce di 33,3%. 
0) La distorsione necessaria è quella dell’esercizio 1752, e la lunghezza 


A dev'essere 
4= 23;8/BJ = 291 - R/16EJ = 0,125PE/DI . 


Esercizio 1840, — Il telaio suddetto è di ferro, ha = 1 mela sezione è qua- 
drata di 4 em di lato. 

Soluzione. Nella stessa ipotesi dell'esercizio 1838, si ha 0,12527/IWV= k, da 
cui P= 8kW/1. Quindi si ottiene (J/W= y=2 cm) (5) 


4= 0,125 - 84IWI2/EJ = li8/Ey" = 1200 - 100%/2,1 + 10% + 2= 2,86 cm, 


Esercizio 1841. — Arco semicircolare di sezione costante, incastrato alle 
imposte A e B e soggetto a un carico P nel vertice C. Creare una distorsione che 
faccia diventare M,= M.. 

Soluzione. a) Senza la distorsione, si ha (es. 576) M,= + 0,1106Pr, M,= 
= + 0,1515Pr. 

Pratichiamo un taglio nel vertice e inseriamo un tronco 7 a facco parallele 
(come nell’es. 1753). La reazione iniziale E; che nasce, passante per G, provoca 
i momenti iniziali Mi,= + E; - 0,63667, M,,=— E-0,3634r. Quindi il valore 
di R; è determinato dalla condizione 
0,1106Pr + 0,6366£,7 = 0,1515Pr — 0,36342,;r, da cui E,= 0,0409P.. 


(5) Il maggior valore di % rispetto al caso dell’esercizio 1838 è dovuto al fatto che qui la dif. 
ferenza fra |M,| ed M, è maggiore, per cui occorre un M; iniziale maggiore (0,062522= 0,125P7/2 
invece di 0,068Pr). 
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I due momenti risultano così (5°) 
M,= + 0,1106Pr + 0,0409P - 0,6366r = + 0,1366Pr 
M,= + 0,1515Pr — 0,0409P - 0,3634r = + 0,1366Pr. 


b) Dal risultato dell’esercizio 1753 si deduce il valore di 7 necessario: 
2= 0,298R,r3/EJ = 0,298 - 0,0409Pr3/EJ = 0,0122Pr9/EJ. 


Esercizio 1842. — Che eccedenza 2 deve avere la lunghezza della barra dia- 
metralo OD della fig. 603, affinchò i momenti in A e in C risultino uguali? 

Soluzione. Si ha evidentemente M,= IM; se la reazione X della barra CD 
contro l'anello è uguale a P. Ma se all’anello, privato della barra CD, si aggiungono 
in C e D due forze P rivolte in fuori, per effetto delle quattro forze P il diameiro 
OD aumenta di (es. 509) 

ACD= 0,149P19/EJ — 0,137P:9/EJ = 0,012Pr°/EJ . 
Perciò, so si vuole che la X risulti ugualo a P, occorre che la lunghezza della barra 
OD superi 2r di A= 40D= 0,012Pr*/EJ (si trascura l’accorciamento dovuto 
a N) 
I duo momenti risultano così (es. 508) 
M,= M,=— 0,318Pr + 0,182Pr = — 0,136Pr. 

b) Causa l'eccedenza 7, la X = P supera la X= 0,918P dell’esercizio 525 
di X;= 0,082P. Questa reazione iniziale (dovuta a 4) provoca, prima che agiscano 
lo P, un’autotensione che genora M,= + 0,182 + 0,0822 - r= + 0,015Pr, 
M,=— 0,318: 0,082 - r= — 0,026Pr. 

Quando poi si applicano le P in A e in B, se fosso 7= 0 si avrebbe (*) JL= 
= — 0,151Pr, M,= — 0,110Pr, che aggiunti ai momenti iniziali danno appunto 
M,= M,= — 0,136Pr. 

c) Il momento flettento a metà fra 4 e O si calcola facilmente e vale 
+ 0,071Pr. Se fosse 2= 0 varrebbe invece + 0,068Pr. Perciò l’autotensione ne 
fa crescere il valore in misura insignificante. 


Esercizio 1848. — Studiare il caso dell'esercizio precedente riconducendolo 
al caso dell'esercizio 1841. 

Soluzione. Il mezzo anello CAD (fig. 603) è un arco semicircolare perfettamente 
incastrato (se si trascura la variazione di lunghezza della barra CD dovuta a N). 

Essendo P rivolto in alto, nell’esercizio 1841 si dovrebbe asportare il tronco 
4= 0,0122Pr*/EJ, anzichè aggiungerlo; e questo equivale a dare alla lunghezza 
della barra CD un’eccedenza dello stesso valore 7, forzando poi la barra a entrare 
nell’anello. 

Questa risoluzione è molto più semplice, sopra tutto concettualmente. 


(8) Questi momenti risulterebbero minori, e uguali alla semisomma 0,1317r dei loro valori 
primitivi, se la RR, agisse secondo la retta n situata a metà dell'altezza r. Questo richiederebbe 
che le due facce del tronco % convergessero nell’antipolo della n rispetto all’ellisse di elasticità. 
Sarebbe ancora R;= 0,0409P, mentre dovrebbe essere 2 = 0,0058Pr9/EJ. 

(3) Avendo presenti i risultati degli esercizi 508 e 525, si ha 

My= — 0,318Pr + 0,182 - 0,918Pr= — 0,151Pr, 
dig= + 0,182Pr — 0,318 * 0,918Pr = — 0,110Pr 
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Esercizio 1844. — Trave prismatica appoggiata in A e incastrata în B, cari. 
cata uniformemente. Che innalzamento d; si deve dare all'appoggio 4 (44) affinchè 
risulti + Mna:= | M3|? 

Soluzione. a) Senza ò, si ha + Mmox== 990/128 = 0,0703g??, |M,|= gl2/8= 
s= 1691?/128= 0,12509* = 1,78M,naz la reazione A vale 39/8 = 0,375g1 (n. 230 e). 

La condizione imposta richiede che A sia invece tale che risulti (228) 

#=-(4 -%) ossia A°+29I4 — g°8=0 

29 2)” Ci Ù 
la cui radice positiva è A=(V2— 1)d= 0,4142gl. Il momento + M risulta 
massimo all’ascissa 2, = 0,41427, anzichè %o= 31/8 = 0,3751. 

Per provocare l'aumento AA = 0,41429l — 0,37597= 0,039291 occorre 

4A -E__0,039291 -B_ gli 
CA 35I = 35I = 0,01307 EI 
d) Nel regime statico della sola autotensione si ha 
Mo,41421= 0,0392g1 - 0,41422= + 0,0162493, M,= + 0,0392918. 
Perciò, quando poi si applica il carico q, si ottiene 
Mo,srazi = 0,0162491* + (341/8)0,41427 — g(0,41421) : 2= + 0,0858918, 
M,= + 0,039291" — gl/8= — 0,0858902. 


(Oppure + Ma, = 4*/29 = (0,41429)? : 29 = 0,0858912). 

Il momento flettente massimo M, diminuisce dunque di 31,4%. 

c) Se la trave è lunga 7= 4m e ha la sezione a T N14 (J= 573 emi, 

W = 81,9 cm?), senza ò, e col carico q= 700 kg/m si avrebbe Omaz = (98/8): W= 
= (7 - 400*/8) : 81,9= 1709 kg/cmq. Invece col d, calcolato si ha Cmas = 0,0858 « 
«7. 4003/81,9= 1172 kg/emq. 

L’innalzamento occorrente è 

Ò,= 0,01307 - 7 - 4004/2,1 - 10° - 573= 1,95 cem. 


d) Nel caso di una trave continua a due campate Z uguali, caricata unifor- 
memente, basta abbassare dello stesso d l’appoggio centrale. 


Esercizio 1845. — Trave continua di tre campate uguali 7, di sezione costante. 
caricata uniformemente. Che innalzamento é si deve dare agli appoggi estremi 
(o abbassamento a quelli intermedi) affinchè + Max nelle campate esterne risulti 
uguale a | M,| sugli appoggi intermedi? 

Soluzione. a) Senza i è si ha (n. 248 8) A= 0,491, + Mon = 4/29 = 0,0897?, 
M,= — 0,109. 

La reazione A che soddisfa la condizione + Mmaz= | M,| è ancora A= 
= 0,414291; quindi occorre un aumento AA = 0,4142gl — 0,497 = 0,0142gl, 

L’innalzamento cercato è 


244: 44-11, 


SEI 2ES 6 LI 


qu 
Ei * 


5 4A-B_ 5 0,014%1-P 
n. =% n 0,0118 


(#*) Si potrebbe invece consentire un cedimento angolare ©» dell’incastro B, ma è più pratico 
mettere un opportuno spessore dg sotto l'estremo 4 della trave. 


E 
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L’aumento 4A è 2,76 volte minore di quello dell’esercizio precedente; tut- 
tavia l'innalzamento ò è poco minore (0,903d,), causa la maggiore deformabilità 
della struttura. 

3) Con gli stessi dati dell’esercizio 1844 c), si ottiene d = 1,76 cm. 


Esercizio 1846. — Nella trave armata della fig. 1721 determinare la tensione 
iniziale 8, necessaria nei tiranti, o l’innalzamento iniziale è, del punto 0, affinchè 
risulti + Uno = | Mel. 

Soluzione. a) Se inizialmente i tiranti sono inerti, la reazione O provocata 
dal carico g è determinata dall’equazione (cfr. l’es. 282) 

5qli CR CA 
3845ÎS  48EJ 2E,A, sen*a” 
da cui (I, = 1/2 cos a) 
51/8 5080 
©=71F1357]5,A;l sontacosa  1+ ANDA Fig. 1721. 


La condizione suddetta richiede invece che si abbia A = 0,414297/2 = 0,207191 
(es. 1844), ossia €, = 0,58589l. Perciò occorrono una reazione 0;, uno sforzo $, 
e un innalzamento è, iniziali dati da 


0,;= 0-4» 8,;= 0;/2sena, d,= 0;B/48EJ . 
b) Si soddisfa la condizione senza creare tensioni iniziali, se risulta 0, = 
= 0,= 0,5858g1, ossia 5/8 = 0,5858 + 7,03£J/E,A,l° sen a cosa; da cui 
E,A; sen? acosa = 179EJ/I8. 


Si ricava A; se è dato a, oppure a se è dato A,. 
Se a= 15°, E,= E, J= 935 cm' (T n 16), 2= 6 m, occorre A;= 7,19 cmq. 


Esercizio 1847. — Arco semicircolare di sezione costante, articolato alle 
imposte. Di che ò queste si devono avvicinare affinchè, quando poi si applica un 
carico P, nel vertice risulti | M3| = M.? 

Soluzione. a) Se a è l’angolo che individua la normale a È, (fig. 1722), il moe 

mento massimo negativo vale 


My= (P/2)(1— cosa) — Hrsena, 


mentre 
M,=(P/2- H)r. 


Ma si ha R,= V(PPP + Hi= VPIF4HI 12, 
sena= H/R,=2H: VP*+4H?, cosa=P: 
1VP*+4U?; per cui 


M ; Pe PI 2H? 
Fig. 1722. Ùi G ve ve 


b) Senza ò si ha (es. 575) H = P/x= 0,3183P, per cui sostituendo si ottiene 
M,= — 0,0927Pr, M,=+ 0,1817Pr (M, è quasi doppio di — My). 
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Occorre invece una spinta H maggiore, e tale che risulti — M;= M,, ossia 
2 9277? 
P P 217 P. Im. 


cativemas! ven 3 


Risolvendo, si otiiene YZ = 3P/8 = 0,375D. 
Occorrono quindi un aumento AH e un avvicinamento d: 
3P_P_31x-8 


Cindia 


Tr Pr 
P=0,0567P, 6d=4H 3hJ= 09897; 
I due momenti massimi risultano così Ma: = + P7/8= +0,125Pr. Il mo. 
mento M, diminuisce di 31,2%. 


Esercizio 1848. — L'arco dell’esercizio 1847. di raggio r= 5 m, è costituito 
da una trave a T ad ali largho N 30, disposta con l’anima verticale. Un appoggio 
è scorrevole ed è collegato all’altro da un tirante (arco a spinta eliminata, n. 410), 
costituito da un ferro tondo di diametro d = 36 mm. Determinare l’accorciamento 
che si deve imprimere al tirante affinchè quando poi agisce P = 32000 kg si abbia 
|| = Ue 

Soluzione. Si ha J= 25200 cm', W= 1680 cm; sezione del tirante A,=> 
«= 10,18 cmq. 

L’avvicinamento delle imposte dev'essere 


32000 » 5003 
2,1 - 10° - 25200 
Inoltre si deve compensare anche l’allungamento del tirante, che è teso da 
H= 3P/8= 12000 kg; per cui si allunga di 4Z= 12000 - 1000/2,1 + 109 - 10,18 = 
= 0,56 cm. 
Quindi il tenditore deve effettuare un d,= 6,73 + 0,56= 7,29 cm. 
In queste condizioni si ha Mme = + 32000 - 500/$ = 2000000 kgem, Gm: = 
= 2000000/1680= 1190 kg/emq (*). Con le imposte fisse si avrebbe invece M/.,= 
= 0,1817 - 32000 - 500= 2907200 kgem, e: = 1730 kg/emq. 


d= 0,089 = 6,73 cm. 


Esercizio 1849. — Eliminare la spinta addizionale nell'arco incastrato del- 
l'esercizio 712. 

Soluzione. Prima di gettare il concio in chiave, si collocano ad es. tre marti- 
netti da 100t ciascuno, uno in corrispondenza del baricentro della sezione e gli 
altri due in posizioni simmetriche. Quindi all’atto del disarmo si azionano i marti- 
netti in modo che ciascuno eserciti lo sforzo H,/3 = 214417/3= — 71470 kg. 
Poi si completa il getto. 

L’allontanamento 4 che le due facce devono subire è dato da (588) 


214417 
2,5 - 105 


oppure da Z = (M,/E)(Zy3As/J + ZAs cos?0/A), dove Hj= 2604 kg. 


2-0,28109= 0,482 em, 


(*) Si trascurano la deformazione e la tensione dovute allo sforzo normale N. 
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Esercizio 1850. — Idem, se l’arco è a due cerniere. 

Soluzione. Gli sforzi che si devono esercitare coi tre martinetti sono gli stessi, 
e anche è lo stesso. 

Si ha anche 4 = (2,/E)(Zy*As/J + ZAs cos? 0/4), dove H,= 346 kg (es. 
712 c). 


Esercizio 1851, — Un tondino di ferro di 10 mm di diametro, posto nell’ine 
terno di un tubo di ferro di diametri d,= 20 mm, d;= 16 mm, lungo 7= 2 m, 
e in asse con questo, ha un’estremità filettata col passo di 1 mm (fig. 138). Si crea 
uno stato di autotensione stringendo il dado di n giri. 

Soluzione. Utilizzando la soluzione dell’esercizio 58, la reazione mutua X 
risulta (tondino A,= 0,785 cmq, tubo A, = 1,131 cmq) 


2,1 - 108. 0,In 
200 1/0,785 + 1/1,131 

Il carico critico del tubo vale (J= 0,4637 em*) 

P.r= 222,1 + 10° - 0,4637/200* = 240 kg. 


Perciò quando si è stretto il dado di n= 240/487 = 0,49 giri il tubo diventa in- 
stabile. Tuttavia quando il tubo si è inflesso di 3 mm nel punto di mezzo, viene 
a contatto col tondino e ridiventa stabile. 

Il tondino diventa plastico quando X raggiunge il valore cy 4; = 2500 - 0,785 = 
= 1960 kg, ossia quando si stringe il dado di circa 4 giri. 


X 487n kg. 


Esercizio 1852. — Idem. Il tondino di ferro di 16 mm di diametro è posto 
nell’interno di un tubo di ferro di diametri d,= 30 mm, d,= 26 mm e lungo 
1= 2 m, con una eccentricità e= 5 mm uguale alle due estremità e ugualmen- 
te orientata (cioè in modo che il tondino tocchi il tubo lungo una generatrice). 
Il passo della vite è di 1 mm. 

Soluzione. La reazione mutua X fa allungare il tondino di .X7/F.A, e fa accor. 
ciare il tubo, in corrispondenza dell’asse del tondino, di X7/EAy + Xe®W/EJy. 
Perciò l’equazione che determina la X è 

ZI XI, Xel 
EA; + Ei; + EI,” 0,ln, 
da cui 
2,1 108. 0,1n 
200 172,01 + 1/1,76 + 0,5*/1,733 


Il carico critico del tubo vale P,, = 898 kg; per cui basterebbero n = 898/868 = 
= 1,03 giri per farlo diventare instabile. Tuttavia esso tocca già il tondino e perciò 
rimane stabile. La sua flessione continua a crescere leggermente soltanto per 
effetto del momento Xe, se X continua a crescere; ma non subisce la forte flessione 
che sarebbe provocata dall’instabilità. 

Il tubo diventa plastico dopo n= 2500 - 1,78/868 = 4400/868= — 5 giri. 


Pd 


= 868n kg. 
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803. Il teorema di Land usato in modo inverso. 


a) Gli spostamenti verticale n, orizzontale È e.la rotazione g di 
una sezione S qualsiasi, provocati da una distorsione, ad es. v = 1, che 
avvenga in una data sezione $, (n. 795), si possono calcolare anche in 
modo sistematico facendo uso inverso del teorema di Land. 

Esso stabilisce (n. 381) che se si effettua ad es. la distorsione v= 1 
in 8, e si traccia la deformata della trave causata da essa, i movimenti 
n, È, g di una sezione generica S danno lo sforzo normale Ns, generato 
in $, da una forza verticale P,= 1 od orizzontale P,= 1 o da una coppia 
M=1 agenti in 8. E se 8 è variabile, cioò se P,=1, P,=1, M=1 
sono viaggianti, si hanno le rispettive linee d’influenza di N, De 

Perciò, se invece calcoliamo per altra via lo sforzo normale Ns, gene- 
rato in $, da P,)=10da P,.=10da M=1agenti in S$, esso è anche 
uguale ai movimenti cercati 7, £, 9, provocati in $ dalla distorsione y= 1 
che avviene in $,. 

E se sappiamo tracciare per altra via le linee d’influenza di Ns, rela» 
tive a P,= 1, P,=1, M=1 viaggianti, esse sono anche i diagrammi 
di n, £, g provocati dalla distorsione y= 1 in $,. 

Altrettanto si può dire se in $, si pratica una distorsione T=1 0 
g= 1; i movimenti n, £, g di una sezione $ si ottengono calcolando invece 
rispettivamente le sollecitazioni Ts, 0 M:, provocate in $, da P,=1, 
P.,= 1, M=1 agenti in 8. 

b) Un altro impiego inverso del teorema di Land può essere il seguente. 
Se in una sezione $, avviene una distorsione che sappiamo essere di un certo tipo, 
ad es. v, e di valore incognito, e se misuriamo lo spostamento ad es. 7 da essa 
provocato in una sezione $, è facile determinare il valore di v. Infatti, calcolata 
la sollecitazione (in questo caso la Vs,) generata in 8, da una forza P, agente in 4, 
per il teorema di Land si ha 


P,:n=N*, da cui v= (P./Ns,)). 


e) Anche i casi che studieremo nel n. 804, in cui gli spostamenti sono 
dovuti a cedimenti dei vincoli, si potrebbero studiare nello stesso modo, perchè 
anche i cedimenti si possono considerare delle distorsioni. 


Esercizio 1858. — Nel caso dell’esercizio 1745 si ha a= 7/3. Calcolare l’ab- 
bassamento 7, del punto O distante b= 7/3 da B. 

Soluzione. Il carico P in 0 genera (308) la reazione A= 4P/27, e in S il mo- 
mento flettente 1 = 4 - 1/3= 4Pl/81. Quindi per il teorema di Land si ha (la 
distorsione a è di verso discorde da M positivo) 


M-(-a)=P-M%, dacu 7)=—4la/81=—0,0494la (innalzamento). 


Per O distante b= 57/6 da B si trova 7, = — 109/a/1296 = — 0,0841la. 
Per 0 =D si trova mar, = — 14la/81= — 0,1728/a. 
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Esercizio 1854. — Nella trave della fig. 1723/a) si pratica una distorsione a 
in S. Calcolare la rotazione g sull’appoggio 0. 


Soluzione. a) Una coppia M agente in O A Ya < (H B 
(fig. 1723 b) genera la reazione A= — M/21, e a) S SN N 
in S il momento M,= A -1/2=— M/4. Quindi runica 
per il teorema di Land si ha Ma 

(UA) -(-a=M-p, ») Ò ì 
da cui 
p= ali. Fig. 1723. 


b) Come verifica, calcoliamo @ senza usare il teorema di Land. 

Se si sopprime l’appoggio A, l’estremità A si abbassa di al/2. Per rialzarla 
occorre una reazione A tale che sia (es. 231) 247*/3E7 = al/2, da cui A = 3EJa/413, 
Il momento flettente in 0 è M,= A41= 3EJa/41, per cui, considerando la trave 
OB isolata e soggetta a M., la rotazione in O è (292) p= M2/3EJ = a/4. 


Esercizio 1855. — Risolvere l'esercizio 1783 facendo uso del teorema di Land. 

Soluzione. a) Si può calcolare l'aumento del diametro CD mediante il teorema 
di Land (n. 381). La distorsione operata in S è costituita da uno spostamento 
relativo vf — vf = A e da una rotazione relativa pî — gî = — a= — %/r. D'altra 
parte due forze P di trazione applicate in 0 e D provocano in A lo sforzo normale 
N,= + P/2 e il momento flettente (es. 564) 11, = + (P/2) - (x — 2)r/m. Quindi 
la (557) dà 


2 LI P 
Py + Pyî = 2Py° = P-d2rr=T7 Pr:(-5)+7-% 


2 
da cui 
Cdediglci. Jr 2 
42r=- Da AF 4r=g: 


b) Calcoliamo invece l'aumento del diametro 4B. Due forze P di trazione 
applicate in 4 e B provocano in A le sollecitazioni V, = 0ed M,= — Pr/x (es. 564). 
Quindi la (557) dà P - d2r= — (Pr/m)-(— A/r), da cui 42r= %/m. 


Esercizio 1856. — Idem, nel caso dell’esercizio 1784. 

Soluzione. a) La distorsione operata in S è costituita dal solo spostamento 
relativo vt — rg = A. D'altra parte due forze P di trazione applicate in 0 e D 
provocano in A le stesse sollecitazioni N, ed M, ricordate nell'esercizio 1855 a) 
(ma M, non dà contributo, perchè pî — gî = 0). Quindi la (557) dà 2Py*= 
= P- A40D= (P/2)-7, da cui ACD= }/2. 

b) Per determinare la variazione del diametro AB, osserviamo che due forze 
P applicate in 4 e B danno N,=0 ed M, + 0. Perciò il secondo membro della 
(557) è nullo, perchè è nullo N, ed è nullo pf — pi. Quindi sihay*= 0, 4AA8= 0. 


Esercizio 1857. — Risolvere l'esercizio 1785 mediante il teorema di Land. 
Soluzione. La distorsione operata nel vertice è costituita da uno spostamento 
relativo vf — vf = A. D’altra parte un carico P nel vertice provoca una spinta 
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H che vale (es. 576 a) H= 0,4591P, e quindi in S uno sforzo normale N, = — 
— 0,4591P. Perciò la (557) dà 


Py*= NA, da cui n*= (N/P)A= — 0,45917. 
L’innalzamento cercato è pertanto d = — 7* = — 0,46. 


804. Spostamenti di un punto provocati da cedimenti delle imposte. 


La conoscenza dei movimenti 7, É, g di una sezione provocati da dati 
cedimenti alle imposte (ad es. in un arco) può interessare per sò stessa; 
ma più ancora perchè se invece si misurano i movimenti di alcune sezioni 
provocati da cedimenti incogniti (nonchè da altre cause), si può risalire 
alla conoscenza di tali cedimenti e sopra tutto alla valutazione delle solle- 
citazioni che essi hanno provocato nella struttura. 

a) In un arco a due cerniere si voglia l'abbassamento 7, di un punto 
C dell’asse geometrico provocato dal cedimento orizzontale £, dell’im- 
posta A. 

Pensiamo sostituita provvisoriamente la cerniera A con un carrello. 
Applicata in A una forza orizzontale H rivolta in fuori, siano £, lo spo- 
stamento orizzontale che essa genera in A ed x, l’abbassamento che ne 
consegue in un punto C dell’asse geometrico. Applicato invece un carico 
verticale P., nel punto (0, sia £,, lo spostamento orizzontale che esso pro- 
voca nell’appoggio scorrevole A. 

Per il teorema di reciprocità di Betti (n. 333 b, (490,)), si ha 


Po'Me= H fas,  dacui mno=(H/Polés 


Se H, è la spinta provocata da P, nel caso delle imposte fisse, la H, 
è capace d’impedire, ossia di annullare, lo spostamento £.,; per cui si ha 
E:E,=H:H,, ossia HE,= Hg. Quindi, sostituendo, si ottiene 
nme= (H,/Po)fa Infine, se H,= H,/P. è la spinta provocata da P,= 1, 
isulta (5°) (9°) 
Ne H,. 


Il punto © si abbassa o si alza secondo che £, avviene in fuori o in 
dentro. Si è così ottenuto l'abbassamento 7, del punto C provocato dal 
cedimento £, (5). 


(5) Questa dimostrazione mediante il teorema di Betti è di C. Gorni: Una proprietà degli 
archi elastici, « Atti d. Aco. d. Scienze », Torino, 1905. 

(4) L'espressione che segue è omogenea, perchè in realtà è n, = (7,/1)5,; ossia perchè Hj= 
= H,/P= H/l è il quoziente di due forze, ossia è soltanto il numero che misura la spinta dovuta 
a P.= 1 

(#) La forza Z/ e lo spostamento È,, si sono considerati solo provvisoriamente, per la dimo» 
strazione; ciò che non occorre con la dimostrazione che segue, mediante il principio dei lavori 
virtuali. 
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Si giunge immediatamente allo stesso risultato applicando il principio dei 
lavori virtuali al sistema di forze equilibrate P, = 1, H, e al sistema di spostamenti 
congruenti È,, 7: (5°); per cui si ha senz'altro (5°) 


1‘n0-Higg=0,  equindi n= Hi. 


La n= HiÉa dice anche che gli abbassamenti 7, dei vari punti del- 
l’asse geometrico, dovuti allo stesso cedimento £,, sono proporzionali 
ad H;. Ne segue che il diagramma degli 7, è dato, a meno del fattore £,, 
dalla linea d’influenza della spinta H, provocata da carichi P = 1 verticali. 

Il risultato è valido anche nel caso degli archi incastrati, purchè natu- 
ralmente la H, sia la spinta prodotta da P.,= 1 in questa struttura. 

b) Se invece si vuole l'abbassamento di C provocato da un cedimento 
verticale na di A, indicata con V_, la reazione verticale in A generata dal 
carico verticale P,= 1 agente in C, procedendo come in A, si ottiene 


Ne= Vale + 


L'arco può essere a due cerniere oppure incastrato. Nel primo caso îl 
problema è banale, perchè la V., e quindi anche 7, varia linearmente 
con l’ascissa @ del punto C in armonia col fatto che l’arco ruota intorno 
alla cerniera B senza deformarsi. 

In modo del tutto analogo, si ottengono i tre movimenti ne, È. Pi 
di un punto C provocati da un cedimento 9, dell'imposta A (natural- 
mente negli archi incastrati). 

c) Per calcolare lo spostamento verticale 7, provocato dai cedimenti 
Ea, May Pe SÌ considerano dunque rispettivamente le reazioni H.,,, Vay 
Ma, generate in A dal carico verticale P,= 1. 

Per calcolare lo spostamento orizzontale £,, positivo ad es. se verso 
destra, si considerano le reazioni Han, Van» Man generate dalla forza 
orizzontale P,= 1 agente verso destra. 


la 


(*) Il sistema t,, n, è congruente perchè n, è appunto lo spostamento cercato, che consegue 
al cedimento E,. Quanto alle forze, in realtà è equilibrato il sistema costituito dalle forze esterne 
P.,= 1, H; e dalle tensioni interne corrispondenti. Tuttavia, per ciò che vedremo nella nota 60, 
possiamo considerare soltanto le forze esterne se la 7, è la spinta dovuta a P, = 1 quando i vincoli 
sono fissi. 

(*) È necessario considerare la 77, provocata da P, = 1, nel caso dei vincoli fissi, perchè sol- 
tanto in questo caso sussiste la proporzione €, : fan = 4! H, di cui ci siamo serviti nella prima 
dimostrazione; e perchè soltanto in questo caso il secondo membro dell'equazione dei lavori vir- 
tuali è nullo. 

Infatti, se si parte dal caso dei vincoli fissi e si consente un cedimento piccolissimo all’imposta 
A, ne seguono gli spostamenti n, e in particolare n,, e degli incrementi & piccolissimi delle defor- 
mazioni interne. Il lavoro virtuale interno 2Zt compiuto dagli sforzi interni Z associati alle defor- 
mazioni interne &, che dovrebbe figurare nel secondo membro dell’equazione dei lavori virtuali, 
è la variazione prima dL; del lavoro dovuta al cedimento È,; e questa variazione è nulla (teorema 
di Menabrea, n. 343), appunto perchè i vincoli erano rigidi. Se invece si fosse considerata la Hi 
che si ha quando i vincoli sono comunque cedevoli, un ulteriore cedimento &, produrrebbe uns 
variazione prima dL; diversa da zero. 
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Infine, per ottenere la rotazione p., positiva ad es. se destrogira, si 
considerano le reazioni Ha, Veg: Ma Provocate dalla coppia M,=1 
destrogira. 

Si ha così nei nove casi 


(1485) Mo = Honfa 7 Ne= VarMa 9 Mo= MaPa 5 
(1486) e = Hamfa è Eo= VasyMa 4 E= Manda $ 
(1487) Po= Hormfay Po= VarnMa è Po= Ma, Pa + 


Se si vuole il diagramma degli spostamenti ad es. £, di tutti i punti 
dell’arco provocati ad es. da a, esso è dato, a meno del fattore 73, dalla 
linea d’influenza della reazione Van relativa alla forza orizzontale P= 1. 

d) Se avvengono due cedimenti dello stesso tipo in A e in B, si 
sovrappongono gli effetti. Ad es., la rotazione p, provocata da na ed } è 


Po= VarmMo+ ViM. + 


e) Le (1485), (1486), (1487) si potevano anche ottenere mediante il teo- 
rema di Land usato come nel n. 803 a), perchè i cedimenti dei vincoli sono casi 
particolari delle distorsioni. 


Esercizio 1858. — In un arco a tre cerniere calcolare l'abbassamento di un 
punto © (fig. 1724 a) provocato dal cedimento £,. 
Soluzione. a) Ricordiamo (n. 376 a) che la linea d’influenza della spinta Hu 
è una bilatera (fig. 1724 b) di ordinata massima 10/4f; per cui l’ordinata sotto O 
vale (17/4) « @ : (1/2) = 1x/2f. Quindi si ha n= (0/2/)£- 
b) La stessa bilatera, a meno del fattore £,, è il diagramma degli abbassa= 
menti 7) di tutti i punti dell’arco. 


Fig. 1724. 


Esereizio 1859. — Idem; calcolare lo spostamento £, provocato da £,. 
Soluzione. La spinta (negativa) Ha, provocata dalla forza orizzontale 1 agente 
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in O (fig. 1724 c) si ricava dall’equazione di equilibrio alla rotazione del semiarco 
sinistro intorno alla cerniera nel vertice: 
—1f—-y)— (19//2+Hxf=0, dacu 4y,,=1-y2f. 
Quindi si ottiene £,= — (1— y/20)f 


Esercizio 1860. — Idem; calcolare la rotazione g, provocata da É. 
Soluzione. La spinta H,,, provocata dalla coppia 1 agente in € (fig. 1724 d) 
si ottiene nello stesso modo: 


1- (10/2—Hnf=0, dacui ZHn=1/2f. 
Quindi si ottiene @, = (1/2/)£- 


Esercizio 1861. — Arco semicircolare di sezione costante, articolato alle 
imposte. Calcolare l'abbassamento 7, in chiave provocato da un cedimento oriz- 
zontale È,. 

Soluzione. Un carico verticale P agente in chiave provoca (es. 575) la spinta 
H= P/n=0,318P. Quindi (1485) si ottiene 7, = 0,318£a 


Esercizio 1862. — Idem. Calcolare l'abbassamento 74 dei punti D definiti 
da 0= +450. 

Soluzione. Col metodo dei lavori virtuali (n. 328) si trova facilmente che un 
carico P agente in uno dei punti D provoca la spinta H = P/2x = 0,159P. Quindi 
(1485) si ottiene 74= 0,159. 


Esercizio 1868. — Arco semicircolare di sezione costante, incastrato alle 
imposte. Calcolare l'abbassamento 7, in chiave provocato da un cedimento oriz- 
zontale È, (senza cedimenti 74 ® Pa). 

Soluzione. Un carico P agente in chiave provoca (es. 576) la spinta H = 0,4591P. 
Quindi (1485) si ottiene 7, = 0,459£,. 


Esercizio 1864. — Lo stesso arco incastrato. Calcolare 7, provocato da un 
cedimento verticale 7a (senza cedimenti È, © @a). 

Soluzione. Un carico P in chiave provoca la reazione V,= 0,5P. Quindi 
(1485) si ottiene 7, = 0,574 


Esercizio 1865. — Idem. Calcolare 7, provocato da un cedimento angolare 
sinistrogiro ga (senza É, ed 7a) 
Soluzione. Un carico P in chiave provoca (es. 576) il momento d’incastro 
M,= 0,1106Pr. Quindi si ha 
Pnlo= MoPa= 0,1106Pr - Pa; da cui M= 011179, . 


Esercizio 1866. — Idem. Calcolare lo spostamento orizzontale È, in chiave 
provocato da È, 
Soluzione. Una forza P orizzontale agente in chiave provoca (es. 572) 4, = 
= — 0,52. Quindi si ha 
Pi,= Hgg=— 0,5P È, dacu &=_- 05h 
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Esercizio 1867. — Idem. Calcolare £, provocato da 7a 
Soluzione. Una forza P orizzontale in chiave provoca (es. 572) V, = — 0,318P. 
Quindi si ottiene £, = — 0,3187a 


Esercizio 1868. — Idem. Calcolare È, provocato da , sinistrogiro. 
Soluzione. Una forza P orizzontale in chiave provoca (es. 572) 
M,=— (x— 2)Pr/2x=— 0,182Pr. Quindi si ottiene É, = — 0,182rpe 


Esercizio 1869. — Idem. Calcolare la rotazione , nel vertice provocata da Éa. 
Soluzione. Una coppia M agente in chiave provoca (es. 573) H = 0. Quindi 
- la rotazione g, è nulla. 


Esercizio 1870. — Idem. Calcolare g, provocata da 7a 
Soluzione. Una coppia M in chiave provoca (es. 573) 
Va= — 2M/mr= — 0,637M/r. Quindi si ottiene @, = — 0,6377/r. 


Esercizio 1871. — Idem. Calcolare 9, provocata da ga sinistrogiro. 
Soluzione. Una coppia M in chiave provoca (es. 573) M,= — (4— 2)M/2x = 
=: — 0,137M. Quindi si ottieno pg, = — 0,137Pa 


Esercizio 1872. — Arco semicircolare di sezione costante, raggio r= 25 m, 
incastrato alle imposte. Calcolare l'abbassamento 7, in chiave provocato dai 
cedimenti £,= 2 em, 7a = 1 em, pa = 10' sinistrogiro, é&, = 1,5 cm, 7,= 0,4 em, 
= 8° destrogiro. 

Soluzione. Per i risultati degli esercizi 1863, 1865 si ottiene (10’ = 77/1800 + 6= 
«= 0,00291 rad., 8° = 0,00233 rad.) 

n = 0,459(2 + 1) + 0,5(1 + 0,4) + 0,111 - 2500(0,00291 + 0,00233) = 
= 1,377 + 0,700 + 1,454 = 3,53 cm. 


805. Spostamenti di un punto provocati da variazioni termiche. 


a) Cerchiamo lo spostamento verticale n. di un punto € provocato 
da un riscaldamento uniforme #. Ci riferiamo, 


o) al solito, al caso dell’arco: Pensato questo svine 

U colato in A e libero di dilatarsi, l’ordinata Y, 
Lt > (fig. 1725) subisce anzi tutto un aumento aty.. 
AF pa B Poi l'imposta A, che si era spostata in fuori 
kE 1 — di &,= atl, ritorna a posto; per cui non si 
Fig. 1725. tratta di un cedimento £, in fuori, bensì di 


uno spostamento £, in dentro; ciò che pro- 
voca un ulteriore innalzamento di C, che si calcola come nel n. 804. 
Pertanto, considerando 7. positivo quando è un abbassamento, si ha 


{a) Ma ot(H,1+ Yo) - 
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b) Cerchiamo lo spostamento orizzontale £,. Pensato l’appoggio 4 
reso scorrevole, si ha un primo spostamento orizzontale atv) verso sinistra. 
Un ulteriore spostamento verso destra si ha per effetto dello spostamento 
in dentro £, = atl dell'imposta A. Quindi in tutto 


(0) E= (Hal %). 
c) La rotazione g, è dovuta soltanto allo spostamento in dentro 


atl e si calcola come nel n. 804, perchè nell’arco pensato svincolato in A 
la variazione uniforme # non provoca rotazioni. 


Esercizio 1878. — Arco semicircolare di sezione costante, articolato alle 
imposte. Calcolare l'innalzamento del vertice provocato da ? uniforme. 
Soluzione. Ricordando (es. 575) che P nel vertice genera la Y = P/x, per la 
(a) risulta 
No = at[(1/20)2r + 7] = (x + 2)atr/2 = 1,637tr. 


Esercizio 1874. — Idem, nel caso dell’arco incastrato. 
Soluzione. In questo caso (es. 576) P nel vertice genera la H = 0,459P. Quindi 
risulta 
No = 60,459 + 2r + r) = 1,9184tr. 


Esercizio 1875. - Nel caso dell’esercizio 
1873, calcolare lo spostamento orizzontale del 
punto O definito da 0 = + 45°. 

Soluzione. a) Calcoliamo da prima la H, 
generata dalla forza P orizzontale agente in 
O (fig. 1726). Le reazioni verticali valgono 
— V,= V,= P(r/V2):2r= PV2/4. Il mo- 
mento centrifugo del peso elastico da 0 a B 


rispetto alle rette 2 e x, vale Fig. 1720. 
x 
ds n -4V2-2 n Ca) 
Jen [Frs 0 (rsen® — 1/V2) 7) ‘5j= 022077: 


a/o 
Quindi la H, risulta dalla condizione di congruenza £, = 0 (n. 365 c): 


0,2210P+ P VE. 27° _ pg 3° _ si 
i Ei Hs5hj 0, da cui H,= 0,591P2. 


Nota così la Hay, = 0,591, la (d) dà 
E,= at(+ 0,591 - 2r — 1,7077) = — 0,525art. 


806. Come si possono misurare le autotensioni. 


Per valutare il regime di autotensioni esistente in una struttura iper- 
statica per effetto di distorsioni incognite, si può operare in diversi modi. 
Quando non è possibile confrontare la configurazione attuale della 
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struttura con quella che aveva prima dell’autotensione, è necessario 
praticare dei tagli che annullino gli sforzi e misurare alcuni degli sposta» 
menti che ne seguono. Questo procedimento distrugge la struttura; per 
cui si può usare solo quando si possieda un esemplare in più, che si possa 
sacrificare. 

Quando invece è possibile misurare alcuni degli spostamenti che sono 
avvenuti in seguito all’autotensione, da questi si possono dedurre le di- 
storsioni che l’hanno causata e le conseguenti sollecitazioni. E questo è 
un procedimento non distruttivo. 

a) Il caso più semplice è quello delle strutture reticolari. Ad es., 
nel caso della fig. 1710, si tracciano lungo una delle aste le impronte di due 
punti distanti circa 2 cm e se ne misura accuratamente la distanza me- 
diante un apparecchio adatto. Poi si taglia l’asta fra i due punti e si 
misura di nuovo la distanza. La variazione Z di questa è la distorsione 
cercata, e la sua conoscenza consente di calcolare (es. 1775) lo sforzo X 
nell’asta e quindi il regime degli sforzi nell’intera struttura. 

b) Nel caso di una trave, si tracciano quattro punti A, B, 0, D, 
due da una parte e due dall’altra di una sezione 8, disposti secondo i vertici 


d 1) d) 


Fig. 1727. 


di un quadrato di lato ! (fig. 1727 a) e si misurano accuratamente le distanze 
40, BD, AD, BC. Poi si taglia la trave in $ e si misurano di nuovo le 
distanze, determinando così le quattro variazioni A40, ABD, 4AAD, ABC. 
Da queste è facile dedurre le tre distorsioni v, 7, g che esistevano in $ 
e che ora si sono annullate. 

Rispetto ai punti A e B, che si considerano fissi, i punti 0 e D siano 
andati in 0, e D, (fig. 1727 b). Il movimento (0; (fig. 1727 c) del punto 
C risulta dallo spostamento Cc nella direzione AC e dalla distorsione 
t= 60,, dove Ce è praticamente uguale a 440, perchè 7 è piccolissima 
rispetto alla distanza 40. Il movimento DD, (fig. 1727 d) del punto D 
risulta da Dà nella direzione BD e dalla distorsione 7= 4D,, dove Dd è 
praticamente uguale a ABD. 
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Coi versi positivi di , 7, g della fig. 742, si ha anzi tutto evidentemente 


= 0,5(C0+ Dd) = 0,5(440+ ABD) 
g=(Di— Te) :1=(4BD— 440):1. 


Inoltre dalle figg. 1727 c, d) si ha 


44D= dD,= dd" + d"D,= 4BD/V2+ V2 
ABO=0,=00"+ 0"0,= 44C0/V2— 1/V2, 


da cui 
t=44D-v2— 4BD, =—A4B0-vV2+ 440. 
Pertanto, risulta 
v= 0,5(440+ ABD), p=(4BD—A440):1 
t= 4A4D- v2— 4BD=— A4BO- v2+ 440. 


(1488) { 


Le due espressioni di 7 devono dare lo stesso risultato; ciò che costituisce 
la congruenza che deve sussistere fra le quattro variazioni 4. 

Ottenuti i valori di v, 7, 9, si calcolano (in uno dei vari modi che ab- 

biamo visto) le reazioni mutue, ossia le sollecitazioni, nella sezione &. 

c) Quando si siano segnati e rilevati alcuni punti della struttura 
prima che avvengano i cedimenti incogniti che causano l’autotensione, 
è possibile misurare gli spostamenti che in seguito tali punti subiscono, 
e da questi dedurre i cedimenti avvenuti e le sollecitazioni conseguenti, 
con procedimento non distruttivo. 

A tal fine si utilizzano le relazioni (1485), (1486), (1487), che danno i 
movimenti n, £, 9, di un punto € in funzione dei cedimenti Al, 1a, 7 
Pa Pr. Se si misurano ad es. gli abbassamenti 7 di cinque punti C,, Ca, 
«+ 05 (oppure cinque movimenti 7, é 9 anche di due soli punti (%)), si 
possono scrivere cinque delle espressioni suddette, nelle quali gli 7 mi- 
surati sono i termini noti, e le incognite sono i cedimenti A, 7a, 7a) Pa Pr 
cercati. Quindi questi si ottengono risolvendo il sistema di cinque equazioni 
lineari. Se si sono misurati più di cinque movimenti, le ulteriori equazioni 
servono di controllo dell’esattezza dei movimenti misurati. 

Noti i cedimenti dei vincoli, è facile risalire alle reazioni corrispon- 
denti, e quindi alle sollecitazioni, usando uno qualunque dei procedimenti 
già visti. 


(*1) Gli abbassamenti n si possono misurare mediante un livello che si colloca in stazioni pre- 
disposte sul terreno circostante; e le rotazioni 9 mediante specchietti (murati in vari punti della 
struttura), nei quali si legge, con un cannocchiale, l’immagine riflessa in scale pure predisposte 
sul terreno. 
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Le quantità AI, Ma» î5> Par Ps che si ottengono in tal modo, risultano non solo 
dai cedimenti delle imposte 4 e B, ma anche da ogni altra causa eventuale del 
regime di autotensioni che si studia, come adattamenti Plastici e variazioni ter. 
miche; per cui si ottengono gli effetti complessivi. 

Tuttavia è opportuno depurare tali quantità dagli effetti termici, perchè si 
tratta di una causa transitoria. Ciò che è facile, usando i risultati del n. 805, quando 


Esercizio 1876. — Una trave ad anello di ghisa, di sezione rettangolare, ha 
{ raggi r, = 80 cm, t,= 60 cm e lo spessore s= 10 em. In corrispondenza di una 
sezione S si segnano i punti A, B, O, D aventi 1= 16 cm, si taglia la trave e si 
misurano 440 = + 0,121 em, AZD — + 0,223 em, AAD= + 0,304 em, ABC = 
s= — 0,061. Calcolare le sollecitazioni iniziali che esistevano in S. 

Soluzione. a) La distorsione che scompare in 8 ha le caratteristiche (1488) 


v= 0,5(0,121 + 0,223) = + 0,172 em 


T=0,304V2— 0,223 =4+ 0,207 » SL 

t=+0,061V2+0,121=+ 0,207 + T 

g= (0,223 — 0,121) : 16= + 0,006375 = 22, | 
L’uguaglianza dei due valori di 7 assicura che i 4 misurati NÒN | 


sono congruenti. 
5) Si ha A=10-20= 200cmq, J=10- 208/12= 
= 6667 em‘,  W=10 - 20°/6= 667 em$, Tmedto = 70 cm. 
Il peso elastico e il suo momento d’inerzia rispetto Fig. 1728, 
al diametro valgono (E = 10% kg/emq) 


G= 2rr/EJ = 27770/10% - 6667= 6,60 - 10-8 kgem-! 
Jo= Go = Grî.cato/2 = 6,60 - 10-8 + 70°/2= 1,617 - 10-4 kg - em. 

e) Le caratteristiche della reazione mutua che esisteva nella sezione £ 
valevano (prima del taglio) (la N passa per il baricentro elastico G = 0, fig. 1728) 
U= g/G@ = 0,006375/6,60 - 10-*= + 96600 kgem 

N = WI = 0,172/1,617 - 10-4 = + 1060 kg 
T = tI = 0,207/1,617 - 104 =4+1980 », 
d) Il momento flettente in S era 
MU,= 96600 + 1060 - 70= + 170800 kgem Ì 
e le tensioni valevano 


o’ _ 1060 , 170800 {+ 261 ke/em 1280 | 
o”7 200 È 667 "1-95 5 True 15 200 — 96 kg/emq + | 


e) Nella sezione a 90° con la S si ha 
N= 1280 kg, M = 96600 + 1280 - 70= 186200 kgem, 
9° _ 1280 | 186200 _ [+ 285 kg/emq 1060 


o” 200 667 — 273 è, ? Tuna 1,500 = 8,0 kg/emq. | 


—__——________ln2n rr ""—"———i 
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Esercizio 1877. — L’arco dell’esercizio 706. Nei punti I, II, IV, V, VII si 
leggono, quando il ponte è scarico, gli abbassamenti N = 4,28 em, Na = 4,56 cm, 
N= 4,53 cm, 73 = 3,85 em, Mm= 2,11 cm. Determinare i cedimenti dei vincoli 
che li hanno provocati. 

Soluzione. a) Nell'esercizio 706 si ottennero i seguenti valori delle ordinate 
delle linee M_,, V., Z per il carico P= 1 posto nei cinque punti suddetti: 


Punto E II IV V VII 
= 15,257 11,012 4,438 2,354 0,257 
Va = 0,959 0,851 0,500 0,309 0,041 
H = 0,176 0,542 1,018 0,879 0,176 


Le reazioni 7, valgono 7,=1 — Va. I momenti d’incastro M, ed HM, si otten» 
gono mediante le relazioni (z6= 20,000 m, ye= 7,526 m) 


MUn= Ma — 20,0007, + 7,5267, M,= 9, + 20,0007, + 7,526H — lag, 
Quindi le reazioni provocate da P= 1 posto nei cinque punti risultano 


H, = 0,176 H, = 0,542 H, = 1,018 Hy = 0,879 H, = 0,176% 
Ver = 0,959 Va, = 0,851 Vu= 0,500 Vas = 0,309 Va = 0,041t 
Va = 0,041 Via = 0,149 Vy= 0,500 Vis = 0,691 Py = 0,959t 
Mn =— 2,598 Ma =—1,929 M,=+2,099 Ma=+2,789 Ma=+0,762 tm 
Un =+0,762 Ma=+2,111 My =+2,099 My5=+ 0,149 My = 2,598 tm 
3) Note così le reazioni dei vincoli che figurano nelle (1485), le cinque equa» 


zioni che determinano i cedimenti Al, Mar Mor Par Pa BONO (271, Mar sn " in metri, 
perchè M, ed M, sono in tm) 


0,17641 + 0,9597, + 0,041, — 2,5989, + 0,7629, = 0,0428 
0,54241+ 0,8517a + 0,149), — 1,929 + 2,1119, = 0,0456 
1,018A2 + 0,50077, + 0,5007; + 2,0999, + 2,0999, = 0,0453 
0,879A1 + 0,309na + 0,69177; + 2,7899, + 0,1499, = 0,0385 
0,17641+ 0,0417a + 0,9597, + 0,762pa — 2,5989, = 0,0211 
Risolvendo con uno dei metodi del Cap. XX, A), si ottiene 
4l= 0,0127 m, Na= 0,0426 m, = 0,0184m, Pa= 0,000514, Pa = 0,000362, 


Esercizio 1878. — Nel caso dell'arco dell’esercizio 1877, calcolare le solle. 
citazioni e le tensioni alle imposte e in chiave. 


Soluzione. a) Le caratteristiche elastiche dell’arco furono calcolate nell’esere 
cizio 706 (supponendo E = 1), e sono 


S= 601,188, Jan=4198, Ju= 664862. 
b) Ai cedimenti I, Na corrispondono le reazioni (E= 2,5 - 109 t/mq) 


—H = AJ = 0,0127 + 2,5 - 109/4198 = 7,563% 
— Va= MalIv = 0,0426 - 2,5 + 10%/66486= 1,602t 
— Vs= MI = 0,0184 + 2,5 - 105/66486= 0,692t, 


Il cedimento angolare Pa fa spostare il baricentro elastico G di 
Eo= 0,0008514 - 7,526 = 0,00387 m, Ne= — 0,000514 - 20,000 = — 0,01028 m. 
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Quindi a 9 corrispondono le reazioni 


— N, = g,/$= 0,000514 - 2,5 - 105/601,18= 2,137tm, 
— H = 0,00387 - 2,5 - 10%/4198= 2,305t, 
— 7, =— 0,01028 - 2,5 - 109/66486= — 0,387t. 


In modo analogo, si trovano le reazioni corrispondenti a Pri 
— My, = 1,505tm, —H=1,620t%, —YV,=—-0,272t, 
Le reazioni complessive risultano dunque 
H =— 7,563 — 2,305 — 1,620= — 11,488t 


Va = — 1,602 + 0,692 + 0,387 — 0,272= — 0,795t 
My = — 2,137 — 1,505= — 3,642tm= M, V,=+ 0,795t%. 


c) I momenti flettenti nelle sezioni A, B, O (chiave) si deducono da M,, 
V. H (0 da My, Vi, H), e risultano 


M,= — 3,642 + 0,795 - 20,000 — 11,488 - 7,526= — 74,20tm 
M,= — 3,642 — 0,795 - 20,000 — 11,488 - 7,526 = — 106,00tm 
M,= — 3,642 + 11,488 - 2,474= + 24,78tm. 


Il raggio dell’asse geometrico è R= 25 m. Quindi l’angolo 0, d’inclinazione 
all'imposta A è tale che tg 0,= 20:(25— 10)= 4/3; per cui 0,= — 53010”, 
sena= 0,8, cosa= 0,6. 

Perciò lo sforzo normale nelle sezioni A, B, O risulta 

N=  0,795-0,8+11,438-0,6=+ 7,53% 

N,=— 0,795 - 0,8 + 11,488 -0,6=+ 6,26t, N=-H=4+ 11,49t. 


Pertanto, le tensioni massime risultano (A,= 1,20mq, A4,= 0,80 mq, 
W,=0,24m?, W,=0,1067m?) 
in 4 maxo= 74,20/0,24 + 7,53/1,20=3815t/mq= 31,5 kg/ema 
in Bmaxo=106,00/0,24 + 6,26/1,20=447 è» =44,7 » 
ino maxg = 24,78/0,1067+ 11,49/0,80 = 234 » =234 è 


807. Distorsioni variabili nella sezione delle travi. 


Lo studio delle conseguenze dovute a distorsioni (e, in particolare, 
a variazioni termiche) variabili nella sezione è di solito molto complesso 
ed è problema della teoria dell’elasticità. In alcuni esempi (es. 1878, ...,} 
1881) ci limiteremo ad esaminare casi che possono essere risolti con 
considerazioni elementari. 


Esercizio 1879. — Una barra libera alle estremità, di sezione rettangolare 
alta e stretta, è riscaldata a temperatura t, lungo i due lembi, mentre a metà 
altezza si stabilisce una ta < t,. Calcolare le g nell’ipotesi che # vari linearmente 
da t, a t, (fig. 1729 a). 
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Soluzione. Se si pensa che un tronco lungo 1 sia impedito di dilatarsi, si ha 


tt t U 
o°=— Fan +97z"9) x= flooas= pa a 3%, 

Quando poi si sopprime l’ime 

pedimento supposto, risulta hh ti ti 

0=00+ N/A= 33€ 

= Eat — t)(1/2 — 29/1) - a) it V nt 
A metà altezza e ai lembi si CA 

ha c= + Fat; — t,):2. ti 21 ti 


La conclusione molto sempli- 
ce è che il diagramma o (a meno 
del fattore Ea,) è dato dal profilo che limita il diagramma # riferito alla retta 
di compenso mn. 


Fig. 1729. 


Esercizio 1880. — Idem, nell’ipotesi che # parabolica (fig. 1729 b). 
Soluzione. Procedendo nello stesso modo, si trova che a metà altezza si ha 
g= + Ea;(t, — t,):3 e ai lembi o= — Ea,2(t1 — t2) 3. 


Esercizio 1881. - Una barra libera alle estremità di sezione rettangolare 
alta e stretta, è riscaldata a temperatura #, lungo il lembo inferiore (fig. 1730 a). 
Dopo un certo tempo si stabilisce un regime di temperature permanenti, con 
ta < t, lungo il lembo superiore. Determinare le a. 

Soluzione. a) Per effetto della conducibilità e della dispersione del calore, 
la temperatura # decresce nell’altezza % (di più in basso, dove # è maggiore). Am. 

mettiamo (fig. 1730 a) che 


LL __la ma t vari con legge parabolica 
337 Î 2 t=u+0vy+vy?, e che a 
\ metà altezza la t, sia dimi- 
| 9) I o) \\ nuita di 2/3 della prevalenza 
ti, — t, cioè sia t=t,— 

Ù ti - di sa È 


1 — (2/3)(t1— ta) = (t1+ 22) 13. 

Fig. 1730. Se misuriamo la y dalla 

metà dell’altezza 4, positiva 

al disotto (come nel n. 125), le condizioni sono t= (t, + 2t):3 per y= 0, #=t; 

per y=+4/2 e t=t, per y=— h/2; dalle quali si deduce che w= (t1+ 22) : 3, 
v= (ti — ta): h, w=(2/3)(t, — ta) : AA. Perciò risulta 


t+ 2t. 2 da 
e E 4 MM) t+3 6) 


6) Se si pensa che un tronco lungo 1 sia impedito di dilatarsi, si ha 


t+ 21 2 ? 
o°0=— Fat=-— Fa: (1t221 -m1+3 6-4) dl. 


In queste condizioni, gli impedimenti supposti alle estremità del tronco rea- 
giscono con una forza di compressione assiale 
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N= fioas = Eab(u|dy + vfudy + w[y°4) = Eab(uh + v- 0 -+ wh8/12) = 
= Eabh{(t,+ 2t,) :3+ (6 — ta): 18]= Za, A(7t, + 11t,) : 18, 


e una coppia di verso tale da dare compressione in basso 


u= florlyaa = Fab fuay+ofy'ay+ wfyd)= Eab(u-0+vh3/124 w -0)= 
= Ea,(bh9/12)(t, — ta) :h= EaJ(t1—t,):h. 


Quando poi si sopprime l’impedimento pensato, alle 0° si aggiungono le a 
prodotte da N e da M cambiati di verso, e risulta (92) 


N Mi E i 


e) Queste a sono le ordinate differenza del diagramma parabolico suddetto 
(letto in una scala delle o anzichè delle #) e del diagramma trapezio limitato dalla 
retta mn (fig. 1730 b) tale che l’area intrecciata sia nulla e di momento nullo. 
E quest'area è tale che le sue ordinate sono uguali per + y e per — y (come vuole 
l’espressione di o), nonostante la variazione # non simmetrica. 

Le o sono di trazione nella parte centrale della sezione e di compressione nelle 
parti esterne. Le o ai lembi della sezione sono doppie della o a metà altezza. Si 
ha o=0 per y= +h/V12= 0,289%. 

d) Se ad es. t,= 300°, t,= 108°, gi ottiene w= 172°, v= 1920/h, 
w= 1289/h?; t= 172 + 192y/h + 128y?/h8. 

L'espressione della o diventa 

c= (Ea;/18)(1 — 12y*/h?) - 1920. 


A metà altezza della sezione e ai lembi le tensioni risultano o = + Ea, - 10,67, 
o = — Ea, * 21,33. Nel caso del ferro esse valgono + 269 kg/emq, — 538 kg/omq. 


Esercizio 1882. — Idem, nell’ipotesi che # vari linearmente. 
Soluzione. Si ha t=w+ vy, dove w= (t1+t3):2, v= (ty— t):R; per cui 
t= (+ t):2+ (t1— t,)y/h. 
Se si pensa impedita la dilatazione, si ha 
o°=— Falli +t):2+(1— t)y/M. 


L'impedimento supposto reagisce con la compressione N e con la coppia 
M, che valgono 
N= (|oo|ad= Fa40%+4):2, 
È 
u= J [o°|yaA4= Fab(u/ydy +0[y2dy)=EaJlt—t):h. 


(*#) Le o dipendono dalla differenza t, —t, e dalla legge di variazione della temperatura e 
non dai valori di t, e tg; com'è naturale, perchè se si aumentano t, © ts nella stessa misura, cioè se 
si aggiunge un aumento # uniforme, questo non provoca delle nuove o. 


i 
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Quando poi si sopprime l’impedimento, risulta o = 0° + N/A + My/J, ossia 


È, t 
o=-— Fa; tl + —t) 4] + Fa, it le Fata i) t=0. 


La tensione è dovunque nulla, com’è naturale, perchè la deformazione ter. 
mica è tale che le sezioni rimangono piane e la congruenza è soddisfatta sponta- 
neamente (9). 


808. Riscaldamento non uniforme dei dischi e dei cilindri. 


Le variazioni termiche non uniformi provocano delle tensioni consi» 
derevoli anche nei dischi circolari e nei cilindri. Lo studio riesce abba» 
stanza semplice, e in certi casi semplicissimo (es. 

1883, 1884), se # è distribuito con simmetria radiale, \ pe 
cioò se t= t(9) è funzione soltanto del raggio g. Inol- 
tre nel caso delle barre cilindriche la legge #(0) deve 
essere la stessa in tutta la lunghezza. 

a) Caso dei dischi sottili. Si ha un sistema piano 
di tensioni (n. 580 a). 

Lo studio di questo caso mediante la Teoria del- 
l'elasticità è alquanto complesso (*); tuttavia si può 
ottenere brevemente la soluzione esatta anche per Fig. 1731. 
via elementare (%). 

Supponiamo per ora che il raggio E del disco sia infinito, e cerchiamo 
anzi tutto le tensioni generate dal riscaldamento # di una corona infini- 
tesima di raggio g e di larghezza do (fig. 1731). 

Per far questo, da prima riscaldiamo di t uniforme il circolo di raggio g. 
La o, che nasce fra questo e la parte esterna è tale da far diminuire @ 
del circolo e aumentare o del foro, in modo che risulti (915), (943;), (°°) 


(1— v)o,0/E+ (1+ v)0,0/E = agt, 


(*) Nel caso dell’esercizio 1881 le o sono dunque tanto maggiori quanto più la # a metà altezza 
è minore della semisomma (t, + #3) ! 2. Se è uguale alla semisomma, le c sono nulle. Se invece è 
maggiore (può accadere che la dispersione del calore sia minore in basso, per la vicinanza della 
sorgente termica), le c risultano di compressione nella parte centrale e di trazione nelle parti esterne. 

(*) Si veda ad es. 8. TIMOSHENKO: 7'heory of elasticity, nn. 65 e 113, New York, McGraw-Hill, 
1934. 

(65) O. BELLUZZI: Le tensioni di origine termica nei dischi ricavate tn modo elementare, « Acciaio 
e costruzioni metalliche », 1953, n. 6. 

Il procedimento è elementare, perchè si fa uso soltanto della (915), che è una conseguenza 
immediata della legge di Hooke generalizzata, della (943,), che si può dedurre senza la Teoria 
dell’elasticità (es. 1138), e della (9371). 

(*) La (915) e la (943,) danno la diminuzione del raggio r di un disco e l'aumento del raggio 
# di un foro praticato in una lamiera illimitata, quando lungo il bordo del disco o del foro agisce 
una c, radiale uniforme, Essi valgono 


A —- vor, A+vorlE. 
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e _ le _ rr rr. 


da cui 
(a) o,= Eai/2, o meglio o,=— Eat/2 (compressione). 


La c, è indipendente dal raggio o considerato (9°). In tutti i punti interni 
al circolo g la c, e la 0) hanno lo stesso valore (a) (n. 581 0). 

Per riscaldare soltanto la corona do, raffreddiamo ora il circolo di 
Taggio o — do; ciò che provoca nei punti del suo contorno (e in tutti i 
punti interni) una c, di trazione ancora data dalla (a). Quindi nei punti 
interni le tensioni risultano nulle. Inoltre questa a, di trazione provoca 
nei punti esterni della corona dg, di raggio g, una of ancora di trazione, 
che per la (937,) vale o1 = o,(0 — de)? : e*. Perciò il riscaldamento della 
sola corona dg genera lungo il suo contorno esterno la tensione differenza 


do,=- Pot Pal (e— do* Fat 0*— 0*+2edo—do* _Fatdo 
AMICI AA E ia e” 

Inoltre genera in direzione periferica una 06 =— Eat, perchè in tale 
direzione la dilatazione è nulla (%). 

Come si è detto, il riscaldamento della corona do non genera tensioni 
nei punti interni a essa. Invece nei punti esterni, di raggio r > g, la do, 
provoca, per la (937,), una do, che vale 

2 d, 
6) do,= do, = Poe, 

Riscaldando una zona circolare qualsiasi, si hanno nei punti di raggio 
r tanti contributi do, dovuti alle variazioni #= #(9) in tutte le corone 
interne a r (il riscaldamento delle corone esterne a r non genera tensioni 
in r, nota 69). Perciò nei punti di raggio r risulta 


eg 
(0) ao=- FJ todo. 
0 


(9) Questo fatto, sul quale si fonda fl nostro ragionamento, fa sì che se in una lamiera illimf- 
tata si scalda una corona infinitesima, la parte interna rimane inerte. 

Ne segue anche che si scalda una corona circolare finita, di raggi f1 ed rg (ra< rg), con legge 
t(r) qualsiasi, nei punti interni a r, non nascono tensioni. 

(‘*) Infatti, la pressione radiale p = dop = — Ectdo/o cui è soggetto il bordo esterno dell’anello 
de, pensato isolato, ne fa diminuire il raggio 0 di (93) 


che compensa l’aumento ato dovuto al riscaldamento f. Quindi, essendo nulla la dilatazione, si ha 
at + c9/E= 0, da cui cg= — Eot. 
Come verifica, si ha anche direttamente che la pressione suddetta p= dop = — Ectdole 
provoca appunto nella direzione periferica (92) una 09 = pr/s= po/do = — (Eotdo/o)o/do = — Eat, 
Invece la # non genera un’analoga Or, perchè, essendo scarico il bordo interno dell’anello de, 
la dilatazione termica avviene liberamente. 
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b) In realtà il raggio E del disco non è infinito come si è supposto. 
Quindi si deve sopprimere la parte illimitata esterna a RP. 

Nella lamiera illimitata, il riscaldamento del circolo E genera nei punti 
del suo contorno delle o, di compressione che sono date da un'espressione 
analoga alla (e), col denominatore R? invece di 7* e con l'integrale esteso 
da 0 a E. Sopprimendo la parte esterna, si dovrebbero sopprimere queste 
0,, ciò che equivale (n. 461 a) a lasciarle e ad aggiungere ancora le stesse 
o, di trazione; e queste provocano in tutti i punti interni (cioè in tutto il 
disco R) dello 0, e delle 0) dello stesso valore. Pertanto, nei punti di raggio 
r generico si ottiene infine 


R r 
(1489) 0,= Fa (È Siode-tf todo) : (= 0) 


e) Cerchiamo ora le tensioni cy in direzione normale a r. Come si 
è detto, la # nella corona dg genera nei punti » esterni la compressione 
do, data (937,) dalla (b) e la trazione dos dello stesso valore. Perciò per 
ottenere la 0, si deve cambiar segno al secondo termine della (1489). Invece 
le o, di trazione che si sono dovute applicare al bordo del disco È provocano 
in ogni punto delle o, uguali, per cui risulta lo stesso primo termine. 
Rimane da computare l’effetto della variazione # nella direzione nor- 
male al raggio, che, come si è detto in a) e chiarito nella nota 68, è dato da 
0;=— Eat. Risulta pertanto (t è il valore locale) 


R r 
1 1 
(1490) o, = Fa (Fi Jiedo+t/tedo—1). 
0 0 


d) Le (1489), (1490) si possono interpretare in un modo sintetico 
semplicissimo (9). I due integrali valgono 
R Ù 
dd 1 Ls il. 
FS rode = 7a Fa fado = tm 
0 0 

Il primo è dunque la metà della temperatura media tn nell’intero 
disco R; il secondo è la metà della temperatura media t,, nella parte 
interna ai punti di raggio r nei quali si calcolano le tensioni. Quindi le 
(1489), (1490) si possono scrivere 
(1489;), (1490)  0,= Zalim— tm):2; 05= Eal(tin+ tn) :2— 1]. 


In un punto generico la 0, è di trazione o di compressione secondo 
che prevale tm 0 tm,- 


e) Se il disco non è pieno, ma ha un foro concentrico di raggio r,, si calcola 
la c,; nei punti 7; mediante la (1489;) (disco pieno), poi si sopprime la parte interna 


(©) S. TIMOSHENEKO, luogo citato nella nota 66, pag. 368. 
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are si applica lungo il bordo del foro la — 0,i (n. 461 a). Questa provoca nei punti 
generici r delle ulteriori tensioni 0, e 0}, che si calcolano mediante le (937), nelle 
quali si pone p;= — 0,,, r,= E, e che si aggiungono a quello date dalle ( 1489). 
Queste tensioni addizionali sono dunque 


O,itì (RE? 177 (R2 
) do=- pi _1), dor + pi (D+). 


f) Caso dei cilindri lunghi. Le estremità siano libere. A una distanza suf- 
ficiente da esse le sezioni rimangono piane, e si ha un sistema piano di deforma» 
zioni (n. 580 d). Le tre tensioni Oz Or, 0) valgono (7°) 


9) La variazione AR del raggio R del disco si ottiene calcolando la dila- 
tazione ey al bordo, cioò per r= R. Essendo ivi 0r= 0, essa è data da e, = 0,/E + 
+ at; e sostituendo l’espressione (1490,) di ©» nella quale tm, = tm, risulta seme 
plicomente 
(1492) e0= Pa(2im — t):E+at= atm, A4R=sR=at,R. 


L'aumento AR è dunque lo stesso che si avrebbe in una barra libera lunga e 
soggetta alle stesse = t(0), nonostante la costrizione esercitata dalle tensioni 
generate nel disco. 

Nel caso del cilindro, al bordo esistono a © 0, mentre o,= 0. Quindi si ha 
= (00 — v0,) : E + at. Sostituendo le espressioni (1491) di 0) e 0, e semplifican. 
do, si ottiene per AR la stessa espressione (1492). 


Esercizio 1883, — In una lamiera illimitata si riscalda uniformemente un 
circolo di raggio r,. 

Soluzione. a) Il ragionamento semplicissimo del n. 808 a) conduce alla (a); 
per cui in tutti i punti interni (r< 7,) si ha 0= 0; = — Eai/2. Nei punti esterni 
(r> ri) si ha (937) o,=—g,=— (Eat/2)rz/A. 

b) Se invece s’impiegano le (1489,), (1490,), si ha ty= 0. Nei punti interni 
si ha tn,=t; per cui 0r= Ea(0— t):2= — Eat/2, 00= Ea[(0+4):2—{]= 
= Ea(t/2— t)= — Eai/2. Nei punti esterni si ha tm = trî/rî. 


Esercizio 1884. — Idem; si riscalda tutta uniformemente, eccettuato un 
circolo di raggio r,. 

Soluzione. a) Equivale a riscaldare tutta la lamiera e a raffreddare poi la parte 
interna. Nel primo tempo le tensioni sono dovunque nulle. Nel secondo tempo si 
hanno le stesse tensioni dell’esercizio 1882, con — t al posto di . 

d) Se invece s’impiegano le (1489,), (1490,), si ha ty=t. Nei punti interni 
a7, si hat,,=06t=0; percui g,= C0= + Eat/2. Nei punti esterni si ha tg = 
= (72 — ri) in 


Esercizio 1885. — Idem; si riscalda uniformemente una corona circolare di 
raggi r, ed rg (ra>ri). 


(°*) S. TiosHENKO, luogo citato nella nota 66, n. 114. 
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Soluzione. a) Si ha tn= 0. Per r< r, si ha tm = 0; per r compreso fra r; ed 
fa si ha tm = (e 13) 173; per r> rasi ha în, = (ri — rî) : r®. Quindi si appli. 
cano le (1489,), (1490,). 

b) In particolare, per r < r; risulta o,= 03= 0 (7). Ciò si riconosce anche 
direttamente, perchè se si riscalda il circolo r,, in tutti i punti r< 7, si ha o,= 
= 0, = — Eai/2; poi si raffredda il circolo r,, e questo genera or = cs = + Lat/2 
nei punti r < r, (?*). 


Esercizio 1886. — In un disco di raggio E si riscalda di t la parte P/2. 
Soluzione. a) Ripetendo il ragionamento che ha condotto alla (a) e usando la 
prima delle (943) invece della (943,), si ha (0r/a di compressione) 


a-» conti celti 


Per r < R/2 si ha o,= 03 = Gxja. Per r > R/2 si deducono 0, e 03 da 0x8 
mediante le (937). 
b) Se invece s’impiegano le (1489,), (1490,), si ha tm2= t/4. Per r< R/2 si ha 
tm, =, 0 per > R/2 si ha tm, = t°/4r3. Ad es., per r= 3/4 risulta o,= — 
— 7Eat/72, 0g = + 25Eat/72. 
c) Se il disco è di ferro e se #= + 200°, per r= 3/4 si ottiene 


g,=— 72,1 10° - 0,000012 - 200/72= — 490kg/emg, —0,=+ 1750kg/emqg, 


Per r < R/2 si ha o,= 0, = — 1890 kg/cmq. Al bordo (r= E) si ha o, = 0,065= 
= + 1260 kg/cmq. 


+ ») atR/2, da cui Crla= — i Eat. 


Esercizio 1887. - Idem; si riscalda di t da r= R/2ar=R. 

Soluzione. Si ha tm = 3t/4. Per 7 < E/2 si ha tm,= 0, e perr> R/2sihatn, = 
= i(1 — R?/4r2). 

Per r < E/2 risulta o,= 03 = + 3Eat/8. Per r= 3£/4 risulta 0, = + 7Eat/72, 
G,= — 25Eat/72 (?). Al bordo (r= ER) risulta 0,= 0, 03 = — Eci/4. 


Esercizio 1888. — Idem; si riscalda di # da r= R/3 a r= 2R/3. 
Soluzione. Si ha ty = t/3. Per r < R/3 si ha tn,= 0; per r compreso fra R/3 
e 2/3 si ha tn,=t(1— E?/9r2); per r> 2£/3 si ha t,,= tE°3r. 


(7!) È una conseguenza delfatto (n. 808 a) che nel caso di una lamiera illimitata il riscaldamento 
di una corona infinitesima do non genera tensioni nei punti interni. Quindi accade la stessa cosa 
ao si riscalda una corona finita (anche con # variabile lungo r). 

Ciò non è più vero se si riscalda tutta la lamiera esterna illimitata (es. 1883), oppure se si tratta 
di un disco finito. 

(73) Neipuntir= ry, appartenenti però alla parte riscaldata, la (1490,) dà cp = — Eat. Per altra 
via, quando si scalda il disco ra si ha in tutti i punti interni c, = cp = — Eat/2. Quando poi si 
raffredda il disco r}, esso trasmette, inoltre alla gate esterna la 0, = + Eat/2; e questa provoca 
(937,) nei punti r= rj la og = — pyrîlri= = oprilrî= — Eat/2. Quindi in tutto si ha op = — Fot. 

Questa ca è dovuta soltanto al riscaldamento locale e non al regime statico circostante, 
perchè se si sopprime il disco r1, che è inerte, esso non trasmette una c,, al contorno del foro; e 
perciò, per la (9371), dovrebbe essere co = 0. 

(??) Si ottengono naturalmente valori uguali e di segno contrario a quelli trovati nell'esercizio 
1886 d), perchè il caso presente equivale a riscaldare uniformemente l’intero disco (tensioni nulle) 
s a raffreddare poi la parte interna £/2. 
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Le espressioni algebriche di 0, e 0; risultano per le tre zone 

_._ Fot LA Eat pai E? CA Eot R® 
riga i; s( 2+53)» 4, 3). 
La o, si annulla per r= R/V6= 0,408R. 


Esercizio 1889. — In un disco di raggio R la t è massima nel centro e varia 
con legge parabolica (fig. 1732). 
Soluzione. La temperatura costante #1 non genera 
tensioni (e perciò si può supporre nulla). Quindi se #, è KR pal 
la prevalenza nel centro rispetto al bordo, la legge #(0) a) Ù 
Ricordando che il volume del paraboloide è rE%,/2, i 
si ha tn= t/2. Inoltre si ha tm,= to(1—r?/2R*). Quindi i 


I 
le (1489;), (1490,) danno .) dn 
0,= Eat(—1+/R?) : 18, È 


0,= Eat(—1+ 3r*/E?) : 16. Fig. 1732. 
Nel centro (r= 0) risulta 0,= 0) = — 4Fato/16. 
Per = 2/2 risulta o,= — 3Eaty/16, 00= — Eat/16. 
Al bordo (r= E) risulta 0,= 0, 0 = + 8Eat/16. 
La cy si annulla per r= R/V3= 0,577R. 


Esercizio 1890. — Calcolare l'aumento del raggio E nel caso dell’esercizio 1880 e. 
Soluzione. a) Si ha ty = t/4= 200°/41= 50°. Perciò la (1492) dà 
A4R= 0,000012 - 50°R= 0,0006R . 
b) Conoscendo og = + 1260 kg/emq al bordo ed essendo ivi t= 0, si ha 
anche direttamente 
A4R= e9E= (09/E)R= (1260/2,1 - 10°)R= 0,0006R.. 


Esercizio 1891. — Disco forato, avente r,= R, r,= E/2, riscaldato con la 
stessa legge #= #(1— 0*/E?°) dell’esercizio 1889. 

Soluzione. Nel disco pieno per r= P/2 si ha 0,= — 3E0t/64. Sopprimendo 
la parte centrale, le tensioni addizionali (4) valgono 

_ 350, 1(EB°_ |) _ __ 3Eat, 1(R? 
to=+ ala) dan H3(R+1). 

Quindi risulta 

0,= Eat(— 5+ 4r3/R? + B*/r2) ; 64, 0 = Eat(— 5 + 12r9/R? — R?/r®) : 64, 


Esercizio 1892. - Una barra libera alle estremità, di sezione circolare, è 
soggetta ad aumenti di temperatura # variabili linearmente da 0 al contorno a 
to nel centro. 

Soluzione. La t varia secondo la legge t= t(1 — 7/2). 
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Si ha tn=t0/3 © tm = to(1 — 2r/3R). Quindi le (1491) danno 


acacia) 


00= 7 (-1+27). 


Esercizio 1893. — Idem; # varia con legge parabolica (es. 1889). 
Boluzione. Usando i valori di t, © tm, dell’esercizio 1889, le (1491) danno 


Eat 


la Eato 
C {i-» 


= gig 1+142), 


CA (- 2+ 479/E2), 


_ Fato 
 41-) 


(1) (-1+3r%/R?). 
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